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Un'osservazione sulle deformazioni di una varietà compléta.

CLAUDIO REA (Pisa) (*)

Sunto. - Si vuol dimostrare che una famiglia differenziabile di déformationi,
triviale alVinfinito, di una varietà riemanniana o connessione lineare
compléta ammette una restrizione formata da varietà tutte complete.

La nécessita delVipotesi di trivialità alVinfinito è provata con un
contresempio.

DEFINIZIONE l. - Una successione di CATTCHY \ pk j di uiia
varietà riemanniana o a connessione lineare M dicesi geodetica, se
i suoï punti appartengono definitivamente ad una medesima geo-
detica y di M (cioè se si ha pk e y, per ogni fc più grande di un
certo fc0), se poi si puö scriyere p{ = Bxp s,X, ove X è un vettore
tangente a y ; e \ sit\ è una successione numerica convergente, allora
si dice che \p{\ è di CAUCHY. Nel caso E-ienianniano ciö équivale
alla usuale condizione di CAUCHY.

Una successione di CATJCHY geodetica in M è tale in ogni
sottovarietà M' di M che contenga y, non altrettanto puö dirsi per
una qualunque successione di CAUCHY.

LEMMA 1. -Se tutte Ie successioni di Cauchy geodetiche della
varietà riemanniana o a connessione lineare M sono convergent^ M
è compléta.

DIMOSTRAZIO]S"E. - NelPipotesi assunta ogni geodetica di M è
compléta e pertanto indefinitivamente prolungabile, dunque M è
essa stessa compléta.

DEFINIZIONE 2. - Un fibrato differenziabile cW-^~*-B dicesi essere
una famiglia differenziabile di deformazioni della varietà riemannia-
na (M, g) se sono dati

a) Una metrica riemmaniana gt sulle fibre Mt = w 1 ^ ) , per
ogni te'B.

.P) Un punto OeE, con (Mo. g()) ^ (M, g).

{*) Lavoro eseguito nell1 ambito del gruppo di ricerca ~N. 35 del Comi-
tato per la Matematica del C.IS".K.
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y) Per ogni punto x e CW un intorno W e un diffeormismo
cp; W-—-MoxB, in modo che sia pr%ow—& e che, per ognî fewlf,
yjWf\Mt sia una isometria di W f | ^ Sl1 u n a sottovarietà aperta
délia copia M,Q X \i\ di Ma. La coppia (W, tp) dicesi essere una
« carta » per la deformazione °Ï0 —>- B.

Sia U un intorno aperto di 0 in B, la restrizione cWjU =
= (û^iU)—*- U di °Ï4^ a U è ancora una famiglia differenziabile di
deformazioni di (M, g), e dicesi restrizione (ad U) délia deformazione

Una famiglia differenziabile di deformazioni délia varietà
riemanniana (M, g) dicesi triviale alVinfinito, se si puö trovare un
compatto Ko CZ Mo ed una applicazione continua

T : [(M0 - K,) x B) U [(Mo - Ko) X | 0 |] — 9^

in modo che la sua restrizione T a (Mo — KQ) X JB sia un diffeo-
morfismo soddisfacente le condizioni

o) OJQ T =prt.

e) La sua restrizione Tt a (Mo — if0) X | t j è un'isometria su
una sottovarietà aperta di Mt, che, per ^ = 0, si riduce all'identità
su Mo.

Ç) La restrizione di o> a 9^— 3m T è propria.

Le definizioni di deformazione e di trivialita ail' infinito si
ripetono nel caso délie connessioni con la sola sostituzione di
«isomorfismo di connessioni» in luogo di «isometria».

LEMMA 2. - Sia CU^ triviale air infinito, È possibile trovare un
intorno aperto U di 0 in B, un aperto VcZdM0, VZDK^, e un
insieme WCZCZ0!^ contenante M~LU—3mT, in modo che sia T[(V—
— KQ) x U]cz W e o>W = U.

DIMOSTRAZIO^TE. - Indichiamo con dK0 la frontiera di Ko in
Mo . Fissiamo per ogni h e dK0 un intorno Wk CZ d ck> e un
intorno VkxBk di kx\0\ in MoxB, in modo che sia VkdCZMQi

BhdCZB e TJl(Vk-Ko)xBh]l}UVk-Éo)x\O\]\dWk, in
particolare T[(Vh — Ko) X Bh] d Wk .

I Vh inedKo è un ricoprimento aperto di dK0 in Mo e | Wk \kedK0

è un ricoprimento aperto di dK0 in
 CW. Si puö scegliere un numero

finito di punti kl, ..., kv in dK0 in modo che sia

v*. u... u v*v D si£,, wkl u... U
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Poniamo

u=Bkl n... n B*v, V = vkl u... u v*v,
- U W i j f l " " 1 ^ S i h a T[(F' —ÜT0)x Z7]CI W da.

cui coW'=D.wT[lV"' — ̂ 0 )X ZJJ—pr^y7 —iT0)X ZT] = ZT, siccome è

anche wW'C Ü, deve aversi O J W ' = Z7. D'altra parte V è un aperto

relatiyamente compatto di Mo e Y'ID oüT0, pertanto V = Y'(jjKT0 è

un aperto relativamente compatto in MQ ed essendo V— Ko= V'—Kor

si ha T[(V — ÜTO) x ï / l c r .
L'insieme W = W'Ut0-*"1^—SfwT] è relatiramente compatto

ed essendo toW=wW= Z7, esso soddisfa tutte Ie condizioni richieste..

TEOREMA 1. - Ogni famiglia differenziabile di deformazioni,
triviale alVinfinito, di una varietà riemanniana o a connessione
lineare compléta ammette una restrizione le cui fibre sono varietà
complete.

. - Siano U, V, Wgli insiemi costruiti nel lemma
2, proviamo che (Mn gt) è compléta per ogni ie U. Sia infatti Y((S,)
una successione di CATJCHY geodetica in Mt.

Se l'insieme WfldJ I iMt) ! ) è. infinito, la successione converge

per la compattezza di W. Póssiamo dunque supporre | Y«(50 \CZMt —

-WdT[(M0- ? ) x | t | J .
Sia l = lim | ŝ  |. È lecito supporre 0 < s{ < l e \ st \ crescente.

Possono darsi due casi:

I. - Esiste un numero ï', 0 < V <: l, tale che yt(s) $ W se r < s < L

II. - Esiste una successione \lh\—-l, 0<cZA<Z con yt(ht)€ W.

Nel caso II deve esistere p = lim | yt(lh) \ 6 W. La successione
ottenuta alternando Ie yt(Si) e Ie yt(lh) è di CATJCHT ed ha limite
p corne pure la sua sottosuccessione y*(st)-

Nel caso I i punti y((st) sono definitiramente in Mt — W. Sia
allora y«(si) = ^[To(st)) 1*1]» l a successione j Yf(s() | è geodetica anche
in Mj f| ĉ wT perché i suoi elementi sono definitivamente apparte-
nenti alla restrizione di yt all' intervallo V ̂  s < l la cui immagine
è in Mt fl cïmT (se invece fosse semplicemente di CATTCHY in Mt

non sarebbe a priori tale in Mt [\ 3wT). La successione | Yo(s») ! CZ
d M 0 — V è dunque di CATJCHY e geodetica in MQ — Ko e in üf0. Si
ha To(Q - lim Yo(8j eM,-VŒM0-K0.

Per la continuité di Tt in Mo — ÜTO esiste dunque lim Y«(S,-) ed
esso coincide con T[YO(Z)X | t )].
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LEMMA 3. - Sia g(x, t) una funzione C^ positiva, definita stil piano

^W delle variabili x e t. Posto Mt — pr2 t, Ie coppie (MtJ gix^t))

costituiscono una deformazione °li9^t R délia varietà riemanniana

{Mo, g[x, 0)). .
X

D I M O S T R A Z I O N E . - Si ponga F(x, t)= I g(l, t)d\, §(x. t) =(F(x} t), t),

= [F{x, 0), Ĵ; si sono cosï ottenute due applicazioni ^ ;c)^—^
e cF0 : MoX R-—^/?? entrambe differenziabili. Tenuto conto

Fx(x, t) = g(x, i), Ie matrici jaoobiane di queste due applicazioni

sono nspettivamente I n 1 j e \ o lJ ' P e r t a n t o

-entrambe non degeneri.

Si fissi ora (as, f ) eV 3 è possibile trovare gli intorni: W di
\x, t) in °l$ e N di $(x, 1) in R X R} un punto (x0, 1) di Mo x l ,

un suo intorno U in modo che gv ; W—»• N e êF0 ; U—+N siano
omeomorfismi differenziabili (i.e. Cœ] assieme ai lori inversi.

Posto cp = i^jN) o (§/W) : W — ü, deve aversi prt o cp = pr%,

perche questa condizione è già soddisfatta da Wo (quindi da gF0 jN)
e da ^

Pertanto la cp puö scriversi in termini di coordinate ^(^, t) =
= (ƒ(*, «), f) e si ha .̂[/-(a;, f), *] = W(x, t).

Si noti ora che, indicata con dt la funzione distanza in Mt, e
posto per semplicità dt[(x, t), (y, t)\ = dt(x. y), si ha

d^aj, y) = | ̂ (as, <) - F(y, t) j.

Provianio ora che cp è una carta di deformazione per CW. Siano
infatti (x, t), (y, t) e W.

> *), *]| =

, f) | = | F(x, t) - F(y, t) | = d,(ar, y).

CONTRESEMPIO. - Sia a(x) una funzione differenziabile su /J
«oddisfacente Ie condizioni p{x)=0 per |as |^l /2, a(oj)=l per | ac|>l?

Consideriamo la faraiglia differenziabile di dëformazioni indi-
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viduata sul piano dalla funzione C**

1 - !*(*), p(0, t) = 1.

Usando le notazioni del lemma précédente notiamo che, indicati
con at e bt il massimo e il minimo di g(x, t) per — 1 < x < 1, è
0 < 6 ( < a / e si ha 6 f < dt{0, 1) = dt(— 1, 0» < at.

Xia varietà Jf0 è compléta perché le lunghezze dei suoi raggi
massimali uscenti da 0 sono date da

-r = oo.

Le Tarietà Mf (t^=0) non sono complete perche la lunghezza
dei loro due raggi massimali uscenti da O è data da

oo p

fg(l, t)dl < at + lim / r y ^ = at + r , .
y P-+COJ ! 5 I ~ ^
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