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Un’ osservazione sulle deformazioni di una variethd completa.

Craupio REa (Pisa) (¥)

Sunto. - Si vuol dimostrare che una fumiglia differenziabile di deformasziond,
triviale all’infinito, di una varietd riemanniana o connessione lineare
completa ammette una restrizione formata da varietd tutte complete.

La mnecessita dell’ipotesi di trivialita all’infinito é provata con un
contresempio.

DerFiN1zIONE 1. - Una successione di CAucHY {p,| di una
varietd riemanniana o a connessione lineare M dicesi geodetica, se
i suol punti appartengono definitivamente ad una medesima geo-
detica y di M (cioe se si ha p,evy, per ogni k pit grande di un
certo k,), se poi si pud scrivere p, = Exps,;X, ove X & un vettore
tangente a y, e | s;} & una successione numerica convergente, allora
si dice che {p;} & di CavcHY. Nel caso Riemanniano cid equivale
alla usuale condizione di CavucHY.

Una successione di CavuceEY geodetica in M & tale in ogni
sottovarieta M’ di M che contenga v, non altrettanto pud dirsi per
una qualunque successione di CAucHY.

Lemma 1. - Se tutte le successioni di Cauchy geodetiche della
varietd riemanniana o o connessione lineare M sono convergenti, M
& completa.

DimosTRAZIONE. - Nell’ipotesi assunta ogni geodetica di M e
completa e pertanto indefinitivamente prolungabile, dunque M &
essa stessa completa. '

DEFINIZIONE 2. - Un fibrato differenziabile )/~ B dicesi essere
una famiglia differenziabile di deformazioni della varieta riemannia-
na (M, g) se sono dati

«) Una metrica riemmaniana g, sulle fibre M, = »—(f), per
ogni te B. '

8) Un punto 0e B, con (M,. g,) = (M, g).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo di ricerca N, 35 del Comi-
tato per la Matematica del C.N.R.
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y) Per ogni punto e un intorno W e un diffeormismo
o: W— M, ><B, in modo che sia pr,oo = e che, per ogni te v W,
¢/ W[ M, sia una isometria di W{[)M, su una sottovarietd aperta
della copia M,>< {¢}{ di M,. La coppia (W, ¢) dicesi essere una
«carta» per la deformazione <} — B.

Sia U un intorno aperto di 0 in B, la restrizione WU =
= w Y U)— U di W a U & ancora una famiglia differenziabile di
deformazioni di (M, g), e dicesi restrizione (ad U) della deformazione
W =~ B.

Una famiglia differenziabile di deformazioni della varieta
riemanniana (M, g) dicesi triviale all’infinito, se si pud trovare un
compatto K, M, ed una applicazione continua

T:[(M, — K) < BJU [(M, — K;) < } 0{] — W

in modo che la sua restrizione T a (M,— K,)>< B sia un diffeo-
morfismo soddisfacente le condizioni

3) wo T = pr,.

¢) La sua vrestrizione T, a (M, — K,)>< {¢}{ & un’isometria su
una sottovarietd aperta di M,, che, per ¢ =0, si riduce all’identitd
su M,.

¢) La restrizione di v a )—3ImT & propria.

Le definizioni di deformazione e di trivialita all’infinito si
ripetono mnel caso delle connessioni con la sola sostituzione di
«isomorfismo di connessioni» in luogo di «isometria».

LeMMA 2. - Sia W triviale all’ infinito. E possibile trovare un
intorno aperto U di 0 in B, un aperto VCC M,, VDO K,, e un
insieme W= =W contenente w1 — ImT, in modo che sia T[(17~
—K)<xUlcWeoW=UT. ~

DiMosTRAZIONE. — Indichiamo con 2K, la frontiera di K, in
M,. Fissiamo per ogni ke dK, un intorno W, C QY e un
intorno V, <X B, di k> {0} in M,>< B, in modo che sia V,cCCM,,

~ = = ) .
BB e T{[(Vi—K)<XBJU[(Vx—K)x{0}]t< W,, in
particolare T[(V, — K,) < B,]C W,.

{ Vi lxepk, © un ricoprimento aperto di 2K, in M, e | W, l,epx,
& un ricoprimento aperto di 4K, in ‘. Si pud scegliere un numero
finito di punti %,, .... k, in 9K, in modo che sia

Vie U U Vi, DoK,, Wi, . U Wi, D0K,.
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Poniamo

U=Be)-NBk, V' =ViU-U7Vs,

W =(Wi{J..U Wk,)No='U. 8i ha T[(V' — K))x U]l W' da.
cui oW DTV — K> U] =pr(V' — K,) < U] = U, siccome &
anche o W'z U, deve aversi o« W’'= U. D’ altra parte V' & un aperto
relativamente compatto di M, e V' 5K, pertanto V= V’'[J K, &
un aperto relativamente compatto in M, ed essendo V— K,=V'—K,,
si ha T[(V—K,) < UlcC W".

L’insieme W= W' |J[o—'U—3mT] & relativamente compatto
ed essendo @ W= W’'="U, esso soddisfa tutte le condizioni richieste.

TeorEMA 1. - Ogmnié famiglia differenziabile di deformazions,
triviale all’ infinito, di una varieta riemanniana o a connessione
lineare completa ammette una restrizione le cui fibre sono varietd:
complete.

DiMosTRAZIONE. ~ Siano U, V, W gli insiemi costruiti nel lemma
2, proviamo che (M,, g,) ¢ completa per ogni 1e U. Sia infatti v,(s,)
una successione di CAUCHY geodetica in M, .

Se Pinsieme W[ (|J!vds:)!) & infinito, la successione converge
]

per la compattezza di W. Possiamo dunque supporre |vy,(s;)} M, —
— W T[(M,— V)< |ti]
Sia I =1lim{s;|. B lecito supporre 0<<s; <l e |s;} crescente.
Possono darsi due casi:

I. - Esiste un numero ', 0<<1' < I, tale che y,(s)¢ W se I'<cs < [.
II. - Esiste una successione [l,{—1, 0<<1, <l con y(l,)e W.

Nel caso IT deve esistere p = lim |y(l,)}e W. La successione
ottenuta alternando le v,(s;) e le y,(l,) & di CavcHY ed ha limite
p come pure la sua sottosuccessione y,(s;).

Nel caso I i punti y(s;) sono definitivamente in M, — W. Sia
allora v,(s;) = T[y,(s:), tt1]; 1a successione {vy,(s;)} & geodetica anche
in M, dmT perchd i suoi elementi sono definitivamente apparte-
nenti alla restrizione di vy, all’intervallo I'<< s <! la cui immagine
¢ in M,()ImT (se invece fosse semplicemente di CavucHY in M,
non sarebbe a priori tale in M, [} ImT). La successione | v,(s) |
M,—V & dunque di CAUCHY e geodetica in M, — K, e in M,. Si
ha Yo(l) = lim Yo(si) € Mo —Vc Mo - Ko .

Per la continuitd di T, in M, — K, esiste dunque lim y,(s,) ed
esso coincide con T[y,()>< {#]].
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LemyMa 3. - Sia g(x, t) una funzione C® positiva, definita sul piano
W delle variabili « e t. Posto M, =prs; t, le coppie (M,, glx, 1))

<costituiscono una deformazione WELR della varieta riemanniana
(M, glz, 0)).

DI1MOSTRAZIONE. - Si ponga F(x, t)= [ g, t)dz, Sz, t) =(F(=x, 1), t),
1]

&y(x. t) = (Fiz, 0), ¢); si sono cosi ottenute due applicazioni §:W—
—R <R e §,: M;>< R— R, entrambe differenziabili. Tenuto conto
che F,(x, t)= glx, t), le matrici jacobiane di queste due applicazioni

glx, t)  Fizx, t)) o (g(a:. 0) 0,

sono rispettivamente ( 0 1 0 1), pertanto

entrambe non degeneri.

Si fissi ora (x, {)e W, & possibile trovare gli intorni: W di
(@, t) in Y e N di §(x, ) in R>< R, un punto (x,, ) di M, < ¢,
un suo intorno U in modo che §: W— N e &, U~ N siano
omeomorfismi differenziabili (i.e. C®) assieme ai lori inversi.

Posto ¢ =(F, IN)o(§/W): W— U, deve aversi pr, o9 = pr,,

perche questa condizione & gia soddisfatta da &, (quindi da &, |N)
e da 3.

Pertanto la ¢ pud scriversi in termini di coordinate "u(x, {) =
= (f(=, 1), ?) e si ha §[f(=, 1), t] = &=, 1).

Si noti ora che, indicata con d, la funzione distanza in M, e
posto per semplicita d,[(x, £), (y, £)] = d.{x. y), si ha

dx, y)=|Flz, b - F(y, t)L
Proviamo ora che ¢ & una carta di deformazione per /. Siano

infatti (x, ¥), (y, t)e W.

do(o(z, ), oly, 8)) = | F[f(=, t), 0] — F[fly, t), 0]| =
= [pr&flx, t). {] —pr.3[f(y, 1), t]| =
= |pr8w, t) —pr.8y, §)| = | Fx, t) — F(y, t) | = difx, y)
CONTRESEMPIO. — Sia w(x) una funziohe differenziabile su R
soddisfacente le condizioni p(x)=0 per |x|<<1/2, w(x)=1 per |x|=>1,

dy.
€ ﬂx_l =>0.

Consideriamo la famiglia differenziabile di deformazioni indi-
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viduata sul piano dalla funzione C>

{
g, )= on+ L=l g0, h=1.

Usando le notazioni del lemma precedente notiamo che, indicati
con a, e b, il massimo e il minimo di g(x, f) per —1<<a <1, &
"0 <b <a, esi ha b, <df, 1)=d(— 1, 0)<a,.

Lia varieta M, & completa perché le lunghezze dei suoi raggi
massimali uscenti da 0 sono date da

oo pd"
fg(i, 0)dz > b, + lim + = oo.
)

3
P—0/

Lie varieta M, (f34=0) non sono complete perché la lunghezza
dei loro due raggi massimali uscenti da 0 & data da

» . S 1
Jati, 05 <+ tim [T =+ 7.
0 1
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