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Problemi di convergenza ne]l’interpb]azione di tipo misto
Lagrange-Hermite

FerrvUccio FoNTANELLA (Firenze) (%)

Sunto. - We ' consider the interpolating polynomial S, ,—, satisfing
S2n+p—i(wk) = f(xy) S'gntp—1(2z) =0 L k= 1, 2, ey
) S?u-i‘p——i(gi) =c i—1,2,.,p
where x; are the zeros of the n-th Tchebycheff polynomial of the first
kind and the &; are p adjoined abscissas, indipcndendt of n and dif-
rent from the zeros of the above mentioned polynomial.
We have demonstrated a convergence theorem true for functions of
the type
fl@)=c4|o—& " |a—E[*. . |o—E|* o)

where a; >0 j=1, 2,..., p

n
2 >2—2

j=1

and o{x) continue function.

1. Assegnati nell’intervallo [— 1, 1}, % punti distinti «,, =,,
..., &, e, corrispondentemente, # valori y,, ¥,, ..., %, € noto che il
polinomio di interpolazione di LAGRANGE & 1’unico polinomio di
grado < m-—1 che negli » punti assegnati assume i valori y,, ¥,,
w5 Y, mentre il polinomio di interpolazione di HErMiTE & I’ unico
polinomio di grado < 2w — 1 che nei punti x,, x,,..., , assume
i valori y,, ¥,,..., ¥, ed inoltre, negli stessi punti, assume derivata
prima assegnata. ‘

In un mio recente lavoro [1], riprendendo una nota di L. MERLI
[2], ho considerato il polinomio di interpolazione

M Sw@)=3 v, Tl = W, + of@)onle)e — @1

con ®» — 2m, m intero, e con

. i _ o (n) __ o)
W®) = (@ — &))@ — ) ... (0 — 2,) L o’ (X)X — ;)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 6 del Comitato
Nazionale per la Matematica del C. N. R. per I'anno 1966-67.
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che negli » punti x,, «,,..., *» assume, rispettivamente, i valori
Y15 Yay s Yn, con derivata prima nulla in tali punti e che, inoltre,
si annulla per x == 0, senza alcuna condizione sulla derivata prima
in tale punto, ed ho dimostrato il teorema:

Data una funzione ¢(x), continua nell’intervallo [— 1, 1], posto
fle)=c + | 2|z 9(x) (*) con «=> 0, assegnati nei punti fondamentali
Xy, Ty, Xn, zeri del polinomio di TcHEBYCHEFF di 1* specie, i
valori flz,), fi®,), ..., flan), si ‘consideri il polinomio S,u(x) che nel
punto x, assume il valore f(xk) e con Sumlx)=0 per k=1, 2,..., n
e tale che sia S,4(0) =0 (%), senza alcuna ipotesi sul valore 82”(0),
allora si ha, uniformemente in [— 1, 1],

lim  Seu(x) = flx).

N=—C0

Scopo di questa nota & un’estensione di tale risultato. Dato il
polinomio, di grado <2n + p—1,

(& — &)@ —5,) ... (@ E,a)
Xy — 3 )(xk sz) ( )

(3) Szn—}—p—l(x) = 2‘ y/‘( [l(”)(x)] Mk (),

con

Mk, p(x):1_[(";:(xk)/m"n(xk)""(xk_g!)—]+(mk_ L)y e — En)‘*‘](”"_ ay
e con wy(x) ed 1% date dalle (2), sarh infatti dimostrato il teorema:

Data una funzione ¢(x), continua nell’intervallo [— 1, 1], posto
f@)=c+lz—5 "z —L[*.. |2 —E | o) (),

con —1<¥t,%,.., % <1, dove £, &,.., &£, non sono zeri del
polinomio di TcHEBYCHEFF di 1* specie, ;> 0, i=1, 2,..., p, e
con «, + %, + ... + «, > 2p-— 2, assegnati nei punti fondamentali
L,y Xyy.ny &n, zeri del polinomio di TcHEBYCHERF di 1% specie, i
valori f{x,), fla,), ..., fl%x), si consideri il polinomio Sanip—ifx) che
nel punto x, assume il valore f(x,), con S'anip—lx,)= 0 per k=1,
2,.... n, e tale che Sgnpp—lf)=0 i=1, 2,..., p, senza alcuna ipotesi

() La costante ¢ pud essere assunta, per semplicitd, uguale a zero senza.
perdcre in generaliti.

(?) Si noti che nelle ipotesi fatte (1 =2m), £ =0 non & zero del poli-
nomio di TCHEBYCHEFF di 1* specie.'

(3) Si veda la nota ().
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sul valore 8'su4p—i(8), ¢=1,2,.., p, allora si ha, ed uniformemente
in [—1, 1],
lim Sgn.’-p_—‘{x) :f(x) (4’.

n—--00

2. 11 teorema enunciato sard dimostrato, per semplicith di cal-
‘colo, nel caso particolare p = 2, ma la dimostrazione per p qua-
lunque & perfettamente analoga. Il polinomio S,,4.(x) sard indicato
da ora in avanti semplicemente con S(x).

Nelle ipotesi fatte si ha

p=2 wp(x) = cos nb x=1cosH
x, = cos 0, = cos (2k — 1)n/2n E=1,2,..,n
HESN L, k=1 2., n; i=1, 2,

ed il polinomio (3) assnme la forma:

(cos § — E)(cos 6 —&,) cos®nbsen?h,
cos 0, — % )(cos 6, —&;) (cos 6 — cos 0,)*

Sy = 2 y;.-( [1=PO,, 5, Ey)]n?
k=1

con P(8,, &, %) =/[cos b, -sen—26, 4 (cos 6, —& )~ - (cos 6, —E,jn—"].
{cos 6 — cos 0,), ovvero, posto
N6, &, &)= (cos 8, —& )(cos 8, —E)1 — cosb,cosd)—

— sen® 0,cos 6 — cos 6,)(2 cos 6, — &, —£E,)

{4) S{x) = 'n—’kZ? Y cos® nb(cos 6 — ,}(cos 6 — &) -
=1

+ [(cos 8 — cos 8,)(cos b, — &,)(cos B, — £,)]=2 - N(B,, %,, &)

) Y=o, — 5 [ |2, — & |* olxy) =
=|cos 8, — & [*|cos 8, — &, |* y(cos b;) = flx;),
o, >0, o, >0 k=1, 2,.., n
Si consideri, ora, il polinomio interpolante di HERMITE che

nei punti x,, x,,.., £, assume rispettivamente i valori f(a,), f(x,),
<y f(@n) e la cui derivata & nulla negli stessi punti. Tale polinomio

(*) Per altre ricerche sull’interpolazione di tipo misto di LiAGRANGE-
- HERMITE connesse alla presente nota si vedano anche i lavori di P. Szasz

{3], [4)-
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ha grado <<2n— 1 e, nel caso considerato, ha la forma
n
{6) H(xy=mn"?* I y, cos* nb(1 — cos 6 cos 8,){cos 6 — cos 0,)~*
k=1

con le y, date dalle (5).
E noto (%) che, essendo f(x)=|x —&, |=|ax — &, | ¢(x) continua
in [— 1, 1}, vale

{7 lim Hx)=|xz—§ |m|x—E&, | 9x)

Nn—-=00

Dalla (4) e dalla (6) si ha

n
S(ee) — H{x)=n=" Z y, cos*nd(cos b, —£)=*(cos b, —&,)=*- O(8, 0, &, £,)
k=1
‘con
e(o, 0,, £, E) = cos®,(cos 6 cos 6, — 1) — 2 cos 6 cos 6, +
+ (¢, + %:)(cos 6 4 2 cos 8,) —&,E,(cos 6 cos B, + 2 cos?0, — 1) —
— (&, &) 4 &5 + &) cos 6,
1 O(8, 9, & Ez” <L

con L costante universale.
Quindi

|Ste) — Hiw)| < L= 3 y(o0s 6, — §)~*(cos 8, — ),
ovvero

8)  |S@)— H(@)| < Cn— ¥ |cos b, — &, [#— |cos 8, — £, joe—?
k=1

con C costante universale. Se

=2  x=2
lecos 0, —§ |m—2 << M

|00 6, — & =2 < N

con M ed N costanti universali e dalla, (8) si ha

9) | S(x) — H(x)| << CMN/m.

() Teorema di FEJER. Si veda, ad es., G. SANSONE [5].
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Se
o, =2 oy < 2

|cos 8, — £, | << M con M costante universale edalla () si ha
" .

(10) | S(x) — H(x)| < (CM[n*) T |cos 8, — &, |2
k=1

ed @ stato dimostrato in [1] che per «, > 0 tale differenza, al cre-
scere di n, finisce col restare minore 'di un numero e positivo
prefissato.

Analogamente si tratta il caso

x, < 2, o, = 2.

Se
«, < 2, o, < 2
posto
Enk= cos ¢y, £, = cos ¢, 0<d,, dy <,
si ha '
| cos 0, — cos 4, | =2 sen (6, + ,)/2) sen ({6, — $,)/2) |
con '
0 + dy T _h—d =
I<ST9 <7 —a<Tg <3
per cui

|sem (6, + $)/2)| > g,

Analogamente per ¢, si ottiene

{sen ((8, 4+ 1,)/2)| > q,

con ¢, e ¢, costanti, e dalla (8) si ha
| S(ew) - Hx)| < én_ekil sen (6, — ,)/2) |12 {sen (9, — ,)/2) [#—2

con C costante universale. Posto Y, =387, P,=28m con 03,
3, <1, si ha '

| S(ar) — H(x)| < Gn~2k§ [ m(2k — 1 — 203, )/ 2= <

- |sen (2k — 1 — 2n8,)r/dn) [u—2| dn/x |2~ | 2k — 1| — 23, |2
« | 2k — 1 — 2nd,)n/dn [2—o2 | sen ((2k — 2nd,)r[4n) [2—2 .
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n—2ni—(a+o2) §: |2k — 1 — n8, |a—2

=1

(11\' |S(x H(x ‘ < C”'nZ—(ar*-le) E J‘ll+a2—l
=1
con (' e C’ costanti universali.

Se o, +a,3=3

n . .
b jﬁ["}'dg'—é < | xatre—t — (Inm-}-z?—s — ])/(3 —a, — o)
k=1

e dalla (11) si ha
(12) | S(x) — Hw)| < Crr—m—ss(uortors — 1)/(8 — , — o)
con C costante universale, e tale differenza a zero al crescere di

n se x, + o, > 2.
Se «, -} «; =3 si ha dalla (11),

(13) | Sle) — H(z)| < Cfn 5 = = (C"m)0(log n)

con C” costante universale.
Dalle (9), (10), (12), (13) si ha quindi

lim S(w)= lim Hig)=|z —& = |z —§ [ o)

Nn—00 N—20

con «, + a, > 2, come volevasi dimostrare.
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