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Sull'approssimazione di funzioni piii volte deriyabili
con successioni di operatori lineari, positivi

CARLO FRANCHETTI (Firenze) (*)

Summary. - The necessary and sufficient conditions are established so that
a formula of the type

lïm P /vl | C (f\ flvW Aivï-f (p)iv^
«->oo

holds uniformly in the interval [a, ft]; where Zn{f) is a linear positive?
operator, CM(x) and An(%) are functions defined m the same interval
and Cn(y.) is non négative.

The function f(v.) is assumed belonging to the class O[a, b\.

Sia | £«(ƒ) i una successione di operatori lineari che trasformano-
C[a, b] in sè; siano inoltre positivi; cioè tali che da

segua

Conveniamo che £n operi sulle funzioni della variabile t, trae-
formandole in funzioni della variabile x, come si ha nel seguente
esempio i

y.

sia Z(f)=Jf(t)dt per f = f(t),
a

se f = /(x) è inveiîe

£(/) = J t(x)dt = f(x)jldt = f (*)£(1).
a a

Noi ci proponiamo di studiare il comportamento della differenza
[&n(î) — /(x)] quando n—»oo; per funzioni /(x)e Cp[a, 6],con p=U 2, ....

TEOR^MA. - Condizione necessaria e sufficiente affinchè per ogni

(*) JJavoro eseguito nell'ambito del gruppo di ricerca per le scienze-
matematiche n. 6 del C. IST. R.
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funmone /(*)e O[a, b] sussista uniformemente in fa, b] una formula
del tipo:

(1) Hm Cn(x)[£n(f) - ƒ«] - A(x)f<p>(x)

dove Gu(x) e A(y.) sono funzioni deflnite in \at b] e C„(*) > 0 ; è che
taie formula sta valida per Ie particolari funzioni

f(t) = th con k =
0, 1, 2, ..., p + 2 SP! p è pari

0, 1, 2, ..., p -\- 1 se p è dispari

ossia che si abbia

(2) l im Cn[S,n(t") — xk] = A(*)k(k — 1) — (fc — ̂  + 1)**-*
w-»oo

( 0, 1, ..., p -\- 2 se p è pari
k =

0, 1, ..., p + 1 se j? è dispari.

DIMOSTRAZIONE. - Che la condizione sia necessaria è orvio.
Per provare che la condizione è sufficiente, cominciamo col dimos-
trare che se vale la (2) si ha uniformemente in [a, 6] :

(B) l im C„(x)JC„[(t - x)'l =

0 se 0 < s < p

A(x)p ! se s = p

0 se p + 2 ;>s

Si ha infatti :

UU - *Y] = J o (J) i-n(̂ ) ( -

i = 0

£ (f) ( - *)•-': - x*] + ( - x)« £ ( -

e poichè la seconda somma è identicamente nulla si ha:

- *y) = £ (^)(-x)—

passando al limite per n — oo, tenuto conto della (2), si ha per
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lim Cn(x)S,n[{t - x)'] = A(x) i ( j \ ( _ v.y-H(i - 1)... (i -p +

= a?-'A(*) 2 ( - 1)'-- (*) W - 1)... (i-p+ 1).

Quest'ultima somma se 0 < s < p è identicamente nulla; se
s =p è uguale appunto a il(x)p !, se p < s < p + 2 si ha

lim Cn(*)S,,[(* - x)'] = x-MOO i ( - D - ' f e j i ^ , • r7
M-»OO %=p \ s — V - t . (i

S~P si
= (ponendo i — p = fc) £cs-"^(x) S (— l )»-** (s — p — h) ! k !

= ( - *Y~pA(x)8 l h$ ( _ 1)h

e quindi anche questa somma è identicamente nulla. La (3) è quindi
completamente provata.

Poichè /(x) e O[a, b] si ha :

t(t) = t(y-) + (i — x)/'(x) + ... + (t — x)"-1 +

con

(4) | *)(*) | < M; lim *i(fc) = 0,

Applicando 1' operatore Zn si ha :

p—i

Per la (3) e poichè la funzione x = 1 ha tutte le derivate iden-
ticamente nulle si ha

lim Cn(x)[£n(/) - /(x)] = 4(x)/w(x) + lim Cn(x)£n[^-x)(*-x)p],

Perché il teorema sia provato resta da dimostrare che il secondo
limite esiste ed è identicamente nullo.
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A motivo dellâ (4), fissato ff>0, possiamo determinare un S;>0
tale che 11 — x | < 8 => | v\(t — x) | < <>.

Per valutare £„[?](£ — x) (t — x)*] distinguiamo a seconda che
sia I* — x | < S ; | t — x | ^ 8 .

Se p è pari ; p = 21, si ha:

[
[

I <t - x) I

f
Se p è dispari ; j) = 2Z -f- 1, si ha :

- x ) ! ( * - * ) « - * )« ]<<

\t—v.

Si avrà qumdi

+ I GB(x) S,„ [(t- x

- x)M( - x)]

se p è pari

M
'8C„(x)£„[(< - x)^-1] + y C„

Quindi, tenuto corïtö che è
virtù delle (3) segue

lö - x)"+1] se p è dispari.

l. a arbitrariamente piccolo ; in

lim
K-> OO

- x) (t - x)"] = 0 c.v.d.
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Alcune cdriseguenze.

üicordiamo il teorema di KOROVKIN:

Condizione necessaria e sufficiente affinchè per una successione
j £„(ƒ) ! di operatori lineari e positivi in G[a, h] si abbia unifor-
memente in [a, b]

lim £„(/) = /(x) per ogni ƒ e C{a, b]

è che taie relazióne sussista per le tre funzioni 1, t, t1; cioè che

lim £„(th) = xk per k = 0, 1, 2.

Discutiamo ora la nostra formula e cioè

n->oo

I. - Sia lim Cn(x) = + oo.

Allora per il teorema su menzionato si ha £„(ƒ) -+ / per n —* oo.
In particolare prendendo C„(x) = n si possono dimostrare le

note formule asintotiche del tipo

lim n[£M(0 — /(x)] = i(x)/"(x)

valide per una vasta classe di operatori positivi, (polinomi di
BERNSTEIN e altri).

Si noti inoltre che se avviene che Zu($) = tj*(x) per ogni {>olinomio
4>(x) di grado non superiore a s — 1, sarà p = s, dovendo essere il
2° membro délia (1) per tali funzioni identicamente nullo.

Sia lim Cf((x) = C(x), con C(x) > 0.
«-»00

Allora la successione j £„(ƒ) | converge, ma non a /(x), bensï a

/(*) + 77T\/(p'(*); in particolare se i(x) = ,C(x)= 1 si avrà

lim JU/) = /(x) + /^(x).

Se .A(x) =: 0 e jp = 1, si ottiene il teorema di KOROVKIK, perö
sotto la condizione più restrittiva che /(x) e CJ[a, b].

Sia lim CH(x) = 0; A(y.) ^ 0.

Allora la successione j £„(/) | diverge; e la (1) sarà atta a studiare
taie divergenza.



SULL'APPROSSIMAZIONE Dl FUNZIONI PIÙ VOLTE DERIVABILI, ECC. 323

BIBLIOGEAFIA

{!] Gr. C. LORENTZ, Bernstein polynomïals, Math. Ëxp. IN". 8, Toronto (1953).
|2] P.P. KOROVKIN, Linears operators and approximation theory, Hind.

publ. corp., Delhi (I960).
f3] R.G. MAMEDOV, Vahitazione asintotica delVapprossimasione di fuvzioni

piü volte differensiabili mediante operatori lineari positivi (In russo),
Dokl. Akad. Kank. SSSR. 146 (1962), pagg. 1013-1016, (Math. rev.
25 4= 4293).

Pervenuta alla Segreteria deiZ'U.M.Ï.
41 12 aprüe 1967


