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Sull’ approssimazione di funzioni con derivata prima
continua mediante una classe di operatori lineari
positivi del tipo di Bernstein (¥)

CarLo FraNCHETTI (Firenze)

Summary. - We have considered Voronovskaja’s asymptotic formula for
a class of linear positive operators wider than Bernstein’s polynomials
and we have demonstrated that mean convergence is true also for
functions belonging to the class C!.

Se si indica con B,(f) I’n-mo polinomio di BERNSTEIN

= P " k\(n wk n—=k
B =Bilt, 0 =2 f(3)(5) 1=
& noto che si ha:
B, 00=10);  B,(f, 1) =11
Inoltre per ogni fe C[0, 1] si ha uniformemente in [0, 1]
lim | B,(f) — fx)| = 0
N—> 00
e per ogni fe C*0, 1] si ha pure uniformemente in [0, 1]

(1) lim | BY(f) — F8() | = 0

E altresi noto che per ogni fe C'[0, 1] si ha uniformemente in
[0, 1] ‘

Xl —2)

@) Jim "[B,.(f — )] = 17043

questa & la formula asintotica della VoroNovsEAJA [1]

Se ora supponiamo fe C'[0, 1] e f¢ C*[0, l], pud. sussistere una
formula del tipo

3) 'I‘i_)g”"[B"(f b — )] = A(x)f (%)

(*) Lavoro esegnito nell’ambito del gruppo VI di Ricerca del Comitato
Nazionale per le Scienze Matematiche del C.N.R.
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con 0 <«; a3=1 e A(x) funzione continua in [0, 1] non identicamente
nulla ?

B subito visto che cid & impossibile. Presa infatti una funzione
f e C0, 1], e quindi anche fe C'[0, 1], tale che non sia f(x)=0; per
tale funzione dovrebbero valere contemporaneamente le (2) e (3),
- mentre cid & assurdo.

Per avere un’idea del comportamento asintotico della differenza
[B.(f) — f(x)] per funzioni fe C'[0, 1] si pud ragionmare cosi:
dalla (2) po1ché la convergenza & uniforme integrando tra 0 e x
si ottiene

b

lim 1 [Bn 1 — 169l = 5 | x(1 — @)f"()d

Nn— 00

e con facili calcoli

) tim [ (B — el =
#(1 — —3 *
= Lg_x) 1) — a x)f( )—3 f(O)- j f(x)dx.

Poiche la (4) & conseguenza della (2) essa & valida per funzioni
€ C*[0, 1]. Tuttavia a secondo membro della (4) compare solo la
derivata prima della f(x).

Noi ci proponiamo appunto di dimostrare che la formula (4)
sussiste anche per funzioni e C'[0, 1]. Daremo anzi la dimostrazione
per una classe di operatori lineari positivi pii generale.

- Considereremo cioé gli oppratou (di Basgagov) [2] definiti dalla
relazione

(k)

°0 Dy (%)
e =2t 0 =3 13) T (=
dove la successione di funzioni | ¢,(x)| soddisfa alle condizioni

i) ¢,(x) & analitica per |x|<<a, a >0

i) (— 1)'gn () =0

iii) ¢ (x) = — %om (x),-con lim Ma _ ¢

n —=>00 n
iV) (Pn(o) =1

Si dimostra [2] che per ogni funzione f(x) e C[0, a] si ha uniforme-
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mente in [0, a]
llml Qn(f - ﬂy) =

n—=>00

A motivo della iii) e della iv) potremo scrivere
on(0) = — 25 ¢(0) = nm,;; ¢A0) = — mm,, pm,,; ¢P(0) = nm,, P, Gp,,,
con (scrivendo per brevitd m, p, ¢ in luogo di m,, pu,_, qpmn)
p

lim — = lim* = lim
n—->00 n-—mom 7 —>00

9_1.

Si noti infine che si ha £,(f, 0) = f(0); e che, anche ora, si pud
dimostrare che per ogni funzione fe C*0, a] si ha uniformemente
in [0, a}

(5) Hm | 26(f) — ) | =

Se alle prime quattro ipotesi sulla successione {o¢,(x)} aggiun-
giamo la »
v) im (m — %) = lim (p — m) = hm (@g—p)= C,

n—0 n->20

si pud dimostrare [3] che per ogni funzione fe C0, a] si ha ivi
uniformemente

© Him 2, (1) — ) = il

5|1+ qu/],

formula che generalizza la (2).
Particolarizzando la successione | o,(x)} si possono ottenere
diversi operatori. Diamo ora tre esempi, per i quali vale anche la v).

I - Be ¢,(x) = (1 —x)"; C, = —1; (Polinomi di BERNSTEIN)

e =Bun =3 13) (1) At —ar—>

k=0

IL - Se g,(x) = e="*; (o =0

(x)*

2= 10) 5

IIT. - Se 0,(x) = (1 4+ x)="; Co =1

® (k 1)... kE— .
£all) =k20f (;%> me +1) k(fb + 1) M1+ )~
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Senza particolarizzare ¢,(x), supponiamo ora che valga anche
la v). Vogliamo dimostrare il seguente:

TEOREMA. — Per ogni funzione f(x) e CY[0, a], si ha uniformemente
in [0, a):

tim n [ 2,0 — feadx =

7n->00

x(1 4 Cyx) Foy— L 20)
B) ' 2

<

fl) — 310) + C, [ flaan.

Questa formula si ottiene dalla (6) integrando fra 0 e x.

Per C, = —1; £,(f) = B,(f) si ha appunto la (4).

Prima di provare il teorema occorre fare le seguenti conside-
razioni. :

Si noti che per dimostrare la convergenza degli eperatori £,
bastano le ipotesi i, ii, iii, iv. Per provare invece la (6) & indi-
spensabile la v, [3]. :

Per la dimostrazione che ci proponiamo di fare & necessario
aggiungere altre ipotesi. Tuttavia, senza cercare le ipotesi pin
generali che richiederebbero laboriose dimostrazioni, facciamo le
seguenti che negli esempi I, IT, IIT sono verificate:

Vi) (m — n) = (p — m) = (q — p) = C.

Premettiamo ora i seguenti lemmi sugli operatori £, verificanti
le i, ..., vi:

nelle ipotesi fatte sussistono le
(7) lim n[L,(tf) — xL,(f)] = »(1 + Cex)f'(x) per ogni fe C'
7 —>00

(8) lim n[L3(¢) — £,(¢)] = }j-_:g(&

n—>20

9”(x) per ogni ¢e C

La (7) si dimostra cosi:

non presenta difficolta verificare che

Calt) + %Lalh)

14+ C
©) g, uf) = AL Lo

e da questa, se fe (', tenuto conto della (5), segue immediatamente
la (7).
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Per la (8) si ha:

oL(e) = %0[ (s (lc + 1)} ¢, E+1)(x) (— ot —
kE—

K k!

{( " ) <P( )J( )(}&( R =

S BB - o) =

Essendo ¢ e C? si avra:

ol
|| 048

k | A
(5= 1)+ 3] e
B percid:

2o} = EOZ (n) (k)(’)(_,)h 2_7’;;%0 ch (”) (:'(")(_ )k —
_ %ES(”) o (CHN

Poiche ¢(h) & limitato:
le(h) | << H si avra:

Si ha allora
1
/Q‘:‘l((?) - S‘Zn(tcp ) - Qn(t“?,l) -
Ma per la (7) &

2, (toy = LT Co®) '; Co) o,

w(©) + 2L.(9)
per cui infine
wl2h(6) — £,06)] = (1 + Coa)2(s) — 52, (t8") —

¢ passando al limite per n — oo

@ lim n[2,(e) — £,(¢)] = 2(1 + Cox)e" () — 5 9”9.
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Poiché la convergenza & uniforme in [0, a], se si divide per z,
81 avrd pure convergenza nel punto =0 per ovvie considerazioni
di continuith. Percid si ha

: ¢ (x)

lim #[(5) — £.¢)] = (1 + Comde” (@) — 5

n

che & appunto la (8). Passiamo ora alla

Dimostrazione del teorema enunciato.

Proviamo che per ogni funzione f e C'[0, @] si ha uniformemente
in {0, a):

Y

(10) tim [ £,() — fe)d =
14 ¢ { + 20, 1 o
— 52D py - CEZED 40— 510+, [ ey de

Sia f(x) € C[0, a] e poniamo

[ (At = o(x); | si ha o(x)e C[0, a]; 9(0) =0; ¢'(x) = }(»).

Allora:

x

fx[sz,m — Hat = f 2@t — 509 = | [ £t 2.00] +

[ [}
Per cui ammessa provvisoriamente 1’ esistenza del limite

%

s 1500~ 1000 o [ 506] 4

= lim n[£,(®) — ()]

Ma per la (6) I’ultimo limite & uguale a

516 [+ Col
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Per la (8)

lim nl2, ) — S400] = — T [1 + 20 = — 12

n—>00

x|

da cui integrando tra 0 e x si ottiene

Y

lm 'n[ [Slu(tp')dt — £,(0) + £,.(9, 0)]= lim 'n[ [‘gn(cp’)dt — £.(0) + ¢(0) | =
0. N—>20 0

‘MNe—>00

+ lim nl / ¢, (e))dt — n(cp)l =— % f FOL 4 20,4dt —
1 H C’ F) 1 - J
=-S5 10— 510 + ¢, [ 1oy

Si ha quindi

tim [ {9, — 1)t =

1 C 1 2 '
o Ol iy 200 Loy 4 g, [ o
C.V.D.
BIBLIOGRAFIA

{1] G. G. LorENTZ, Bernstein Polynomials, <Math. exp. N. 8», University
of Toronto press., (1953), pag. 22.

[2] P.P. KorOVKIN, Linear operators and approximation theory, Delhi-
Hinduastan Publishing Corporation, (1960), pagg. 53-54.

{8) F. ScHURER, Or the approximation of functions of many vmmbles
with linear positive operators, «Indag. Math. Kon. Ned. Akad», Vol,
XXV, (1963), pagg. 313-327,

Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. Y.
4l 12 aprile 1967



