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SulPapprossiniazione di funzioni con derivata prima
continua mediante una classe di operatori lineari

positivi del tipo di Bernstein (*)

CABLO FRANCHETTI (Firenze)

Sammary. - We have considered Voronovskaja's asymptotic formula for
a class of linear positive operators wider than Bernstein's polynomials
and we have demonstrated that mean convergence is true also for
functions belonging to the class (X

Se si indica con Bn(f) l'w-mo polinomio di

è noto che si ha:

Inoltre per ogni ƒ e C[0, 1] si ha uniformemente in [0, 1]

lim\Bn(f)-f[*)'\ = 0

e per ogni f e C*[0, 1] si ha pure uniformemente in [0, 1]

(1) l im| '£if )(/)-/ ( f c )(*)l = 0
n-»oo

È altresï noto che per ogni f e C*[0, 1] si ha uniformemente in
[0, 1]

(2) lim n[Bn(f) - /M] = *{i~X) /"(x) ;

questa è la formula asintotica délia YORONOVSKAJA [1].
Se ora supponiamo feC'[O, 1] e /^C*[0, 1], puö sussistere una

formula del tipo

(3) limw*[BJf) - f(x)] = A(y)f'(y.)
n-»oo

(*) Lavoro esegnito nell'ambito del gruppo VI di Eieerca del Comitato
Kazionale per le Scienze Matematiche del C.K.B.
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con 0 < a ; a ^ l e A[x) funzione continua in [0, 1] non identicamente
nulla ?

È subito visto che ciö è impossibile. Presa infatti una funzione
f e C'[0, 1], e quindi anche ƒ e C][0, 1], taie cUe non sia /'(x) = 0; per
taie funzione dovrebbero valere contemporaneamente le (2) e (3),
mentre ciö è assurdo.

Per avere un'idea del cofnportamento asintotico délia differenza
[Bn(f) — /(x)] per funzioni f e Cl[0, 1] si puö ragionare cosi:

dalla (2) polchè la con vergen za è uniforme integrando tra 0 e x
si ottiene

lim n / [BJt) - /(x)}dx = \ (x(l - x)t"(*)d*

e con facili calcoli

(4) lim n f[BJt) - /(x)]d* =
o

= «!^£L> ƒ'(«) - ^ = ^ > m - 1 /(0) - ƒ rtx)*c.
o

Poichè la (4) è conseguenza délia (2) essa è valida per funzioni
e C*[0, 1]. Tuttavia a secondo membro délia (4) compare solo la
derivata prima délia /(x).

Noi ci proponiamo appunto di dimostrare che la formula (4)
sussiste anche per funzioni é CJ[0, 1]. Daremo anzi la dimostrazione
per una classe di operatori lineari positivi più generale.

Considéreremo cioè gli operatori (di BASKAKOV) [2J définiti dalla
relazione

dove la successione di funzioni J cpM(x) | soddisfa aile condizioni

i) ?7Ï(X) ^ analitica per | x | < a, a > 0

ii) ( - l ) ^ f c ) ( x ) > 0

iii) cp;(x) = — »<pM (x),-con lim — " = 1
w-»oo "•

iv) ?M(0) = 1

Si dimostra [2] che j)er ogni funzione f(x) s C[0, a] si ha uniforme-
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mente in [0, a]
Um12B(fl-M| = 0.

A motiyo della iii) e della iv) potremo scriyere

con (scriyendo per breyità m, p, q in luogo di mn9 Pmn> qpm )

lim — = lim •— "— lim - = 1.

Si noti infine che si ha £„(ƒ, 0) = /(O); e che, anche ora, si puö
dimostrare che per ogni funzione /eOA[0, a] si ha uniformemente
in [0, a]

(5) lim | £(&)(/) — ƒ<*)(*) | = 0.

Se alle prime quafctro ipotesi sulla successione j <pn(x) | aggiun-
giamo la

y) lim (m ~ n) = lim (p — m) =• lim (q —p) = Cq>

si puö dimostrare [3] che per ogni funzione /eC2[0, a] si ha iyi
uniformemente

(6) lim n[2jf) - /(,)] = ^ 11 + C,x],

formula che generalizza la (2).
Particolarizzando la successione ) <pn(x) ! si possono ottenere

diversi operatori. Diamo ora tre esempi, per i quali vale anche la v).

I. - Se cpn(x) = (1 — x)n; C9 = — 1; (Polinomi di BERUSTE IN)

I I . - S e <pTC(x) = e - " " ; C9 =•• 0

III. - Se T„W = (1 + * H ; C, = l
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Senza particolarizzare <p„(x), supponiamo ora che valga anche
la v). Yogliamo dimostrare il seguente:

TEOREMA. - Per ogni funzione /(x) e Ĉ fO, a], si ha uniformemente
in [0, a] :

Km
0

Questa formula si ottiene dalla (6) integrando fra 0 e x.
Per C9 = — 1 ; £n( ƒ) = BJf) si ha appunto la (4).
Prima di provare il teorema occorre fare le seguenti conside-

razioni.
Si noti che per dimostrare la convergenza degli eperatori 2n

bastano le ipotesi i, ii, iii, iv. Per provare invece la (6) è indi-
spensabile la y, [3],

Per la dimostrazione che ci propouiamo di fare è necessario
aggiungere altre ipotesi. Tuttavia, senza cercare le ipotesi piu
generali che richiederebbero laboriose dimostrazioni, facciamo le
seguenti che negli esempi I, II, I II sono verificate:

vi) (m — n) = (p — m) = (q — p) = C9.

Premettiamo ora i seguenti lemmi sugli operatori £M verificanti
le î  .., v i :

nelle ipotesi fatte sussistono le

(7) lim n[2n(tf) — x£n(/)] - x(l + C9x)f(x) per ogni / 6 Cl

(8) lim n[£;(9) - C„(f)] = 1 + lC<fX
 T"(x) per ogni ?

La (7) si dimostra cosï :

non présenta difficoltà verificare che

e da questa, se ƒ 6 C, tenuto conto délia (5), segue immediatamenté
la (7).
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Per la (8) si ha:

n ) \ ^ r ^ < - * > * =

Essendo 9 e C* si avrà:

A; y con t(h) ~ 0
n)y per h — 0

E perciö:

Poichè £(/i) è liinitato :

^) I < i? si avrà :

Si ha allora

Ma per la (7) è

per cui infine

nx[2;(?) - £>')] = x(l +

« passando al limite per w —*- oo

» lim »[£;(?) - £n(?')] =



316 CARLO FRANCHETTI

Poichè la convergenza è uniforme in [0, a], se si divide per x,
si avrà pure convergenza nel punto x = 0 per ovvie considerazioni
di continuità. Perciö si ha

lim n[i;(«p) - £M(cp')] - (1 + C&Wïx) - ~cp"(x)

ohe è appunto la (8). Passiamo ora alla

Dimostrazione del teorema enunciato.

Proviamo che per ogni funzione ƒ e Ĉ O, a] si ha uniformemente
in [0, a]:

<1O) lim n f [£„(/) - /(x)]dx =

o

0

Sia f(/.) e C^O, a] e poniamo

ƒ /(<)c« = ?(x) ; si ha <p(x) e C'[0, a] : <p(0) = 0 ; f(x) = /(x).•0

Allora :

f [£„(ƒ) — f(t)]dt — l Zn(®')dt — cp(x) = / ZH(®')dt
J J IJ

Per cui ammessa prowisoriamente l'esistenza del limite

a Y,

r r r
l im n j [£„(ƒ) — f(t)]dt = l im w I ^„(cp')^ — £„(?)

o o

= lim n[£n(cp) — p̂W]»

Ma per la (6) F ultimo limite è uguale a
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Per la (8)

lim
n-»oo

da cui integrando tra 0 e x si ottiene

y.

r f
lim n\ f ZnW)dt — £„0p) + £n(<p» 0)1 — lim n\

i J «->DO I
0 0

lim n
o

= -ljt\t)[l + 2C
0

Y,
i ft *i f

Si ha quindi
y.

hm n /"[£„(/) - f(f)]dt =

C.Y. D.
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