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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulla instabilith magnetogravitazionale
di un mezzo comprimibile in rotazione uniforme

Gronto Marrer (Pisa) (¥) (+%)
Nora I
Effetti dissipativi

Sunto. - Si estendono al caso in cui siano presenti viscositd e conducibilita
eletirica finita i risultati di una precedente nota sulla instabilitd. magne-
togravitazionale di un meezo indefinito, comprimibile, in rotazione wni-
forme, relativamente o una certa classe di perturbazioni ad ampiezza
variabile.

Summary. - In this paper the author exiends to the case when viscosity
and finite electrical conductivity are present the results of a preceding
paper on the magnetogravitational instability of an infinite, compressible
medium in uniform rotation, relatively to a certain class of perturba-
tions of variable amplitude.

Introduzione.

In una precedente nota [1] é stata determinata la condizione
di instabilith magnetogravitazionale relativa a un mezzo indefinito,
comprimibile, dotato di una rotazione uniforme, quando le pertur-
bazioni non sono piane e non hanno ampiezza costante. Precisa-
mente, nel caso di simmetria cilindrica rispetto all’asse di rota-

zione, si sono considerate perturbazioni, propagantesi lungo !’ asse,
" le cui ampiezze dipendono dalla distanza da esso tramite funzioni
di BEssEL. ' '

In [1] il fluido é considerato non dissipativo. Scopo della pre-
sente nota ¢ di estendere la [1] studiando gli effetti sul problema

in questione della viscosita e della conducibilita elettrica y finita (*).

(*) Lavoro effettuato nell’ambito del Gruppo di Ricerca N. 7 per la
Matematica del C.N.R.

(**) Istituto di Matematiche Applicate Fac. Ingegneria Universita Pisa.

(!) Considerando perturbazioni piane ad ampiezza costante: I’influenza
della viscositdh e di y finita é stata esaminata da A. G. PACHOLOZYK e
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1. Assenza di campo magnetico.

Le equazioni linearizzate, con riferimento ad uvna terna di assi
uniformemente rotante con la velocita di rotazione € della massa
fluida, sono (cfr. per es. [2], [3], [4] e S. CHANDRASEKHAR [5] § 119,
120, S. CHANDRASEKBAR—E. FErM1 [6] Sect. V):

(1.1) —-—-———gradp +20 A\ +grad U’ + :_ngraddivv-}-PIA?u,
[}

12 L= —paivy, (1.3) AU’ = — 4Gy,
dove a é la velocita locale del suomno, p’ e U’ sono le perturbazioni
nella densitad e nel potenziale gravitazionale, # é il coefficiente di
viscositd di scorrimento, A quello di compressmne e gli altri sim-
boli hanno il significato abituale.

Assunta come terna di riferimento rotante una terna T di coor-
dinate cilindriche ortogonali 7, 3, 2 con 2z asse di rotazmne, la (1.1)
proiettata su T da:

v, 6’ U X+2408[1 9 .o,
(14) 7 = % a’l‘ + 2Qu Vo —|— -|- % a—r[; —r(rv,) + E] —_
n (?L aj&)
g \oroz o2t )’
: Wy Al v, 3l d
(L.5) o = — 2, e 92~ or|r ar( q’)]
ov, atop’ U  X+2q05(1 0 v,
- (1.6) ot~ po az+7z—+ po—az[ra_'rwv’)-l_a—zj_
_ats (?& al)
Po 1 OT ez or
Le (1.2) e (1.3) forniscono:
_ %" 10 o,
{17) ’a' =—2F0 [; ('rvr) + a_z] ’
v Lo a0\ &U ,
(1.8) ror ) = — 4G

J. 8. StopoLkIEWICZ in [2], supponendo il fluido viscoso e y infinita, e in
. [3], supponendo il fluido non viscoso e y finita, ed infine da K. K0oSSACK1
in [4], supponendo il fluido viscoso e y finita.
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Richiediamo al sistema (1.4)-(1.8) soluzioni del tipo (cfr. {1] (12)):
(1.9) v, = 5’_Jl(«{,,o)ei(mt—kz)
vy = D (yr)eHot—k2)
v, = v,J,(yr)eiot—kz)
o = pyfyrjeicat—ke)
= U'J,(yr)eiwt—Fk2)

dove J; e J, sono le funzioni di BessEL di prim aspecie d’ordine
uno e zero e y una costante reale; 'v,, v¢, 2s p’ e U’ sono delle
costanti da considerarsi molto piccole in accordo col fatto che si
usano equazioni linearizzate. Le (1.9) assicurano regolarita in tutto
il campo e limitatezza. Considerando al solito k prefissato reale
determiniamo dapprima la relazione di dispersione.

Sostituendo (1.9) in (1.4)-(1.8) si perviene al seguente sistema
lineare omogeneo:

- 2_ — A 2 — —
(1.10)  dov, —2Qu, — ¥y (ZL pl— U’) + —-:;——q Y(yv, — ikv,) +
0 0

+ i(ikyaz + k'v,) = 0,

(1.11) 'Lw'ua, + ZQ’v + (k:2 + ¥ ) =0,
(1.12) iov, — ik (;—p — U’) + ¢k —tﬂ (yv, — ikv,) +
0 0

+ o (= rikv, + 10) =0,
0
(1.13) dvp’ + o4(yv, — ikv,) = 0,
(1.14) (2 + k)T’ — 4nGp’ = 0.
Eliminando, tramite (1.13) e (1.14), p" e U’ da (1.10) e (1.12) si

perviene al sxstema lineare omogeneo di tre equazioni nelle tre
incognite v,, vy, v, costituito dalla (1.11) e dalle:

(1.15) ['iw + (4"GP° a2>+)‘+27’ 40 ke],, _

Y+ k %o
_ 2Qv¢ + [Yk ( 4ﬂf%’2 a’) — iky A+ Y’] v, =0,
ky [ 4G R I
(1.16) [%Y) (Y i T P;c; a?) — ey :;_"} v, +

;
(fﬂfp’z? »a.) ‘ o
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Imponendo I’annullamento del determinante di questo sistema
e ponendo:

(1.17) ¢ = v

si giunge alla relazione di dispersione (%):

(1.18) 6! 4 ay6% + axe* + a0 + a, =0,
dove:
A 4: K 2)\ 5/
a ——*p'—?( +H),ay= M L Ry Aoy
0
A 7 *r")x
— o o b a0 (e g D) F_Jj R
M

@ = kg[ (k2 + YY) + 49%*]

in cui si é posto:
(1.19) M = a*(y* + k) — 4=Go, .
La (1.18) pud avere:

1) quattro radici reali o,, o3, ¢, € o,

2) due radici reali o, e o, e due complesse coniugate o; e
G, = Oy

3) quattro radici complesse 6,, 6y = c.'f, 63 © 6, =0,

e corrispondentemente abbiamo:
0402656, = Gy, 6,63]0,1° = a,, for]?| 052 = ay.
Quindi se’é M << 0 ossia
(1.20) @y + k) < 4nGp,

non si pud verificare il caso 3) e almeno una delle radici reali
deve essere positiva il che porta, per (1.17), alla instabilita gravi-
tazionale.

I1 valore critico k., del numero d’onda é percid:

(1.21) k= (4xGpy — ay)

{3) Da (1.18) facendo A =7%=0 si ritrova la (22) di [L].
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cioé esattamente lo stesso del caso del fluide mon viscoso, cfr. [1]
Eq. (21) e nota (4). Per tufti i £ <<k, si ha dunque instabilita qua-
lunque sia il valore dei parametri Q, a, p,, }, 1 e v (3).

Esaminiamo ora il comportamento delle perturbazioni per i
valori k> k..

Per k> k, tutti i coefficienti della (1.18) sono positivi: é veri-
ficata cosl, cfr. L. DERWIDUE [7] p. 339, una condizione necessaria
per la stabilita. Una condizione necessaria e sufficiente per la
stabilitd (cioé una condizione che assicura che la (1.18), oltre a non
possedere alcuna radice reale positiva, il che si verifica per la
regola di CarresIo, ha tutte le radici complesse con parte reale
negativa) é data dal criterio di Rourm-Hurwirz, cfr. [7] p. 340,
che nel caso della (1.18) si traduce nella condizione, cfr. E. G.
Rourm [8] Art. 287,:

(1.22) aia9a3 —_ a; _ a‘af > 0.

Eseguendo i calcoli si riscontra che la (1.22) é soddisfatta per
tutti i k> k, e per qualsiasi valore dei parametri Q, a, p,, A, 7 e v.

Confrontando i risultati del caso in esame con quelli ottenuti
in [1] per il corrispondente cuso non dissipativo possiamo quindi
concludere che 1l'intervento della viscositd non altera né il numero
d’onda critico, né il fatto che per tutti i k> k, si ha stabilita.

1.1. Assenza di rotazione.

I risultati del n. 1 sussistono inalterati nel caso di assenza dl
rotazione, come si deduce da (1.18). :
Si osservi che in questo caso la v, compare solo nella (1.5), in cui

%) Per y =0 da (1.9) abbiamo v, =v,=0 e
? '
= Ezei(mf—kz)’ o — ;’ei(ut—kz), U' = U'ei(wt—kz)

cioé perturbazioni piane ad ampiezza costante, e (1.21) rida, per il caso
in esame, il valore critico di JEANS: k, = k;j = (4nGp,)'/z/a. In questo caso
6 Q N\Nv=0, le (1.4) e (1.5) sono identicamente soddisfatte e la relazione
di dispersione risulta:

°2+l_:—27) k%5 + a?k? — 4nGpy =0
v 0

da cui si deduce che per tutti i k < k,=k; ¢’6- sempre instabilitd e per
tutti i £ > k,=k; ¢’6 sempre stabilita. :
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sono assenti le altre perturbazioni incognite; la (1.5) & percid disac-
copiata e richiedendo ad essa la soluzione (1.9); si & condotti alla

(1.23) o =— 2 (B + )
0

che da sempre stabilita.
I1 sistema (1.15)-(1.16) conduce alla relazione di dispersione:

3
(1.24) o - (1t k) T30 + A 52

(-+2ﬂn

¢ 4

+ |+ (v k*)?]c+P—M(y?+k*)=0 “

0 °
da cui si deduce ancora che il k, é dato dalla. (1.21) e che per
tutti i k> k, ¢’é stabilith per qualsiasi valore dei parametri.

2. Influenza di un campo magnetico uniforme.

Supponiamo ora che sia presente un campo magnetico uniforme
diretto come 1’asse 2, di cui con B, indichiamo il vettore induzione,
e che il fluido presenti una conducibilita elettrica y da conside-
rarsi finita. Posto § = c*/4npy le equazioni di partenza sono ora
(ctr. [2], [3], [4], [5], (6]) 1l (1.2), la (1.3), 1a (1.1) con V' aggiunta a
secondo membro del termine

1
4mpp, (rot &) A\ B°

e le:

(2.1) aa—'t’ = rot (v A\ B,) + 8A:b, (2.2) divb =0,

dove bjux é la perturbazione nel campo magnetico.
Proiettata su T la (2.1) da:

b, b, b,
(2:3) a_t = B" P ﬁ(araz et ) ’
ab(p _ a’U(? a?b(? 2 1 0 :l
(24) 3~ B az_pz_a_y_a_r v or (09| {2
2b, B, 8 19 ob, ob
(2.5) a_t="'7 ar 107 — rar[r(_—_)]

02 or

(#) Come ovvio la (1.18) con =0 si spezza nelle (123) e (1.24). Per
A=m=0 si riottiene la w?=M, relazione di dispersione del corrispondente
caso non dissipativo, cfr. [1].
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Da (2.2) abbiamo

13 ab,
(2'6) ; 5; (Tb,.) + a—z = 0.

Richiediamo per v, U’ e ¢’ le soluzioni (1.9) e per b le:

b, = bJ(r)eicoi—F2)
(2.7) b;,, = ZQJ{(Y"')G‘(mt—kz)

b: - zzJo(Y’r)ei(wt_kz)’

dove b,, b, b, sono delle costanti da considerarsi al solito molto
piccole. ‘

Il sistema di pquazioni lineari omogenee a cui si perviene 6
costituito dalle (1.12), (1.13) e (1.14) inalterate, dalla (1.10) e (1.11)
con l'aggiunta rispettivamente dei termini

— s (B — D) o peth,
e dalle
(2.8) iwd, + Byikv, + B(ivkb, + k,) = 0,
2.9) iwby + ikByv, + B(k? + )by = 0,
2.10) iwb, + 1B, + B(— Yikb, + 1B, = 0,
2.11) b, — ikb, = 0, '

che discendono da (2.3)-(2.6). ,

Da (2.8) e (2.10) eliminando v, si oftiene (2.11) che quindi si
tralascia.

Eliminando by, ¢’ e U’ tramite (2.9), (1.13) e (1.14), si perviene
al sistema lineare omogeneo di cinque equazioni in v,, ;:q,, v,, b,
e b, costituito dalle (2.8) e (2.10), dalla (1.16) inalterata, dalla (1.15)
con I’aggiunta dei termini

ikB, > YB, -
dmppy " dmpp,
4% .
e dalla (1.11) con Y aggiunta del termine B+ 17) o v, dove A?

é il quadrato della -velocitda di ALFVEN.
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Imponendo I’annullamento del determinante di questo sistema,
si perviene alla equazione di dispersione a coefficienti reali:

(2.12) 6% + ;65 + c6t + 0t + ¢t + 65+ ¢ =0
dove
]
4Q?kvﬁ?(k‘2 + Y?) + A2k + Pﬁ B(k? ‘l‘ Yz)?l % s
0

in cui M é dato dalla (1.19).

Con le stesse considerazioni usate per la (1.18) si riconosce che,
per qualunque valore.dei parametri Q, a, p,, v, A, n, 4 e B, il
numero d’onda critico é ancora dato dalla (1.21) e che per tutti #
k <k, si ha instabilita sia nel caso con Q=0 che in quello con
) = 0. Inoltre cid accade anche mnei due casi particolari che si
possono presentare: tluido viscoso con £ =10 e fluido non viscoso
con B==0, sia per Q=4=0 che per O—O

Per quanto riguarda il comportamento per i k> k., i coeffi-
cienti ¢;, ¢, ¢;, ¢, e ¢; della (2.12), la cui espressione esplicita, facil-
mente calcolabile, non si riporta qui per brevitd, sono tali che,
nel caso generalé, i calcoli necessari per la applicazione della con-
dizione di RourH-HURWITZ sono apparsi troppo complicati per
essere effettuati in modo diretto.

2.1. Assenza di rotazione.

In questo caso v, e by, sono disaccopi‘ate dalle altre perturba-
zioni, come risulta dalla (1.5} (cui va agglunto a secondo membro

abo
2
Po az) e dalla (2.4).

Da queste equazioni si é condotti alla relazione di dispersione:

il termine Inp

(2.13) c’+([ﬁ+ )(k2+y?)c+A%2+a (k* 4 v =

La (2.13), che in assenza di fenomeni dissipativi descrive onde
di ALFVEN pure propagantesi lungo I’asse z, da stabilitd per ogni.
valore di k, come si riconosce facilmente. Per le rimanenti per-
turbazioni si é condotti alla relazione di dispersione:

(2.14) ot b dyo? + dyot + dyo +d, =0 ()

(®) La (2.12) con € =0 si spezza, come naturale, én (2.13) e (2.14);
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dove:
x4 3
a =G+ (p+E2),
2 4 3y
dp =M+ Ay + k%) + (v° —Hc*)’( tna AL g%>,
fo  Po Po
o )\ 9 2
dc:ﬁg.“‘kz)[M(ﬁ-i-i)-l-A'( 2 qk’-i- >+ﬁ(‘{ +kz)2” At 21 .
Po Po Po

d,= M[A’k? +p P”— (v 4 k2)2] .

La {2.14) riconferma che il k, é dato ancora da (1.21).

Si riscontra poi, eseguendo i calcoli, che la condizione di RourH~
Hurwirz, analoga alla (1.22), relativa a (2.14) é soddisfatta per tutti
i k>k, e per qualsiasi valore dei parametri a, ¢,, v, », n, 8, 4

3. Comnclusioni (%).

L’ intervento degli effetti dissipativi dovuti alla viscositad ed
alla conducibilité@ elettrica finita:

I) non altera in nessun caso il valore del numero d’onda
critico k., che si aveva in assenza di dissipazione, né il fatto che
per tutti i k< k., qualunque sia il valore dei parametri che carat-
terizzano la matura fisica del problema, ¢’é in tuttii casi possibili
instabilita.

IT) non altera il fatto che in tutti e tre i casi
1 B, =0, Q=0
2% B,=0,- Q0
3°) B,==0, Q=10

si ha, come accadeva (cfr. [1]) in assenza di dissipazione, stabilita.
per tutti i k> k, qualsiasi sia il valore dei parametri (7).

(%) Osserviamo che nel giungere a queste conclusioni non si é fatto
uso, a differenza degli Autori di |2] e [4], della relazione di STOKES fra
A ed 7. Tali conclusioni sussistono, in particolare, nel caso di fluidi per
i quali sia lecito adottare la suddetta relazione (per una discussione sulla
validita di questa relazione cfr. per es. J. SERRIN |9] Sect. 62).

(") Anche le perturbazioni piane ad ampiezza costante presentano un
comportamento analogo a quello trovato per k,: infatti in [2], [3] e [4),
esaminando il caso k= (0, 0, k), Q=1(Q, N, 0}, B,==(0, B,y, B,,). gli Autori
giungono alla conclusione che il numero & onda critico k; non viene
alterato dalla presenza dei suddetti fenomeni dissipativi.
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