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Osservazioni su un teorema di prolungamento di R.T. Seeley

G1USEPPE GEYMONAT (Pavia) (%)

Sunto. - 4Adattando un ragionamento di Seeley [4] si costruisce un pro-
lungamento u — Pu lineare e continuo da Wk P(Q) in Wk r(IR?) per

1
ogni k reale positivo o negativo, k +- 5 F0, -1, —2,..., 1<<p<—+oco

Introduzione.

In molte questioni connesse con lo studio delle equazioni a
derivate parziali si incontrano operatori #— Pyu lineari e continui
da Wkp(Q) in Wkp(R") (1) tali che [Pyu]lo=u (k intero, 0<<k<CN,
1<<p <<oo, N intero =1 fissato, .} aperto di frontiera regolare).

Recentemente R.T. SEeLEYy [4] ha costruito un operatore di
prolungamento u— Pu che & lineare e continuo per ogni k intero
=0 (e quindi per interpolazione per ogni k reale = 0).

D’altro lato & noto (v. ad es. BaroccHr [1], LioNs-MAGENES [2], ...)
che si pud. costruire un operatore u — Pyu lineare e continuo da
Wkp(d) in WEp(R") per k=0, =1, .., =N, 1 <p < +} oo.

In questa mnota si dimostra che adattando opportunamente il
ragionamento di R.T. SEELEY [4] si pud costruire un prolungamento
% — Pu lineare e continuo per ogni k reale positivo o negativo

1
con k+1_74:0’ —1, —2,.,1<p <+ oo

Siccome il problema ha carattere locale & sufficiente costruire
I’operatore nel caso Q = Ril*_ = \{{x, tjye BR"; t >0

1. LemwMA 1. - Esistono due successioni {a, lkez, | b, ke z tali che:
(i) b, <0 per ogni k=0, =1, =2, ..
(i) b, — — oo per k— 4 o0, by =1, b_, — 0 per k — + oo
(*) Lavoro eseguito mell’ambito dell’attivita dei gruppi di ricerca
matematici del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
(1) Per k intero =0, 1 <<p <<+ oo, Wk:p(Q), risp. Wk,p(R") & lo spazio
di SosoLEV delle (classi di) funzioni di potenza p-esima sommabile in

Q, risp. in R", insieme con le derivate, nel senso delle distribuzioni, di
ordine << k.
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o0
(iii) per ogni neZ & X |a,| |b,|"=M, <+ oo
k=—0c0

—+o0
(iv) per ogni ne Z & I ab,)" = 1.

k=—x0
DimosTRAZIONE. — Si ponga come in SEELEY [4] b, = — 2%, keZ.
Sia poi per N fissato >1, a,v, k=0, =1, ..., = N la soluzione

del sistema di equazioni linear:

N
1) % X(b)"=1 @m=—N —N+1,..,0, .., N.

k=—N

Tale sistema ammette una ed una sola soluzione che, applicando
la regola di CRAMER e lo sviluppo dei determinanti di VANDER-
MONDE, & data dalle seguenti formule

@ =A_,B_;n k=1, .., N
aANZAkBLN k:O, 1, .., N
dove
R
A-—k'——— 2121 _2, k—_»l’.,N
k=11 2*
A=1 5—o E=0,1,.., N
1=0

N 149t N (14292 B )
B_;~ ='=l’}+lmhilzlom k=1, .., N

N 1420 N (14242
BLN —’=£l+1 2 — 2th11 2kt g k= 0’ 1’ ey N.

Si ha allora

IA_k!< II i) — 9—(k—kta):

e siccome B_;y & =0 si ha

N 142¢ v (1 + 2%
log (B_;n) ='=%+110g (1 + :_—gk) + = ~o (1 T 1) <12

ed analogamente
| 4, | < 20—l

log (B;n) < 8.
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Fissato k le successioni, dell’indice N, | B_;NiN=1,2,... | B,N{N=1,2,. .
sono monotone crescenti e quindi convergono a B_,<<e'? ed a B;<le®.
Pounendo per ke Z a,= A; B,, risulta

la_, | < e12—(k*—8k+4)/2 k=12 ..
fa, | < e2—(k—kyz k=0, 1, ...

per cui Ja (iii) & verificata.
Si definisca

a,yn = A, B~ per k=0, %1 .., *=N
a,n=0 per |kE|=N+1
allora risulta in virtu di (1)

oo
2 2 anb)r =1 per ogni ne Z.

k=—0

Per verificare (iv) & ora sufficiente provare che

“+0 +-00
lim X anbd)" = Z ayb);
N- 420 k=—00 k=—o0
quest’ultimo fatto segue dalla maggiorazione |a,n||b, |"<<|a,|| b, |"
e da (iii). c.v.d.
Si pud ora dimostrare il seguente teorema che estende quello
di SEELEY [4].

TeorEMA 1. - Siano assegnate due successions | a, |,ez, (b l,ez
che verificano il lemma 1 e sia t — ¢(t) una fissata funzione indefi-
nitamente derivabile con olt) =1 per |t|<<1, of) =0 per |I| =2 e
9(t) € [0, 1] per te R. Allora:

(i) data fe Cf(]ﬁ) () e posto

Sf(m, t) per t=0

oo}

3 P X, (o]
(8) Pflz, v) (k; aob2t)f (@, bLt)+kE a_yo(b=it)f(e, b_t) per £<0
=0 =1

risulta Pfe Co(R") ()

@) 7?_5'_:_-; (x, t) € Rn; =014, Cgo(q) & lo spazio delle u indefinitamente
derivabili in R* ed a supporto compatto in Rn .

(®) CgO(R") & lo spazio delle funzioni indefinitamente derivabili in R»
ed a suppoito compatto.
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(ii) data ¢ € CX(R") e posto
0 per t<<0

[ee]

R, ) = @ O — 2 abiolb? b, b3t —

(]
ki}o a,;b;719(b,t) « dl, b'f) per £>0
risulta RY e C(R");
(iii) per ogni fe Cgo(RZ), be CXR") posto SY=[RY] |z risulta

/- Pfldxdt = [ fShdxdt.
Re R%

DimMostrAZIONE. — (i) Si osservi innanzitutto che (Pf)(x, 1) &
bene definita per £<C0; infatti & (Pf)(x, {)=0 per {<<—2; inoltre
posto per te[ — 2, Of:

ko(t) = inf

2
k=0; biz-—-zt

k(f) = int { k=1, b_/t2%t %
risulta k), k,(f) < 4 oo e si ha per tali £:
ko(t)
(PN )= = agbilfe bi)+
=0
ky(t)
+ 2 aygbibf by
=1

Si ponga ora L= max |f(x, £)|], allora si ha per ogni (x, f)e
e R x<[—2, 0] =her:

| (Pf) (x, 1) | << LMy;

inoltre per la (ii) del lemma 1 risulta
[}
| (Pf){w, &) — flx, OISkEOIGkII?(b;t)ﬂx, bt) — fla, 0)] +

+ 2oy (|4bT0fe, boyl)— [, 0)]

Fissato ¢ > 0, esiste allora un k. tale che

3 : 3 :
57, a_ _—
k=k€+1 | ak l < 8L k=ke+1| 4 | < SL
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ed esiste un 3;> 0 tale che per ogni (x, {)e R*~!x]— 3, 0] sia
&
I".D(b?ct)f(x) bkt) - f(wJ 0” < m per k= O) + 19 vy + k.
1)
| Q(b:;‘t)f(m, b—-kt) — flz. 0) | < ZM; per k=1,2, .., k

e dunque risulta per ogni (x, {)e B"='>]— 38, 0

[ (Pf) (=, &) — flx, 0] <.

In modo analogo si prova, posto L, = max max |DeDf(x, t)},
che vale la seguente maggiorazione  Iptv=m (xhER

v
| (DeDyPf) (@, 1) | < Ljuj4v | M, +7‘Z' (‘;)(Mv+i + My—)) (5
=i
infine tenendo conto della definizione di ¢(f) si prova che per ogni
e >0 esiste un 3; tale che per ogni (x, )e R"~'><]—3., O si ha

| DEDYPY) (@, 1) — (DD ) @, 0)| <.

In conclusione si ha Pfe C(C)C(R"); inoltre le serie

[0 [0.0]
E ae(b2t)f(x, bt), k§la—k‘?(b:}ct)f @, b_;t)

k=0

convergono uniformemente in RB"~!><[ — 2, 0], insieme alle serie
delle derivate.

(ii) Il ragionamento & analogo a quello svolto in (i). Innanzitutto
si ba per ogni (x, tje R %< [2, 4 o[

o]
kﬁl a—bho(b28) b, b2t =0

(e o]
= wbi b, bt) = 03
inoltre come in (i) si verifica che per ogni (x, t)e B"~! <0, 2] risulta

kyt)
(BY) (@, 8 =dlz, ) — 2 a_bTebTtrble, b —

Kot
_‘kankbk_l?(bkt)‘p(m, b b
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dove k,(t)=inf{k=>1; bz, <
< + oo e quindi

% , ky(t) = inf

| D

£E=>0; b, < —

[\

| (BY) (=, 1) < max [z, §| {1+ M_,}.
(m,t)€ Rn

Il ragionamento prosegue poi come in (i); in conclusione risulta
Rle CgO(R"‘) ed inoltre le serie

o 0
k§1“—Lb—L?(b 2y, b3 0, kEDGAb;:]‘P(bJ;t)'\’J(x, b, ')

convergono uniformemente in R"~!><[0, 2] insieme alle serie delle
derivate.

(iii) Basta eseguire le integrazioni ed applicare i risultati
noti sull’integrazione delle serie uniformemente convergenti.
c.v.d.
CoroLLARIO 1. — I operatore f— Pf definito per fe Cg"ll_?:{) pud
essere prolungato per continuita ad un operatore lineare e continuo
ancora indicato f— Pf da Wk P(R”) m WHe(R") per ogni k intero
=0, 1<p<+ oo

DIMOSTRAZIONE. — Basta osservare che

0

( ] f 0 |(Pf)(ac, t)le dxdt)llps ( f \kgoak?(b;t)f(m, b,1) '}’dxdt)llp 4

Rn—1i —np RBRn—t —o

’ T o \1/p
+( [ | 2 a_gbmibf(e, b \dedt) <

RAn—1 o
0 n
L ° 1jp
<Z1ai([ [ ife sppama)”+
k=0 A

+ 3 (f o 1 pauat)” <

Rn—1 —20

[eo] ool
£kiol a |10, =P | f“L”(Rfl_) +k\:11 Gy | [ by [T | f”Lp(Rg) =

<(M +M—1 “f“Ll’

In modo analogo si procede per le derivate successive. c.v.d.
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Con ragionamento simile si prova il seguente risultato.

CoroLLARrIO 2. - L’ operatore o — Sb definito per L e CP(R") pud
essere prolungato per continuitc ad un operatme lineare e continuo
ancora indicato $ — Sb da Wk p(R") in ka(R" ) () per k intero
=0, 1 <p <<+ oo

Per trasposizione risulta per 'S lineare e continuo da W—":P(Ri)
in W—kp(R") per k intero =0, 1 <p <<+ oo, dove *!S & definito da

t 1 — S -
< S’M/, 'I) >W_—k,p(Rn)’va,p'(Rn) = << U, SJ) > W_k’p(R:’i_), Wk’P’(Rl)

1 1 =
coln p + 27 =1, inolire se ue C:O(Ri) risulta per il teorema 1, (iii)
‘Su = Pu e quindi per la densith di C;O('R_;;_) in W—k,p(R_"F) si pud
prolungare u— Pu definito per u e Cx(R;) dalla (3) ad un operatore

lineare e continuo, ancora indicato # — Pu da W—* :P(R")
W—kp(R") per ogni k intero =0, 1 < p < 4 oo.
In modo analogo &'P lineare e continuo da W-%2(R") in W-F:»(R")
R'H

e siccome su C0°°(R") ¢ ‘P = § allora S pud essere prolungato per
continuitad in un operatore lineare e continuo da W—%p(R") in

W—=k2(R") per k intero =0, 1 < p < 4 oo.
R?"

Per k reale si usa con ragionamento abituale !’interpolazione;
in conclusione si e dimostrato il seguente teorema:
TrorEMA 2. - L’ operatore w — Pu definito per ue Cgo(ﬁ) dalla
(8) puod essere prolungalo in un operatore ancora indicato 1 — Pu
lineare e continuo da Wk’P(R:_) in WEP(R"Y per ogni k reale, 1 <
1
< p <+ oo, k+1;:|:0, —1, —2,...

Indicati con W—w’P(R:*’_), risp. W—o.p(R») gli spazi |J WSJP(Rf‘F),
$=20
risp. {J W »(R#), muniti della naturale topologia di limite indut-
80
tivo (°) si rlcava dal teorema 2 che !operatore w— Pu & lineare
e conlinuo da W—JO-P(Rj‘r) in W—op(R").

o
(*) Wk.p(Rn) & la chiasura in Wk,p(Rﬁ_) dello spazio delle funzioni

indefinitamente derivabili in R:_ ed a supporto compatto contenuto in Ri.

(5) Tali spazi in Scawanrtz [3] cap. VI; §8 sono indicati con S)LP(R"),
risp. D »(R").
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