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Su un sistema di equazioni funzionali
connesso alla teoria dell’informazione

Cravupro BaroccHI (a Pavia) (¥)

Résumé. - On donne un théoréme d’existence et unicité pour un systéme
d’équations fonctionnelles Lié & la théorie axiomatique de I’ Info mation.

Introduzione

Nella costruzione assiomatica della teoria dell’informazione data
di recente da J. KaMpe DE FERIET ¢ B. ForTE (') si presenta tra
I’altro il problema di determinare gli «operatori universali» che
leghino il valore dell’informazione relativa all’unione di due eventi
indipendenti alle informazioni degli eventi stessi. Il problema,
per mezzo di opportune trasformazioni, si puo riportare allo studio
di un sistema di due equazioni funzionali (cfr. (1.2), (1.3) seguenti)
corredate da opportune condizioni (cfr. (1.1), (1.4}, 11.6) seguenti).

In questo lavoro viene dato un teorema di esistenza e unicitd
relativo a tale problema; questo teorema in particolare serve a
dimostrare I’ unicitd «dell’ operatore universale» connesso alla teoria
dell’informazione; esso appare d’altronde anche di per sé interes-
sante in relazione alle equazioni funzionali che generalizzano la
ben nota - equazione di CavcHY» ().

Desidero ringraziare B FoRTE per avermi indicato questa ricerca.

1. Sia ¢ una funzione reale di una variabile reale che soddisfi
i seguenti assiomi:

(1.1) w—Yu) e CA(R') ()

(1.2) Y+ Uo) — V) = o + dw) — o) M, ve R

(*) Lavoro eseguito nell’ambito delle aftivita dei Gruppi di Ricerca
del Comitato per la Matematica del C.N R.

() Cfr J. Kampg DE FEerIET, B. FORTE, in co1so di pubblicazione.

(3) Cfr. ad es. J. AcsEEL, Lectures on functional equations, Academic
Press, N. Y. 1966,

(3) R! indica la retta reale: — oc < u < +-oco0; CHR!) (k intero ==0) in.
dica lo spazio delle funzioni u — f(u) definite su R!, a valori reali, con-
tinue con le derivate fino all’ordine %k incluso.
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(13) Y u) = Yow) + Ve R

(1.4) lim (u) =0

U—>—C0
Ci proponiamo di dimostrare il seguente teorema:

TrorEMA 1 - Fissati ad arbitrio u,, b, e R' tali che:

1
(1.5) ‘%’oé—él“o‘i'l“o“

esiste una ed una sola & che soddisfa le (1.1), (1.2), (1.3), (14) e la
relazione Y(u, = ¢,.

OsservazIONE 1. — La restrizione (1.5) su ¢, = 4(%,) & necessaria
in quanto come si vedra al N. 2, le (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) implicano
la relazione:

1
(1.6) Lp(u)g——éiu—l—Wl{ Mue R!

La dimostrazione che daremo del teorema 1 sarad basata sulle
seguenti considerazioni: si ponga, per ogni & reale positivo:

1 1
{1.7) $(u) = —5j%+ Elog 2 cosh ku Mu e B

o si ponga anche g(u) = lim ¢, (u) \fue R'; si ha con facili
calcoli: koo

1
{1.8) 4zoo{u)=——§{u—|—]u|} Yue R\

Si possono dimostrare (') le seguenti relazioni:

(19 Per ogni ke 10, + o0] §,(w) verifica le (1.1), (1 2). (1.3), (1.4)

110 Fissati ad un arbitrio uy, ¥, e R' tali che valga la (1.5)
(1.10) esiste uno ed un solo k, e |0, 4 o] tale che Yrfu,) = ¢,
L1 Se y e CX(R') verifica le (1.2), (1.3), (1.4) ¥ & necessariamente
(1.11) del tipo (1.7) per ke 0, + ool opportuno.

() Cir. J. Kampre pE FERrIET, B. FORTE, in corso di pubblicazione
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Per dimostrare il teorema 1 sard allora sufficiente dimostrare
che le (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) e'la relazione

(112) Y{or) = ools)
implicano la validita della relazione:
(1.13) u — Y(u) e C}RY)

ed & appunto tale relazione che noi dimostreremo.

Introduciamo alcune definizioni che avremo occasione di usare.
Se y = flx) & una funzione reale di una variabile reale indiche-
remo coun D(f) il «dominio di definizione », 0 «campo di esistenza »
di f, cio® I’insieme degli @ € B' tali che f(x) & definita; con R(f)
indicheremo il «rango» o «codominio» di f, cioé l'insieme |f(x);
x € D(f){. Indicheremo infine con f}(x) ed f_(x) rispettivamente le
derivate unilaterali destra e sinistra di f nel punto x e cioé (sup-
poniamo per semplicith D(f) = R'; & questo il solo caso che ci
interessa) le espressioni definite rispettivamente da

friw) = tim TEXBZ@ g gy gy [ M=),

he—ro4 Re—sp— h

Faremo uso del ben noto teorema di LeBEsGUE sulla deriva-
bilith delle funzioni monotone cioé:

(1.14) Se f & monotona w(R'— D(f))=0

(v« essendo la misura di LEBESGUE; supponiamo ancora D(f) = R');
e sfrutteremo infine i seguenti ben noti risultati:

(1.15) { Se f.. (ovvero f_) esiste ed & megativa in un intervallo
) la funzione y = f(x) decresce in tale intervallo.

(1.16) , Se f, (ovvero f_) esiste ed & continua in un intervallo la
’ funezione y = f(x) & derivabile in lale intervallo.

(ed ovviamente ' = f) = f_ in tale intervallo).

Si osservi che, facendo uso dei quattro numeri derivati del
Dini, si potrebbero evitare alcune delle difficoltdh che si presente-
ranno facendo uso soltanto delle derivate a destra ed a sinistra;
abbiamo tuttavia preferito evitare I’uso di tale strumento perchs
I’ esposizione che cosl ne risulta ci & sembrata piit chiara.



SU UN SISTEMA DI EQUAZIONI FUNZIONALI CONNESSO ALLA TEORIA, ECC. 239

In tutto questo lavoro ¢ indicherd wuna generica funzione che
verifichi le (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.12); e tali ipolesi mon saranno
pite richiamate.

2. Cominciamo ad osservare che le (1.3), (1.4) implicano:

(2.1) lim {4(u) +u}=0; lim ¢(u) = — o0

u—-+20 U400
e dovendo essere, per la (1.1):
(2.2 R(Y) é connesso
si avra, per le (1.4), (2.1)
2.3 R(l) D] — o0, 0].
Dimostriamo ora il seguente lemma:

LeuMwa 1. - Se in un punto u, si ha Y(u)3F=0 nella semiretia
[y, + oo ¥ & decrecente.

Div. - Siano per assurdo u,, u, € R' tali che (u,) << d(u); e
uy < uy < uy; dimostriamo che, contro Iipotesi Y(u,)3=0, si ha:

(2.4) Pu) =0 Mfue|— oo, ul.

B ovviamente sufficiente supporre ¢{u,) = 4(u,) (°); scrivendo
la (1.2) sia con % = u,.sia con % = u; e confrontando le espressioni
che ne risultano si ottiene:

(2.5) Yy + o) = Yot -+ $(0)) Voe R
Dimostriamo ora che si ha
(2.6) U + Uy — uz) = Y(u) U €] — oo, .

Infatti se u <<u, per la (2.3) esisterd veR' tale che Uv) = u — us;
ne segue % = %y + Y(v}; u + u, — uy = u, 4+ Y(v); scrivendo la (2.5)

(°) Se fosse ¢(u;) <¢(u;) basterebbe sostituire u, con un opportuno
uy tale che wuy > u,, G(uy) = Y(u,); un tale u, esiste perchd, per le (1.1),
(21), in Juy + oo ¢ assume almeno una volta (tuttii valori minori di ¢(uy)
quindi) il valore {(u,).
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con v = v si ottiene la (2.6). Lia (2.6) implica che nella semiretta
]—co. us| ¥ & periodica di periodo u, —u,; e cid, insieme alla
(1.4) implica la (2.4). c.v.d.

CororLrLARIO 1. = Vale la relazione (1.6).

DiM. - Cominciamo ad osservare che si ha:
2.7 Ylu) <0 Nu e R
Infatti se esistesse un .u; € B' con ¢(u) >0 per le (1.1), (1.4)

. Ylu,) P S
esisterebbe u, <, con Y(uy) =*5—==0; ma in [u,, 4+ oo] ¢ dovrebbe

decrescere per il lemma 1 mentre & $(u,) << d(u,).
Dalle (2.7), (1.3) segue poi:

(2.8) o)=Y (—v)—v < —w fve R!

e combinando le (2.7), (2.8) si ha la (1.6). c.v.d.

OSSERVAZIONE 2. — Quando le (1.1), (1.2), (L.3), (1.4) sono le con-
dizioni cui si perviene nella ricerca di un «operatore universale»
collegato alla teoria dell’informazione la (1.6) & anche essa un dato
del problema; il Corollario 1 pud essere interpretato, dal punto di
vista della Teoria dell’informazione, dicendo che se non si esclude
che Vinformazione possa assumere valori negativi non esistono
«operatori universali».

Si indichi con $—!0) I’insieme (eventualmente vuoto) {u e R';
Yu) =01; dimostriamo il lemma:

Leuya 2. - Se 4—'(0)3=@ st ha 4—'0) =]~ oo, O].

D, - I’insieme $—Y0) & chiuso (per la (1.1)) e superiormente
limitato (per la (2.1)); sia x, il suo elemento massimo. A sinistra
di «, ¥ non pud assumere valori negativi (per il lemma 1) né posi-
tivi (per la (2.7)); ne segue:

(2.9) Y(z) =0 Vi < x; Y(x) < 0 M > x,
e per dimostrare il lemma bisogna dimostrare che si ha:
(2.10) x, = 0.

La (1.3), essendo Y(x,) = 0, da:

(2.11) Y @) = Uag) + 2y =
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da cai in particolare, per la (2.7), x, < 0; bastera allora dimostrare
che & x; =0 cioe (cfr. (2.9)) che

(2.12) 0 e ¢(0)

e per avere la (2.12) basterd dimostrare che si ha:

(2.13) Y@, — ¢(0) =0

perché tale relazione da x, — 4(0)e ¢='(0) quindi (cfr. (29)) =, —
—Y(0) << x, ciod $(0)=0 da cui la (2.12) (per la (2.7)).

Dimostriamo allora la (2.13); si avra, applicando prima la (1.3)
con w=x, — Y(0) e poi la (1.2) con = —x,, v=10:

Yy — $(0) = Y— =z, + $0)) — 2, + $(0) = (cfr. (2.11))
[¥{— = + $(0)) — Y— @,)] + $(0) = [N0 + $(x,)) — HO)] + 40) =
= (- x)) = (cfr. (211))  Ya)) =0 (cfr. {2.9)). c.v.d.

CororLLARIO 2. - Vale la relazione
(2.14) Ylu) < 0 e R}

Dim. - Infatti se fosse falsa la (2 14) si avrebbe, per la (2.7),
1 .
—0)3=@; il lemma 2 da allora Y(u)= —plut]ull Yu<0;e

la (1.3) da Y{u) = ~ é{u—}- Ju|l \fuw=0; ciod Y(u)= bo(u) contro
la {1.12). c.v.d.

TrEorREMA 2. - Valgono le seguenti relazioni.

(2.15) B = ]— o0, 0

{2.16) ¥ & decrescente

@.17) w(B' — D) = 0

(2.18) ql(z; — iw u, ve R' con unv.

Diu. - La (2.15) segue dalle (2.3), (2.14); la (2.16) segue dalla
(2.15) e dal lemma 1; la (2.17) segue dalla '2.16) e dalla (1.14); in-
fine la (2.18) segue dalla (2.16) e dal fatto (conseguenza immediata
della (2.16) e della (1.3)) che la funzione wu— Y(u) 4+ u = Y(—u) &
crescente. c.v.d.
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CoROLLARIO 3. — Per ogni we D'} (risp. ve DY) si ha:
(2.19) —1<<{_(u)<<0 (risp. —1<<{/,(v) << 0).
Diy. - Basta applicare la (2 18) alla definizione di ¢'_, ’,. c.v.d.

CoroLLARIO 4. - Le relazioni «w— —oo» e «Y(wj—0—>» sono
equivalents.

Diy. - Ovvia per le (1.1), (1.4), (2.15), (216). c.v.d.

TrorEMA 3. - Valgono le relazions (%):

(2.20) v'_(v) - ii.“i ) }(ﬂﬁwx{;(v)) 1
(2:21) Yilo)=—1—¢_(—v)
(2.22) ba'lo)= — lim W}

Div. - Per ogni h <0 sia w, ={¢7h) (w, esiste ed & unico
per le (2.15), (2.16)); si avrd, per ogni v € R' (cfr. anche (1.2)):

Yo+ 1) — o) _ Yo+ Ymy) — $o) _ Yomy + o) — $wy) _
h q’(wh) q’(wh)
— “lez + ‘JlJ(’U)) _

‘!J(wh)

1;

da cui ovviamente la (2.20) (c¢fr. anche il corollario 4). Lia (2.21) &
ovvia conseguenza della (1.3); la (2.22) segue da (2.20), (2.21). c.v.d.

3. Dalla (2.18) segue la lipschitzianita di ¢ {con costante di
LirscH1Tz << 1); tale relazione, unita alla (2.17), implica (7):

(8.1) #l] — oo, O[ — {4(u); we D)) =0.

(6) Le (2.20), (221), (2.22) (e la successiva (4.1)) sono da intendersi nel
senso che, se uno dei due membri esiste, esiste anche I’ altro e le due espres-
sioni coincidono.

(") Ta'e implicazione & ben nota; tuttavia in questo caso, grazie alla
(2.16) la relazione (31} si pud ottenere rapidamente: fissato ¢ >0 sia

fee] [o0]
Ie= U Jax, b;[ con X (b; — a;) < e tale che Rt — D(y') < I (I esiste per
k=1 k=1
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LeMMA 3. - Per ogni we R' esistono x, y tali che
(3-2) Yu) = @)+ dy) 2y e DY)

Dim. - Per la (3.1) Vinsieme {¢(u) —d(x); xe DY)} & quasi
tutta la semiretta JY(u), 4 oof; sempre per la (3.1) I'insieme {Y(y);
ye DY)} & quasi tutto il segmento JY(u), Of quindi (essendo J{u) << 0;
ofr. (2.15)) non & vuota. c.v.d.

TrorREMA 4. - D{{'_) = R'; per ogni u € R' si ha inoltre;

33) Y_(u) + 1 =[¢(@) + 1Yy + 1]

Mz, y tali che valga la (3.2).

Diu. - Sia w € R' e siano x, y tali che valga la (3.2). Poiche
d'(x) e §'(y) esistono debbono esistere (e verificare la (2.20) con
v=2x e v =y rispettivamente) {'_(x) e $'_(y) ne segue:

[V@) + 1Y) + 1= ¥~ + Y- + 1] =
Yo+ V@) | gy Yo+ Uy

= lim
Wy——30 k!J(W‘) W —+—20 ‘J{('lvg)

- ; Ywe + (@) +dly) . i e + Uy)

= 1 — LI AN 7 LTI —(ef . 2)) =

o S 7 g7 el 777 R ]
Y + d(u))

= lim ‘1=
Py —) ‘{J(W)

(e tale limite esiste}. Ne segue il teorema grazie alla (2.20) con
con v = u. c¢.v.d.

Dal teorema 4 e dalla (2.21) segue ovviamente il corollario:
la (217); si avra:
J—o0 O[ — [ b(u); w€DW)|cidu); u€li=
[o0] [e0]
= U {d(u); uw€lay, bl I= U J4(s), dlan)(;
k=1 k=1

da cui, per la (218)

00} (o]
p(]—oo, O[—{b(u); w€ DY)} Skil(‘l’(al.) — biby)) <k§1(bh —ax) e
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CororLLARIO B. —= D', )=

Leuma 4. - Valgono le seguenti relazioni:

(3.4) lim Yo+YaR)— Yo+ b))
| h

Re—>0—

=V (o+Pu) -V _(w  Ntu, veR?

! o — {
(35) lim ‘f‘”+f”°+h2 WO gt ) S, ve R

he—w0-+
36) V_(u+ o) — V' (u) =19 (v + dun) - I _(u) Mu, ve R
(B7) V(0 + Yo) — () = V(0 + Yas) - v’+(u) u, ve R}

Dia. - Sia uw e R'; per ogni h <0 sia k= Y(u + k) — $u); si
avri, per ogni ve R':

Yo+ Yu + k) — Yo+ $u)
N =

Yo + o) + B — Yo + Y)Yl + ) — i)
k h )

Al tendere di h a zero (da sinistra) k tenderd a zero (da destra;
cfr. (1.1) e (2.16)); poiché i due fattori del secondo membro am-
mettono limite al tendere di 2 a zero da sinistra e di k a zero
da destra (cfr. teorema 4 e corollario 5) deve avere limite anche
il primo membro; si ottiene cosi la (3.4). La (3.5) si oftiene in
modo analogo; le (3.6) e (83 7) si oftengono rispettivamente derivando
a sinistra e a destra la (1.2) e tenendo conto delle (3.4), (3.5). c.v.d.

CoroLLARIO 6. — ', e Y'_ sono non crescenti; e si ha:
38) — 1 <Y () <O —1 <Y () <<O Mue R

Diy. - Lia non crescenza di ¢, (risp. di {'_) si ottiene osser-
vando che il secondo membro di (3.7) (risp. di (3.6)) non & mai
negativo {cfr. (2.19)) (]); ed osservando che al variare di v in R!
u -+ Yiv) descrive la semiretta |— oo, u| (cfr. (2.15)).

Sia per assurdo ¢’ (u,) =0 (risp. ¥ _(uy} = 0); per la mnon cre-
scenza di ¢, (risp. di ¢'_) si avrd, grazie alla (2.19), ¢" (u)=0
(risp. ¢'_(u)=0) per u e]— oo, uy]; allora ¢ dovrebbe essere costante
in |— oo, uy] (cfr. (1.16)) contro la (2.16). Inoltre né ¢, né ¢'_

(8) Una volta in possesso delle (8.8) si potrd dire che tali espressioni
sono positive e dedurre, con lo stesso ragionamento, la decrescenza stretta
di ¢'4 e &'_; comungue cid non servird nel seguito.
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possono assumere il valore — 1 perché (cfr. (2.21)) ne seguirebbe

che V' o ¢', si annullerebbero; ne segue la (38) grazie ancora
alla (2.19)). c.v.d.

CororLLarIO 7. = Valgono le relazioni:

(3.9) lim () = 0; lim () = 0.

U——r—00 U—+—0T0

Dim. - I limiti scritti esistono e non sono positivi (cfr. Corol-
lario 6); se per assuvdo si avesse (ragionando su ¢'_; analogamente

si procederd per ¢/, ) lim ¢'_(u) =« < 0 la funzione u— Y(u) — g-u
U——r-—CO =

avrebbe derivata sinistra negativa in tutta una semiretta del tipo

]— oo, u,[ per u, opportuno; quindi (cfr. (1.15)) Y(u) —gu decresce-

rebbe in ]— oo, u[; ma cid contrasta con la (1.4). c.v.d.

TrEoREMA 5. - Valgono le sequenii relazioni:

(3.10) DY) = B!

(3.11) w— Y(u) e C'(RY)

(312) Yiu+ Yo) — Viw) = Vo + ) u, ve R
(3.13) ' mon cresce

(3.14) bR — DY) = 0.

Dim. - Osserviamo che basta dimostrare la relazione:
(3 1) V', e §'_ sono continue a sinistra.

Infatti dalla (3.15) seguira, per la (121), la continuita di ¢'_
(e di Y’',); la (1.16) da allora le (3.10), (3.11); le (3.12), (3.13) sono
date dalla (3.6) e dal Corollario 6 (in cui ormai ¢’ =4¢'_ =J');
la (3.14) segue dalla (3.13) e dalla (1.14). Dimostriamo percid la
(3.16): tenendo conto del Corollario 4 essa & comseguenza imme.

diata delle (3.6), (3.7), (39) (basta far tendere v a — oo nelle (3.6),
(3.7)). cv.d.

4. Dalla (3 12), grazie al corollario 4, si ha (cfr. (6)):

(*.1) Ylo)= lim ‘ﬂ%g"-‘i” V).
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Sia ora % generica in B'; e siano x, y tali che:
(4.2) y<u; yeDW)
{4.3) @ = ¢~ (Yu) — Uy))

(y esiste per la (3.14); si ha ¢(u) — ¥(y) < 0 per la (2.16) quindi =
esiste ed & unico per le (2.15), (2.16)).

LeMya 5. - DY'_) = R'; per ogni we R' si ha

' Il‘y)
V(y)

(4.4) V' _(w) = V0wt + V()] ]
N, y tali che valgano (4.2), (4.3).

Dru. - Essendo y e D(}”) si avra (che {"(y) esiste, coincide con
$”_(y) e per la (4.1) verifica la relazione):

V) Y o Yoy b+ i)
‘l"(y) W———20 "b(wl) We=1)—{x)—>—00 kP(WQ + ‘I’(x))

b (s Yo, + Yow)
= fofr. (23) Tim oo, +9{@)

Si avra inolfre (che poiché D{Y') = R! {'(x) esiste, coincide con

V' _(x) e, per la (2.20), verifica la relazione):
, . Ww, + V()
1 V()] = lim T T*
1+ ¢'@)] o )

e dalle due relazioni ottenute segue

' Vly) _ 2 P+ Pu)
VOt + ¥l gy = e Iim
quindi, per la (4.1), ¢”_(u) esiste e verifica (4.4). c.v.d.

TeEorREMA 6. - D{{") = R'; u-— " (u) e CORY).

Diym. - Bastera (cfr. (1.16)) dimostrare la continuita di "(u); e
tale continuith segue ovviamente dalla (4.4): se si fa variare u in
un intervallo [a, b] e se in (4.2) si & fissato, una volta per tutte,
Yy < @, al variare di % in [¢, b] a dato da (4.3) varia con conti-
nuitya; e ¢'(u), ¢'(x) variano con continuita (cfr. (3.11)). c.v.d.

Si & cosl ottenuta la (1.13) ed il teorema 1 & completamente
dimostrato.

Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M.T.
'8 marzo 1967



