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Connexions invariantes sur des espaces
riemanniens & métrique indéfinie 4 conrbure constante

Marius 1. Stoxa (Bucarest) (¥)

Résumé. - On détermine les connexions affines invariantes sur des espaces
riemanniens Vy, Vi et V, & métrique indéfinie & courbure constante.

Soit V, un espace riemannien & métrique
(1) ds* = a,,da’daxt, B i=1,.., n

et dont le groupe de mouvements est le groupe G, défini par les
opérateurs

i
Xnf = sh;)ifs (h=1,.., 7).
La connexion afline I’;kest invariante sur l’espace V, si
2 rt ! i ~i 8 i ] r i
) 0fn = &3,k + Upediin + Tardifn — TjrdSn -

Si nous notons par I_“;k la connexion de Lrvi-Crvira attachée
4 'espace V, (1), ¢’ est-a-dire

P ==L

alors la connexion f‘;k est une solution du systéme (2), donc est
une connexion invariante sur l’espace V,,. En supposant que le

systéme (2) admet une autre solution I‘;k:|:T";.k, nous netons
R=daP,;, R=da"P;, T=d(N,T} - T;)

olt a” sont les réciproques des éléments a,; et

I‘“- + rh'
2 b

l
Py = (Fij = Fill)’

(*) Une version en langue roumaine va paraitre dans «Studii si cer-
cetari matematice».
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I‘;,d étant le tenseur de courbure de la connexion I‘;}c et
i 1 mk
T, = Ty, Ty = Ty Ty

ot nous avons noté T =T, — T}y.
G. TALLINI a démontré [5] que si

R—-—R—T=0,

la connexion I“;k est compatible avec un espace riemannien V,
compact et orientable.

G. VRANCEANU a montré |6] que, sur un espace V, & métrique
définie & courbure constante négative il n’ existe aucune connexion
invariante au groupe G, de mouvements de 1’espace en outre de
la connexion de LEvi-Civira attachée & 1’espace. Dans une étude
antérieure [1], nous avons démontré une propriété analogue pour
Vespace V, & courbure constante positive et nous avons déterminé
les connexions affine invariantes sur un espace V, & métrique
définie & courbure constante et sur un espace V, & métrique dé-
finie ayant un groupe de mouvements G,. Dans les études [2] et
[3] nous avons déterminé les connexions invariantes sur un espace
V; a métrique défini ayant comme groupe total de mouvements
uu groupe &, transitif, respectivement intransitif.

Dans cette étude nous déterminons les connexions invariantes
sur les espaces V;, V; et V, & metrique indéfinie & courbure cons-
tante.

I

Soit V, un espace riemannien & métrique indéfinie & courbure
nulle, dont la métrique est

) ds? = (dat)2 — (dw?)e.

Le groupe de mouvements de cef espace est défini par les
opérateurs

Xf=af Xef=0f, X[f=a%f+ aaf.
Pour h =1, 2, le systéme (2) nous fournit

I'jk = ajk, (ajk = const).
Avec ces valeurs, le systéme (2) & % = 3 nous fournit

ri = 0.
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Done, nous avons le

TrEorEME 1. - 1l %’ existe aucume connexion invariante sur
U espace riemannien V, & métrique indéfinie et courbure nulle.

Nous considérons maintenant un espace V, &4 métrique indéfi-
nie & courbure constante positive I > 0. Nous pouvons écrire la
métrique de cet espace sous la forme [4] (?)

(d2t) — (da)?

Ktx?)‘.'

4) ds? =

Le groupe de mouvements de cet espace est défini par les
opérateurs [4] (%)

Xif=af, Xof =[(=")2 4 (@°)]0,f + 20'x20,f,
Xif = wto f + aeof.

Pour h =1, le systéme (2) s’ écrit

e _

1 k]

ox
donc

T = Tjla?).
En remplacant cette valeur dans le systéme (2) pour h = 3,

i
. Ak .
;k = #, (a}k = const).
Enfin, le systéme (2) & 2 = 2 nous fournit

gl o g gl g? — gl —
gy = Qg = Apy = 0y = U, Oy, = Oy = 0, = @3 = 1.

Done, la connexion invariante sur ’espace (4) a les composantes

Fh = F§2 = Ffz = FSI =0, Fie = Féi = rii = ng =1L

Cette connexion est identique & la connexion de LEvI-CIviTa
attachée a 1’ espace (4).

(!) Page 603.
(¢ » 607,
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Pour l'espace V, & métrique indéfinie & courbure constante
négative K < 0 qui a la métrique [4] (%)

e (07 — (ds?
R— Py

et le groupe de mouvements défini par les opérateurs [4] ()

Xif = 0of, Xof = &'ouf + @°0af, Xof = 2x'wdif + [(®') + (2)?]oef,

nous obtenons un résultat analogue.
Il en résulte le

THEOREME 2. - La seule connexion affine invariante sur un
espace V, a mélrique indéfinie a courbure constante mon nulle est
la connexion de Levi-Civita attachée a U espace.

II

Nous considérons maintenant les espaces V; & métrique indé-
fini & courbure constante.

Soit V, un espace riemannien & métrique indéfinie & courbure
nulle qui a la métrique

®) ds? = (dx')? + (dx?)* — (da?)™.

Le groupe de mouvements de cet espace est définie par les
opérateurs [4] (%)

Xf=af, (=1, 2 3), Xif = 220, — %0,
Xf = @of +2%f,  Xof = 2'f + 2%f.

Pour h =1, 2, 3, le systeme (2) nous fournit

Fj-k = a,jk , (const).

En remplagant ces valeurs dans le systéme (2) pour h=4,5, 6
nous obtenons
1 gl gl — gl — )l — gl — gl — g2 — 2 — 2 — 2 — 2 —
Qyy == gy = Qg = Ay = Qgy = Oy = Cyy == Oy = Uy = Qg = Oy == Oy ==
2 2 Y A3 43— 43 N3 43— g3
Qg = Ogy = Qgy = Oy = Oy = Gy = A = U3 = Ay =,
| S i __ 2 42 3 _ 3
Oz = — O3y == — Q3 =y = — Uy = Q.
(3) Page 60.

¢) > 611
¢) » 61l
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Done, si nous notens a!;=2 la connexion affine invariante
sur I’espace (5) a les composantes

l‘§3 = r:‘%? = - Ffs = I‘él = r:z = F:*z}( =X

les composantes non écrites étant nulles.

La connexion de Levi-Civira attachée & 1’espace (5) a toutes
les composantes nulles.

Avec ces valeurs nous avons

R=6k2, R=0, T=6)
donc

R—RBR—-T=0.

Il en résulte que les conmexions affines inmvarianies sur un
espace V, a métrique indéfinie et courbure nulle dépendent d’une
constant arbitraire, étant compatible avec un espace V, compact et
orientable.

Nous considérons maintenant un espace V; & métrique indéfi-
nie & courbure constante positive KX > 0. Nous pouvons écrire la
métrique de cet espuce sous la forme [4] (¥)

(da')® + (dx®)? — (da?)?
K(sc3)2 :

(6) ds? =
Le groupe de mouvements de cet espace est défini par les
opérateurs [4] (7)

Xit=af, Xof=0f, Xf=wzaf, G=1,23), Xf=ax%[f—x"0f
Xof = [(®") — (&%) + (@]of + 2x0'@%:f + 22'2’,f,
Xof = 2x'2®0,f 4 [ — (®")® + (@2 4 (2°)]22f -+ 20°x%0,f.

Pour h =1, 2, le systéme (2) fournit
rjk = ij(xs)l

laquelle, remplacée dans le systeme (2) avec h =3, nous conduit &

Ty = -22, (a;k = const).

(°) Page 603.
() » 611.
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Avec ces valeurs, le systeme (2) pour h =4, 5, 6, nous fournit

f 2 2 2
QL =0,= 0} =), =0}, = A},=0} =0} == =aly==a}, =a=a},=0),
PO S S 3 3
Qi = Ay = Gy = A, = O, = A, = a3 = 1,
Lo - 2 __ 2 a8 __ 3
Qyg = — Qg = — Q3 == Qyy = — A = Ay .

Si nous notons a!;=AX, la connexion affine invariante sur ’espace
() a les composantes

1
= =T, =T}, =T} =T, =T} = 5,

1 | S 2 -T2 — 3 T — —
Fﬁs—_‘raz'— —Fis—rax—_rn—ret—xa’
les composantes non écrites étant nulles, Pour X =0, nous obtenons
la connexion de LEvi-Crvira attachée & 1’ espace (6).
Avec ces valeurs nous avons

R=6K(14+12), R=6K, T=6K\X

donc

Il en résulte que les comnexions affines invariantes sur un
espace V, a métrique indéfinie et courbure constante positive dépen-
dent d’une constante arbitraire, étant compatible avec un espace
V, compact et orientabdle.

Nous obtenons un résultat analogue pour I’ espace V; & métrique
indéfinie & courbure constante négative.

Done, nous avons le

TaBOREME 3. - Les connexions affines invariantes sur un espace
V, & métrique indéfinie & courbure constante, dépendent d’ une cons-
tante arbitraire, étant compatible avec un espace V, compact et
orientable.

IT1

Nous considérons maintenant les espaces V, a métrique indé-
finie & courbure constante.

Soit V, un espace riemannien 4 métrique indéfinie & courbure
nulle. La métrique d’un tel espace peut étre réduit & deux formes

(7) ds? = (dx'}? 4 (da?)® + (da’p — (dap?
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et
(7) ds® = (dx')2 4 (da®)2 — (da?)2 — (dz*)2.

L’ espace (7) a comme groupe de mouvements le groupe défini
par les opérateurs [4] (%)

Xf=2af, i=1,.., 4), Xif=auf—a'0f, Xof =a°0f— 2%,
Xof = @tof — @0, Xof =@af + @t Xof =z'af + a%f,
Xyof = a0, + x*2.f.

Pour h =1,..., 4, le systéeme (2) nous fournit
l‘jk = a;k, (const).
En remplacant ces valeurs dans les systéme (2) pour h =5,
<., 10 nous obtenons
a-j"k = 0.
Donc, 4l w’existe aucune connexion invariante sur U espace (7).

Nous obtenons un résultat analogue pour 1’espace (7').
Il en résulte le

TrEOREME 4. — Il n’existe aucune connexion invariante sur les
espaces riemanniens V, & mélrique indéfinie et courbure nulle.

Soit maintenant un espace V, & métrique indéfinie & courbure
coustante positive K > 0. La métrique d’un tel espace peut &tre
réduit & I’une des deux formes suivantes [4] (°)

(dx')? 4+ (dx®)? + (da?)? — (dxt)?

{8) ds? = K(aﬂ,z
on
@) gse — 3 + (da) — (daf) — (da?

K(x4'2

Le groupe de mouvements de 1’espace (8) est défini par les
opérateurs [4] (!9

Xjf= jfa (.7 =1, 2} 3), X4f= xgalf— mla2f: X5f= xaa2f““wzaaf7

(%) Page 611.
(°) » 603
(" » 607
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X[ = a30,f — x'3,f, X, = xa.f, (¢=1..., 4),
Xyf = [1@') — @) — (&%) + (@)10,f + 2200, f + 220, f + 2w'a'd,f,
Xof =2x 220, f + [— (') + (2%)2 — (%) + (2*)*]oof + 20630, f + 222, f,
X,of = 2200 4 2009, [— (@) — (@) + (@) + (@t + 20,

Pour =1, 2, 3, le systéme (2) nous fournit
;k = F;.'k(xii)-

En remplacant cette valeur dans le systéme (2) avec h =7,
nous obtenons

az

13 1k [

k=g (“;k = const).
x

Enfin, le systéeme (2) pour h =4, 5, 6, 8 9, 10 nous fournit
t gl 2 2 o3 __ 8 o4 4 4 4
Qyy == Qg = Q3 = Uy = Q)4 = Qg = U} = Uy = Qg3 = Ay, = 1,

les autres constantes étant mulles.
Les composantes non nulles de la connexion invariante sur
I’espace (8) sont donc

Dy=Ty =T, =T,h=I}=0, =0} =T}, =T, =T}, = 57

Cette connexion est identique & la connexion de Levi-Crivira
attachée & 1’espace (8).

Done, la seule connexion affine invariante sur I espace (8) est
la connexion de Levi-Civita attachée & U espace.

Nous obtenons des résultats analogues pour Pespace (8') et pour
les espaces V, a métrique indéfinie & courbure constante négative.

Il en résulte le

TEEOREME 5. - La seule connexion invariante sur un espace V,
a métrique indéfinie & courbure constante non nulle est la connexion
de Levi-Civita attachée a Uespace.
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