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Trasformazioni puntuali osculabili con trasformazioni
quadratiche biiotere.

LÜIGI CAVALIERI D'OKO (Bologna) (*).

Sunto. - Si dà una condizione necessaria e sufficiente affinchè una trasfor-
maeione puntuale T, moltiplicata per un3 opportun a omografia, sia
osculabile, in una coppia regolare, con una tras formas ion e quadratica
b tintera.

1. - Nel presente layoro si dimostra clie :

Condimone necessaria e sufficiente affinchè una trasformazione
puntuale T, moltiplicata per un'opportnna omografia, sia osculabile}

in una coppia regolare (0, 0'), con una trasformazione quadratica
biintera Tq ('), è che Ie direzioni caratteristiche della T presentino
uno dei seguenti casi

1°) Due piani di vette caratteristiche la ctii retta d) intersezione
è tripla corne retta caratèeristica ;

2°) Un piano doppio di rette caratteristiche, essendo una retta
di tale piano tripla corne retta caratteristica;

3°) Un piano di rette caratteristiche, essendo tina retta di tale
piano quadrupla corne retta caraiteristica;

4°) Le sette rette caratteristiche coïncidentie tale coincidenza
avveiiendo come è descritto nel seguito.

Nel n. 2 si cerca la configurazione delle rette caratteristiche
delle trasformazioni quadratiche biintere Tq e si trova che essa
puö essere soltanto dei quattro tipi suddetti. Questo dimostra che
la condizioiie è necessaria (*).

(*) Lavoro eseguito nell'ambito deH'attività del Grruppo di Ricerca
Matetnatica n. 26 del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(*) Si veda: M. "VILLA, Un'osservasione sidla geometria affine delle
trasformazioni puntuali, Bollettino delPUnione Matemalica Jtaliana, Ser,
III , Yol. 19, p. 54 (1964).

(2) Infatti se una T è osculabile con una Tq, la T ha Ie stesse rette
caratteristiche della Tq; e ciö avvieue anche se la T è moltiplicata per
un'omografia qualunque.
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Nel n, 3 si determinano, in una coppia regolare (0, 0'), Ie
equazioni delle trasformazioni puntaali T, fra due spazi affini Az

ed Af
z, aventi Ie direzioui caratteristiche di ciascuno dei quattro

tipi suddetti. Si vede che ciascuna delle T trovate è osculabile in
(0, 0') con una trasforniazione quadratica T' che possiede, fra Ie
quadriche del sistema omaloidico di A^ un piano TZ contato due
volte (e quindi la superficie jacobiana delïa T è costituita dal
piano TT contato quattro volte). Segue subito che il prodotto O • T,
ove Ü è una qualunque delle omografie che trasformano il piano
7T nel piano improprio, è osculabile in (0, 0') con una Tq, Resta cosï
dimostrato che la condizione è anche sufficiente.

2. - Una trasforniazione puntuale è quadratica biintera quando
e solo quando le sue equaziom, a meno di affinità, si possono
scrivere nella seguente forma canonica

a) 2/j = x% a') y% = xt

y% = xi Vz = xz
(i)

yï = xi + x%xz yi = xx + x\

b) yt = ^2 + ^3 c) y% --= xt + x\

Le rette caratteristiche in (0, 0 ) della Tq di equazioni (l)a)
sono Ie rette comuni ai coni cubici che si ottengouo annullando
la matrice

Ju | 2 ' 3

xtxz 0 0

Una delle tre equazioni è identicamente soddisfatta e Ie altre due
sono

(2) XoXz = 0. x%xl = 0.

I due coni (2) sono degeneri, perché si spezzano in due piani.
di cui uno è doppio. I due piani x% = 0 e xz = 0 sono comuni ai

(3) Le a), a') rappresentano una ^2,2; le b) una ^2,3; Ie c) una T^±. Si
veda: L CAVALILMU D'ORO, Le tras for mas toni quadratiche bnntere fra
due spazi tridimensionah, Atti Sern* Mat. e Fis , Univ. Modena, Yol. X1V?

p 58, (1965)
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coni (2) e quindi sono piani di rette caratteristiche. Il piano residuo
è il piano xt = 0 per il primo cono e xz = 0 per il secondo, Segue
che la retta x% = x3 = 0, comune a tali piani, è retta caratteristica.
Si osservi che tale retta coincide con la retta intersezione dei due
piani caratteristici.

Si tratta dunque del caso di due piani distinti di rette carat-
teristiche |4) in cui perö l'ulteriore retta caratteristica appartiene
ad entrambi i piani ed è quindi tripla corne retta caratteristica: Ie
direzioni caratteristiche sono cioè quelle del caso 1°) del n. 1.

Per brevità nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratfceristiche configurazione di tipo a).

Le rette caratteristicbe in (0, 0') della Tq di equazioni (l)a')
sono Ie rette comuni ai coni cubici x2 = 0 e x\xz — 0. Si tratta
di due coni degeneri ciascuno dei quali si spezza nel piano x% = 0
contato due volte che quindi è piano doppio di rette caratteristiche;
il terzo piano di tali coni è il piano x2 = 0 per il primo e xz — 0
per il secoudo. Segue che la retta intersezione di questi due piani
è retta caratteristica: tale retta appartiene al piano doppio di rette
caratteristiche.

Si tratta. dunque del caso di un piano doppio di rette caratteristi-
che in cui perö 1' ulteriore retta caratteristica appartiene a tale
piano ed è quindi tripla corne retta caratteristica: Ie direzioni
caratteristiche sono cioè quelle del caso 2°) del n. 1.

Per brevità nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurazione di tipo a').

Le rette caratteristiche in (0, 0') della Tq di equazioni (l)b)
sono Ie rette comuni ai coni cubici che si ottengono annullando
la matrice

x1 xt x

xtxz x3 0

Le loro equazioni sono

(3) ^{x\xz ~ &t) = 0, xxx\ = 0, x\ = 0.

Poichè il piano xz — 0 appartiene a ciascuno dei coni (3) esso
è piano di rette caratteristiche. Le ulteriori rette caratteristiche

(4) Si veda: GK M^UTINT, Bicerche locali stille trasformaeioni puntuali
tra due spazi nella geometria affine, Atti dell'At-cademia delle Scienze di
Bologna, Ser. XI, Vol. 10, p. 217, (1963).
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sono Ie rette comuni ai coni quadrici

(4) x^x% — #2 = 0,

(5) x%x% = 0 ,

(6) xl = 0.

Segando i tre coni quadrici cou il piano improprio x4 = 0 si
ottengono Ie tre coniche 14), (5), (6). Il punto JS(1, 0; 0) è semplice
per la conica (4) e doppio per Ie coniche (5) e (6); inoltre Ie tre
coniche sono tangenti in S. Dimque il punto S è triplo come punto
intersezione delle tre coniche: infatti V Et in S della conica (4) è
{avendo posto xx = 1)

2
in\ ry. O"
1 ( 1 «v a iA^2

e tale E% appartiene anche alle coniche (5) e (6). Segue che la retta
xt = x% = 0 è tripla come retta caratteristica: essa si ottiene pro-
iettando da 0 VE% (7) avente centro in S^{i, 0, 0, 0) e tangente in
Sco alla retta cc3 = xA = 0, poichè tale retta appartiene al piano di
rette caratteristiche x3=Q, essa è quadrupla come retta caratteristica.

Si tratta dunque del caso in cui vi è un piano di rette carat-
teristiche (5) in cui porö Ie ulteriori tre rette caratteristiche coinci-
dono e appartengono al piano: Ie direzioni caratteristiche sono
cioè quelle del caso 3°) nel n. 1.

Per brerita nel segaito chiarneremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurasione di tipo b).

Cerchiamo infine la configurazione delle rette caratteristiche
in (0, 0') della Tq di equazioni (ljc). Considerata la matrice

2 2 O

Ie rette caratteristiche sono Ie rette comuni ai coni cubici

yö) XiX)Q ~~~ X% "^~' G&XQX? — \/j *^p\^'2 ï *̂*̂ s if — ^j X$ — lij

e quindi a tutti i coni della rete individuata da questi tre

(9) Ixl + \L{X\XZ + %x%x\) + v(ax2X3 + X2 — xxx\) = 0.

Segando i coni (9) con il piano improprio si ottiene una rete
di cubiche piane. Posto, come è lecito, v = 1, xl = 1? la rete di

(5) Si veda: G- MARTINI, op. cit nella (4), pag. 213.
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cubiche si scrive

(10) x\ = Axl + x] + (ji. + a)x2#3 +

Le cubiche della rete (10) hanno in A(l, 0, 0) una cuspide e la
tangente cuspidale xz = 0 in comuue. essendovi un punto comune
ai rami del 2° ordine, oltre ai sei dovuti alla coincidenza delle
tangenti cuspidali (6).

Si conclude quindi che nella Tq di equazioni (l)c) la configura-
zione delle rette caratteristiche in (0, 0') è la seguente: Ie sette
rette caratteristiche coincidono, la coincidenza avyenendo nel modo
sopra descritto (7); Ie direzioni caratteristiche sono cioè quelle del
caso 4°) del n. 1.

Per brevità nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurazione di tipo c).

3. - Consideriamo ora una trasformazione puntuale T fra due
spazi affini A3 ed A'3 e sia 0, 0' una coppia regolare di punti
corrispondenti. Introdotti nei due spazi due sistemi di coordinate
cartesiane (xx, a58, x$ in A3 e y{, y%, yz in A'z) di origini (0, 0') Ie
equazioni della T, neirintorno di (0, 0), si possono sempre scrivere,
con una conveniente scelta degli assi cartesiani

anxî + at%x\
+ 2auxtxt + [3]

+ 2bnxlxt + 2bizxix3 +
+ ^buxlx9 + [31

[3]t

(6) Considerate infatti due cubiche qualunque della refe (10), ottenute
per i valori AfJ \xt e A2, \i2 dei parametri X e \x si trova che il risultante
delle loro equazioni è

essendo p{, p2, pZ7 p4 funzioni razionali di Xit \it, X2, \±2 • Osservando che
p4 — (yM — >.2) (fjit — jju)2 e quindi in generale è p4^=(), si couclude che due
cubiche quaLunque della rete hanno riunite in A sette intersezioni.

(7) Sulla coincidenza delle sette rette caratteristiche di una trasformazione
puntuaïe fra due spazi ordinari, si veda: L. MURACCHINI, AIcune propriété*
in grande deïle trasformazioni pitntuali fra spazi, Bollettino delFUnione
Matemaiica Italiana, Ser I I I , Vol. 7, p. 127, (1952).
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Ie a, 6? c, essendo costanti e indicando con [3] Pinsieme dei termini
di grado > 2 negli sviluppi in serie di potenze (8).

Nella coppia (0, 0') Je equazioni complessive delle rette carat-
teristiche deJla T di equazioni (11) si ottengono uguagliando a
zero la matrice

ft y ?2Î ^2Ï essendo i gruppi dei termini di 2° grado delle (11). Quindi
Ie rette caratteristiche sono Ie rette comuni ai tre coni cubici

(12) x^-x%ft = 0

(13) x$t — xzft = 0

(14) x£% - x#% = 0.

Cerchiamo ora Ie condizioni affinchè la T di equazioni (11) abbia
la configurazione di tipo a).

Affinchè la T abbia due piani di rette caratteristiche, essi
dovramio apparteuere a ciascuno dei tre coni. Assunti tali piani
come piani x% = 0 e xz = 0 dovrà essere

a'it = ^ 3 3 ~ "11 = = °id = ^33 = C\l = C 12 = = C 22 = = " ,

(15)
a11 = 26 J 1 =2c l l , 6SÎ = 2a12, cll = 2a l l .

Per Ie (15Ï, Ie (12), (13), (14) diyengono

Ciascuno dei coni (16}, (17). (18) si spezza dunque, oltre che nei
piani xt = 0 e x% = 0, in uu terzo piano. Questi tre ulteriori piani
appartengono ad uno stesso fascio e quindi Passe r di tale fascio
è retta caratteristica per la T; Ie equazioni di r si possono scri-
vere, supposto a23=|=0(9)

a ï3 btz — a l 3 Cj3 - a18

(8) Si veda: M. VILLA, Le tras forma stoni puntuali fra due spazi lineari
L Intorno del 2° ordine, Eend. dell'Accaderaia ISfuzionale dei l/incei, Ser
VIII . Vol. 4, p. 60, (1948).

|9) Se fosse a23 = 0 la retta r ppparterebbe al piano ^ = 0 e quindi
non potrebbe coinuideie con la x^^=oc^ —0.
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La r coincide con la xt = xz = 0 d'intersezione dei due piani di
rette caratteristiche se

(19) a13 = 6î3î a12 = c23.

Per Ie (15) e (19) Ie equazioni (11) della T divengono

Vi = xi{^ + «n^i + btixt + cnx3) + 2anx%xz 4- [3]

(20) yt = xt{l + anxx + bi%xt + cnxz) + [3]

V2 = «»(1 + «11»! + &«#* + C33̂ 3> + [3].

Le (20) sono le equazioni della T cercata. La T è osculabile,
nelPintorno di (0, 0'), con la seguente trasformazione quadratica T'

x,fl - q,,ae, — b^x2 ~ cuxz) + 2at^x%

(21) y% =

2/3 =

La T' (21) possiede fra Ie quadriche del sistema omaloïdico oo3

di Az che corrispondono proiettiyamente ai piani di A'è, il piano
1 — ailxl —bnx t — c3jX3 = 0 contato due yolte e ciö porta corne
conseguenza che la superficie jacobiana della T' è costifcuita dallo
stesso piano contato quattro volte.

Da quando précède si ha che il prodotto Q • T' oye Cl è una
qualunque delle omografie che oonservano V origine e trasformano
il piano 1 — anx, — b%lx% — c33x3 = 0 nel piano improprio (10^ è una
trasformazione quadratica Militera.

Considerata ad esempio Tomografia fl

X, =

'"* f X2 — . E I y f A"~1T t ~ 'T""

X , =

a,,X,

(") Di tali omografie ve ne sono oo9, cioè il prodotto di una qualunque
di esse per una centro-affinifà. di centro 0.
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si ha che il prodotto Q • T' è

(23) y t = X%

y = X*.

Le (23) sono appunto le equazioni di una trasformazione qua-
dratica biintera Tq\ infatti esse, a meno di affinità, coincidono
con le (l)a).

Segue immediatamente che la Tq di equazioni (23) oscula il
prodotto dell' omografia Ü di equazioni (22) per la T di equazioni
(20): infatti T oscula T e quindi CL- T' oscula Q. T. Essendo poi
Tq = n • T', segue ehe Tg escula fl. T.

Consideriamo ancora la T di equazioni (11): procedendo analoga-
mente a quanto fatto nel caso précédente si trova che essa ha la
configurazione di tipo a') se

«23 = »33 = &11 = bli = &33 = C l l = C12 = ?%t = O î

(24)
an = 2bn = 2c13, K - âa l2 = 2c„, c33 - 2a13 == 2B„,

avendo scelto corne piano doppio di rette caratteristiche il piano
x2 = 0 e corne ulteriore retta caratteristica appartenente a taie
piano la retta xt = xz = 0.

Per le (24) le equazioni (11) délia T divengono

y, = ^(1 + an», + &82o;, + c33x3) + a22xs + [3]

(25) yt = a?x(l + aux, + b%%x% + c33x3) + [3]

y3 = O58(l + ^ii^i + 6«a;â + c33 3̂) + [3].

La T di equazioni (25) è osculabile in (0, 0) con la seguente
trasformazione quadrafcica T'

y =
— alxxx — 62ix2 —

che possiede il piano doppio (1 — auxx — bnx2 — cnxzy = 0 fra le
quadriche del sistema omaloidico fondamentale di A3. Segue che

15
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il prodotto Q, • T', OTe O è uua qualunque délie omografie che
trasformano il piano improprio nel suddetto piano, è una trasfor-
mazione quadratica biintera.

Consideiata anche ora l'omografia d. di equazioni (22), si ha
che il prodotto H • T', essendo T' la trasformazione quadratica di
equazioni (26), è

yl = X^ + astXl

(27) yt = Xt

Le (27) sono le equazioni di una trasformazione quadratica
biintera Tg: infatti esse, a meno di affinità. coincidono con Ie (l)a').
Segue immediatamente che la Tg di equazioni (27} oscula il pro-
dotto deiromografia (22) per la T di equazioni (25).

Considerata ancora la T di equazioni (11) cerchiamo Ie condizioni
affinchè essa abbia la configurazione di tipo b).

Sarà sufficiente imporre ai coni cubici (12), (13), (14) di contenere
uno stesso piano a; inoltre i coni quadrici ottenuti prescindendo
dal piano oc dovranno oscularsi lungo una retta r del piano a ayendo
nei punti di r come piano tangente lo stesso piano a.

Scelto il piano x3 = 0 come piano ot si ha

(28) a„ = 611 = cn = c u = c„ = 01 a n = 26ltJ &2S = 2aJ2,

e quindi Ie equazloni (12), (13), (14) dei coni cubici divengono

l \ 2(bn — an)xxx^ = 0

(29) x3[a33xz — (c33 — 2a13)a51ac3 — 2(c13 — bli)xL +

+ O/7 sy* sy* 9(/» / ï l̂ V* O™ ~l (\
l ï 2 » \ v 2 ö ^^ 1X /̂  1 2J

2 2

Scelta poi come retta r la retta xt = a;3 = 0, i coni quadrici,
ottenuti dalle (29) prescindendo dal piano #3 = 0, contengono la r se

(30) bn = 0, &12 = c13;

hanno come piano tangente lungo la retta r il piano a se

(31) a i 3 = ^23 ? fljs = c 2 3 ;

infine si osculano lungo la r se

(32) c33 = 2a13.
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Per Ie (28), (30), (31), (32) Ie equazioni (11) della T divengono

yx = 05,(1 + auaïi + bttxt + cnxz) + 2aux%xz + aux\ + [B]

(33) y% = x%{l + alxxx + h%tx% + c^xz) + bnxt + [3]

2/3 = #i(l + «n^i + 6 » « Ï + cnxz) + [3].

Le (33) sono dunque le equazioni della T cercata. La T è oscu-
labile, neirintorno di (0, 0'), con la seguente trasformazione qua*
dratica T'

_ asi(l — anXi — bitx% - c33x8) + 2anxtx3 + anxl
y

= x.(l — ax,xx - btlxt — cnx3) + bnx\
{ ] V* (1 - anxx — b%%x% — cux,Y

Anche ora, come nei casi precedenti, il prodotto delFomografia
Vt di equazioni (22) per la T' di equazioni (34) è una trasformazione
quadratica biintera Tq Ie cui equazioni sono

(35) yt = Z2 + 633Zl

2/3 = ^ 3 -

Bsse infatti coincidono, a meno di af fini ta, con le (l)b). Segue quindi
che la Tq (35) oscula il prodotto delPomografia (22) per la T di
equazioni (33).

Cerchiamo infine le condizioni affinchè la T di equazioni (11)
abbia la configurazione di tipo c).

Imponendo dapprima alle cubiche piane^ ottenute segando i
coni cubici (12), (13), (14) con il piano improprio x4 — 0, di avere
in A(U 0, 0) una cuspide e la stessa tangente cuspidale che sceglie-
remo come retta xz = 0, si ottiene

/t>fi.
 hn = 613 = c n = Ci2 = C22 = 0, au = 2 6 U = 2 c l s ,

(ob)
62ï = 2a12 = 2c23, al3 = 623.

Imponendo infine alle cubiche piane della rete individuafö»
dalle tre suddette di avere in A una settima intersezione, oltre alle
sei dovute alla coincidenza delle tangenti cuspidali, si ottiene
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Per le (36), (37) le equazioni (11) délia T divengono

yl = 05,(1 + anxt + b%%x% + eux3) + a%%x\

[3}

(38) y% = x%{\ + alxxx + b%tx% + cnxz) + bnx\ + [3]

y* = »a(l + «n^i +&22^2 + 3̂3̂ 3) + [3]-

Le (38) sono dunque le equazioni délia T cercata. La T (38) è
osculabile, neli'intorno di (0, 0'), con la seguente trasfornaazione
quadratica Tf

=

^ agg(3 — qlïag1 — b2^x2 - cnxz)

Poichè 1̂  T (39) possiede fra le quadriche del sistema om&loidico
fondamentale di A< il piano doppio (1 — auxx — b2Sxt—0^00^ = 0,
il prodotio per essa di un'omografia qualunque che trasformi detto
piano nel piano improprio, è una trasformazione quadraticabiintera.

Ad esempio i\ prodotto îl • T', essendo Q V omograîia

(40) yt = X, + bnXl

e le (40) sono le equazioni di una trasformazione quadratica biintera
Tq: infatti, a meno di affinità, coincidono con le (l)c).

Segue dunque subito che la Tq (40) oscula il prodotto dcU'omo-
grafia (22) per la T di equazioni (38).

JEtesta cosï dimostrato che la condizione del n. 1 è anche suf-
ficiente.

Pervenuta aîïa Segreteria déll' U. M. I .

il 9 fébbraio 1967.


