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Trasformazioni puntuali osculabili con trasformazioni
quadratiche biintere.

Lurer CavaLniErl 0’ Oro (Bologna) (*).

Sunto. - Si da una condizione necessaria e sufficiente affinché una trasfor-
mazione puntuale T, moltiplicata per un’ opportuna omografia, sia
osculabile, in una coppia regolare, con una trasformazione quadratica
biintera.

1. - Nel presente lavoro si dimostra che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché una trasformazione
puntuale T, moltiplicata per un’opportuna omografia, sia osculabile,
in una coppia regolare (0, 0), con wna trasformazione quadratica
biintera T, ('), e che le direzioni caratteristiche della T presentino
uno dei sequenti cast

1°) Due piani di rette caratteristiche la cui vetta d intersezione
& tripla come retla caratieristica;

2% Un piano doppio di rette caratieristiche, essendo una refla
di tale piano tripla come retta caratieristica;

3% Un piano di rette caratteristiche, essendo una retta di tale
piano quadrupla come retta caraiteristica;

4°) Le sette rette caratieristiche coincidenti, tale coincidenza
avvenendo come & descritto nel seguito.

Nel n. 2 si cerca la configurazione delle rette caratteristiche
delle trasformazioni quadratiche biiniere 7, e si trova che essa
pud essere soltanto dei quattro tipi suddetti. Questo dimosira che

la condizione & necessaria ().

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
Matematica n. 26 del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

{!) Si veda: M. ViurLa, Un’osservazione sulla geometria affine delle
trasformazioni puntuali, Bollettino dell’ Unione Matematica Italiana, Ser.
I1I, Vol. 19, p. 5% (196%),

(?) Infatti se una T @& osculabile con una T,, la T ha le stesse rette
caratteristiche della T,; e ¢id avviene anche se la T & moltiplicata per
un’omografia qualunque.
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Nel n. 3 si determinano, in una coppia regolare (0, 0, le
equazioni delle trasformazioni puntuali T, fra due spazi affini A4,
ed A4;, aventi le direzioni caratteristiche di ciascuno dei quattro
tipi suddetti. Si vede che ciascuna delle T trovate & osculabile in
(0, 0') con una trasformazione quadratica T’ che possiede, fra le
quadriche del sistema omaloidico di 4,;, un piano = contato due
volte (e quindi la superficie jacobiana della 1" & costituita dal
piano = contato quattro volte). Segue subito che il prodotto Q- T,
ove Q & una qualunque delle omoygrafie che trasformano il piano
= nel piano improprio, & osculabile in (0, 0') con una T,. Resta cosl

dimostrato che la condizione & anche sufficiente.

2. - Una trasformazione puntuale & quadratica biintera quando
¢ solo quando le sue equazioni, a meno di affinita, si possono
scrivere nella seguente forma canonica

Y =X, -+ Xy Xy ?anxl“f‘xz
a) Y, =2, a) Yy =,
Y = X3 UYs = X4
(1) 2
Y, =%, + 2,2, Yy =%, + L2 + 22,%,
b) yz=x2+x§ c) ys=x2+x§
Yy = Xy Ys = x; ()

Le rette caratteristiche in (0, 0) della T, di equazioni (1)a)
sono le rette comuni ai coni cubici che si ottengono annullando
la matrice

x, x, £y
,%, 0 0

. s

Una delle tre equazioni & identicamente soddisfatta e le altre due
sono

2) Xaxy =0, x,x5 = 0.

I due coni (2) sono degeneri, perche si spezzano in due piani.
di cui uno & doppio. I due piani x, =0 e x; =0 sono comuni ai

{3) Le a), a') rappresentano una 7s2; le b) una 7Tb3; le ¢) una 7.4. Si
veda: i Cavarvisrit D’'ORrRO, Le trasformaziont quadratiche buntere fra
due spazi tridvmensionali, Atti Sem. Mat. e Fis, Univ. Modena, Vol. X1V,
p 58, (1965)
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coni {2) e quindi sono piani di rette caratteristiche. Il piano residuo
¢ il piano x, = 0 per il primo cono e x; = 0 per il secondo. Segue
che la refta x, = x, = 0, comune a tali piani, & retta caratteristica.
Si osservi che tale retta coincide con la refta intersezione dei due
piani caratteristici.

Si tratta dunque del caso di due piani distinti di rette carat-
teristiche (‘) in cui perd 1’ulteriore retta caratteristica appartiene
ad enframbi i piani ed & quindi tripla come retta caratteristica: le
direzioni caratteristiche sono cioé quelle del caso 1°) del n. 1.

Per brevita nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurazione di tipo a).

Le rette caratteristiche in (0, 0') della T, di equazioni (1)a’)
sono le rette comuni ai coni cubici ac;=0 e x§x3=0. Si tratta
di due coni degeneri ciascuno dei quali si spezza nel piano x, =0
contato due volte che quindi & piano doppio di rette caratteristiche;
il terzo piano di tali coni & il piano z, =0 per il primo e x, =0
per il secoundo. Segue che la retta intersezione di questi due piani
& refta caratteristica: tale retta appartiene al piano doppio di rette
caratteristiche.

Si tratta dunque del caso di un piano doppio di rette caratteristi-
che in cui perd 1’ ulteriore retta caratteristica appartiene a tale
piano ed & quindi tripla come retta caratteristica: le direzioni
caratteristiche sono cio& quelle del caso 2°) del n. 1.

Per brevitd nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurazione di tipo a’).

Le rette caratteristiche in (0, 0’) della T, di equaziomni (1)b)
sono le rette comuni ai coni cubici che si ottengono annullando
la matrice

x, x, @,
Xy %3 xg 0
Le loro equazioni sono
3) X2, 205 — xg) =0, xzxﬁ =0, xi = 0.

Poiche il piano x, = 0 appartiene a ciascuno dei coni (3) esso
¢ piano di rette caratteristiche. Lie ulteriori rette caratteristiche

(4) Si veda: G. MaRrTINI, Ricerche locali sulle trasformazioni puntuali
tra due spazi nella geometria affine, Afti dell’ Accademia delle Scienze di
Bologna, Ser. XI, Vol. 10, p. 217, (1963).
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sono le rette comuni ai coni quadrici

(4) x,x, — w5 =0,
)] wy, = 0,
(6) x5 = 0.

Segando i tre coni quadrici con il piano improprio «, =0 si
ottengono le tre coniche (4), (5), (6). Il punto S(1, 0, 0) & semplice
per la conica (4) e doppio per le coniche (5) e (6); inoltre le ftre
coniche sono tangenti in S. Dunque il punto S & triplo come punto
intersezione delle tre coniche: infatti I’ £, in S della conica (4) &
(avendo posto z, = 1)

() 2y = o

e tale E, appartiene anche alle coniche (5) e (6). Segue che la retta
x, =2, =0 & tripla come retta caratteristica: essa si ottiene pro-
iettando da 0 I’E, (7) avente centro in Sx(1, 0, 0. 0) e tangente in
Sy alla retta x; = x, = 0, poiché tale retta appartiene al piano di
rette caratteristiche x,=0, essa & quadrupla come retta caratteristica.

Si tratta dunque del caso in cui vi & un piano di rette carat-
teristiche (%) in cui perd le ulteriori tre rette caratteristiche coinci-
dono e appartengono al piano: le direzioni caratteristiche somno
cioé quelle del caso 3° nel n. 1,

Per brevita nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurazione di t:po b).

Cerchiamo infine la configurazione delle rette caratteristiche
in (0, 0') della T, di equazioni (1)c). Considerata la matrice

x, x, x,

b

Xy + ax,x, xS 0
le rette caratteristiche sono le rette comuni ai coni cubici
&) x5 — Xy — aXaky = 0, &5(xs + 2x,x,) = 0, x5 =0,
e quindi a tutti i coni della rete individuata da questi tre
38 2 2 2 3 2
(9) Mg + p(aeatty + %2,23) 4 v(xx,x, + X2 — x,%3) = 0.
Segando i coni (9) con il piuno improprio si oftiene una rete

di cubiche piane. Posto, come & lecito, v=1, x, =1, la rete di

(°) Si veda: G MARTINI, op. cit nella (%), pag. 213.
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cubiche si scrive

(10) xs = g + X + (1 + w)esx, + ccy.aczzr: .

Le cubiche della rete (10) hanno in A(1, 0, 0) una cuspide e la
tangente cuspidale x; = 0 in comune, essendovi un punto comune
ai rami del 2° ordine, oltre ai sei dovuti alla coincidenza delle
tangenti cuspidali ().

Si conclude quindi che nella T, di equazioni (1)c) la configura-
zione delle rette caratteristiche in (0, 0') & la seguente: le sette
refte caratteristiche coincidono, la coincidenza avvenendo nel modo
sopra descritto (7); le direzioni caratteristiche sono cioé quelle del
caso 4°) del n. 1.

Per brevita nel seguito chiameremo questa configurazione delle
rette caratteristiche configurazione di tipo c).

3. - Consideriamo ora una trasformazione puntuale T fra due
spazi affini A; ed A; e sia 0, 0' una coppia regolare di punti
corrispondenti. Introdotti nei due spazi due sistemi di coordinate
cartesiane (x,, x,, x; in 4; e y,, ¥,, y¥; in A4;) di origini (0, 0) le
equazioni della T, nell’intorno di (0, 0'), si possono sempre scrivere,
con una conveniente scelta degli assi cartesiani

2 2 2
Y =)+ X1+ Gy + Agp2s + 20,0, + 20,450,705 +
+ 2a,2,2, 4 [3]

(11) Yy =%, + bnxi + bzz‘ri + b“xi + 2b,2,%, + 2b,320,%; +
+ 2b,;7,:c, + [3]

2 2 2
Yy = & + €% + Cy92 + C33%y + 2612m1x2 + 2Cl3xlx3 +

+ 2¢c52.25 + (3],

(6) Considerate infatti due cubiche qualunque della rete (10), ottenute
per i valori A, ny e Ay, py dei parametri A e p si trova che il risultante
delle loro equazioni &

x;(P;“’i + 172“"3 + P3%3 + py)
essendo p,, py, p3, p, funzioni razionali di A, p,, X5, py. Osservando che
Ps=(hy — 73) (1; — 15)® e quindi in generale & p, 3=}, si conclude che due
cubiche quualunque della rete hanno riunife in 4 sette intersezioni.

{7) Sulla coincidenza delle sette rette caratteristiche di una trasformazione
puntuale fra due spazi ordinari, si veda: L. MURACCHINI, Alcune proprieta.
in graude delle trasformazioni puntuali fra spazi, Bollettino dell’Unione
Matemaiica Italiana, Ser III, Vol. 7, p. 127, (1952).
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le @, b, ¢, essendo costanti e indicando con [3] ’insieme dei termini
di grado > 2 mnegli sviluppi in serie di potenze (%).

Nella coppia (0, 0) le equazioni complessive delle rette carat-
teristiche della T di equazioni (11) si ottengono uguagliando a
zero la matrice

X, Ly 3
[ fe Do by

fes 05, ¥y, essendo i gruppi dei termini di 2° grado delle (11). Quindi
le rette caratteristiche sono le rette comuni ai tre coni cubici

(12) Lyby — z,f,=0
(13) XYy — Lyf, = 0
(14) wyb, — wge, = 0.

Cerchiamo ora le condizioni affinché la T' di equazioni (11) abbia
la configurazione di tipo a).

Affinché la T abbia due piani di refte caratteristiche, essi
dovranno appartenere a ciascuno dei tre coni. Assunti tali piani
come piani x, =0 e x, =0 dovrd essere

Uy =0y =0b;, =by;=byy=1c¢,, =¢,, =20, =0,
(15)
a, =2b, = 2¢,, by, = 2a,,, Cy3 = 20t,,.

Per le (151 le (12), (13), (14) divengono

(16) xzxa[(bzs - ans)xx - a:a"rQ] =0
(17) Xy 24[(Cy5 = G5}, — @y 23] = 0
(18) xzxs[(cts - a’l?)xi - (bn - a:s)“‘z] =0.

Ciascuno dei coni (16}, (17). (18) si spezza dunque, oltre che nei
piani 2, =0 e 2, = 0, in un terzo piano. Questi tre ulteriori piani
appartengono ad uno stesso fascio e quindi ’asse r di tale fascio
& retta caratteristica per la T'; le equazioni di r si possono scri-
vere, supposto a@,; 5=0 (%)

Z, x-z xa
Qo3 bys — @3 Cyg — Uy

(%) SBi veda: M. ViLLA, Le trasformazioni puntuali fra due spazi lineari
I. Intoruo del 2° ordine, Rend. dell’ Accademia Nuzionale dei Lincei, Ser
VIII. Vol 4, p. 60, (1948).

(%) Se fosse a3 =10 la retta + appartercbbe al piano x, =0 e quindi
non potrebbe coincidere con la x, =a; = 0.
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La r coincide con la a, =2, =0 d’intersezione dei due piani di
rette caratteristiche se

(19) a5 = by, ayg = Cy.
Per le (15) e (19) le equazioni (11) della T divengono
Y, = x(1 + a2, 4+ byyxy + €53%;) + 20,20 + [3]
(20) Yy = (1 + a),x, 4 b,,2, + c5375) + [3]
Yz = 31 + @,,&, + byexy + C5525) + [3].

Le (20) sono le equazioni della T cercata. la T & osculabile,
nell’intorno di (0, 0'), con la seguente trasformazione quadratica T’

x,(1 — @, — byy®y — €332;) + 204527,
(1 —a,x, - by, — cy325)*

X

21 = 2
( ) Y 1— &, — bﬂzxz — €333

Ys = %

1 — @, @, — byy®y — €330,

La T’ (21) possiede fra le quadriche del sistema omaloidico oo?
di A4, che corrispondono proiettivamente ai piani di 4], il piano
1 — @@, —byyxy — ¢3¢, =0 contato due volte e cid porta come
conseguenza che la superficie jacobiana della I’ & costituita dallo
stesso piano contato quattro volte.

Da quando precede si ha che il prodotto Q. T’ ove Q & una
qualunque delle omografie che conservano 1’origine e trasformano
il piano 1 — a,,%, — by,x, — ¢;3¢, = 0 nel piano improprio (), & una
trasformazione quadratica biintera.

Considerata ad esempio I’omografia Q

X

_ 1
n=a + an X, + 8, X, + 63X
X
94 — S N -
(22) =1 + X, + by Xy + ¢ X,
X,
X, =

1+, X, + b Xe + ¢ X,

(#) Di tali omografie ve ne sono oo cioé 1l prodotto di una qualunque
di esse per una centro-affinitd di centro 0.
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si ha che il prodotto Q. T’ &

Y, =X, + 2a,,X, X,
(23) Yy = X,

Ys = X;.

Le (23) sono appunto le equazioni di una trasformazione qua-
dratica biintera T,: infatti esse, a meno di affinith, coinecidono
con le (1)a).

Segue immediatamente che la T, di equazioni (23) oscula il
prodotto dell’omografia Q di equazioni (22) per la T di equazioni
(20): infatti T’ oscula T e quindi Q- I oscula Q. T. Hssendo poi
T,=0Q.7T segue che T, escula Q. T.

Consideriamo ancora la T di equazioni (11): procedendo analoga-
mente a quanto fatto nel caso precedente si trova che essa ha la
configurazione di tipo a') se

Q3 =03 =b,, =b; =Dby;; =1¢,, =¢,, = ¢;, =0,
(24)
a,, = 2b,, = 2¢,3, b,, = 2a,, = 2¢,,, Cy3 = 20, = 2b,,,

avendo scelto come piano doppio di rette caratteristiche il piano
2, =10 e come ulteriore retta caratteristica appartenente a tale
piano la retta x, = x;, = 0.

Per le (24) le equazioni (11) della T divengono

Y = 2,(1 + @, + by, + C335) +- a22x: + 3]
(25) Yo = (1 + @, 2, + bysc, + C33%;3) + [3]
Yy = %31 + @, 2, + by, + 53%5) + [3]-

La T di equazioni (25) & osculabile in (0, 0) con la seguente
trasformazione quadratica I’

2
xl(l — 0 X, — bnxz —_ 0339%) + A9y X2
(1 —@px, — byy®y - €33%)°

X
26 = 2
( ) Yr 1— anx, — bzzwz — C33%3
U} =

3 _
1~ a,,®, — by, — 5%,

che possiede il piano doppio (1 — a,,@;, — by,x, — €;;%,)* = 0 fra le
quadriche del sistema omaloidico fondamentale di A4,. Segue che



216 LUIGI CAVALIERI D’ORO

il prodotto Q. T’, ove Q & una qualunque delle omografie che
trasformano il piano improprio nel suddetto piano, & una trasfor-
mazione quadratica biintera.

Considerata anche ora 1’omografia Q di equazioni (22), si ha
che il prodotto Q. T, essendo T’ la trasformazione quadratica di
equazioni (26), &

Y =X, + a,,X§
(27) Y = X,

Y = X;.

Le (27) sono le equazioni di una trasformaziome quadratica
biintera T,: infatti esse, a meno di affinita. coincidono con le (1)a’).
Segue immediatamente che la T, di equazioni (27) oscula il pro-
dotto dell’ omografia (22) per la T di equazioni (25).

Considerata ancora la T di equazioni (11) cerchiamo le condizioni
affinché essa abbia la configurazione di tipo b).

Sarad sufficiente imporre ai coni cubici (12}, (13), (14) di contenere
uno stesso piano «; inoltre i coni quadrici ottenuti prescindendo
dal piano « dovranmno oscularsi lungo una retta r del piano « avendo
nei punti di » come piano tangente lo stesso piano o.

Scelto il piano x, = 0 come piano « si ha

(28) @y =0b,, =c¢, =y =2¢,, =0, @), = 2b,, b,y = 24a,,,

e quindi le equazioni (12), (13), (14) dei coni cubici divengono

Z{by2, 25 4 leawf T Qg3 Xy — 2(&,3:12; + 2(by; — @ 5),x,] = 0

(29) xa[“zsxz — (e33 — 2a,5)x,0 — 2(c,; — bu)xf +
+ 20,3255 — 2(Cyy — @,5)2,%,] = 0

xs[bae.“; + 20,;®,25 — (Cg3 — 2b,)20,%5 — 2(Cyy — a’)z)wi —
el 2(013 - bnz)x)xz] = 0.

Scelta poi come retta r la retta x, =2, =0, i coni quadrici,
ottenuti dalle (29) prescindendo dal piano «, =0, contengono la r se

(30) b3 =0, by =cyy;

hanno come piano tangente lungo la retta » il piano « se
B81) Uy = by, @)y = Cyy;

infine si osculano lungo la # se

(32) Ce3 = 205
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Per le (28), (30), (31), (32) le equazioni (11) della T divengono

Y, = 2,(1 + @), &, + by, + C43%5) + 2a,5,2;, + a“aﬁ + 8]
(33) Yy = X1 4 @y, 2, + by, + €33%5) -+ 53396:: + (3]
Yy = 23(1 + a2, + by, + C3%5) + [3]

Le (38) sono dunque le equazioni della T cercata. La T & oscu-
labile, nell’intorno di (0, 0’), con la seguente trasformazione qua-
dratica T’

2
Z,(1 — @)@, — byy®y — €33%5)  20,,&,0; + G348

v = (1 — @, @, — byyity — C45,)°
(34) gy = x,(1 — a2, — byy®, — €33%;) + basxi
: (1 — a2, — byyxy — Cy3%5)°
Yy = &

1 — @@, — byy®y — €3304

Anche ora, come nei casi precedenti, i1 prodotto dell’omografia
Q di equazioni (22) per la T’ di equazioni (34) & una trasformazione
quadratica biintera T, le cui equazioni somno

Yy, =X, + 20, X, X; + aaaX:

(35) Yo = X, + by X3
Y, = X;.

Esse infatti coincidono, a meno di affinita, con le (1)b). Segue quindi
che la T, (35) oscula il prodotto dell’omografia (22) per la T di
equazioni (33).

Cerchiamo infine le condizioni affinche la T di equazioni (11)
abbia la configurazione di tipo c).

Imponendo dapprima alle cubiche piane, ottenute segando i
coni cubici (12), (13), (14) con il piano improprio x, =0, di avere
in A(1, 0, 0) una cuspide e la stessa tangente cuspidale che sceglie-
remo come retta x, =0, si ottiene
(36) by, =bxs=cu=clz=czz=0: ay, = 2b,, = 20,5,

by, = 2a,, = 2c,y, @5 =by;.

Imponendo infine alle cubiche piane della rete individuatz
dalle tre suddette di avere in 4 una settima intersezione, oltre alle
sei dovute alla coincidenza delle tangenti cuspidali, si ottiene

37) Cys = 2a,3, a,, 30, by 0.
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Per le (36), (37) le equazioni (11) della T divengono
Y, = 2,(1 4+ a2, + by, + c35%;) + auwz + a?,sxz +
+ 29242 + 3]
(38) 9y =21 + @y, @, + by, + cyyy) + byt + [3]
Y3 = xy(l + @z, +bxzx1 + ¢y35) + [3]

Le (38) sono dunque le equazioni della T cercata. La T (38) &
osculabile, nell’intorno di (0, 0'), con la seguente trasformazione
quadratica T’

2 2
21— @12, — byy®y — Cy%y) + Guyz + Cags 4 20937075

x, = : .
(L — a0, — byyxy — C3%,)°

2
2,1 — @, ) — by, @y — C53%5) + by®s
(L — @)%, — by, — C33005)°

(39) Yy =

x
3

Yy, = .

Ys 1 —a,,x, —b,,x, — ¢;;x;)

Poiche la T (39) possiede fra le quadriche del sistema omaloidico
fondamentale di A, il piano doppio (1 — @,,2, — by, — €¢33%3)° = 0,
il prodotto per essa di un’omografia qualunque che trasformi detfo
piano nel piano improprio, & una trasformazione quadratica biintera.
AQd esempio il prodotto © - T’, essendo @ Y omografia {22), &

Yy, =X, + azzxz + a“Xi + 20, X, X;

(40) ¥y = X, + by Xs
Y; = Xs

e le (40) sono le equazioni di una trasformazione quadratica biintera
T,: infatti, a meno di affinith, coincidono con le (1jec).

Segue dunque subito che la T, (40) oscula il prodotto dell’omo-
grafia (22) per la T di equazioni (38).

Resta cosl dimostrato che la condizione del n. 1 & anche suf-
ficiente.

Pervenuta alle Segreteria dell’ U, M. I.
il 9 febbraio 1967.



