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I’optimum per la costante nel classico
teorema d’approssimazione di Jackson.

S. Guerra (Trieste) (¥)

Suate. - Si determina Uoptimum per la costante che figura nel teorema
di Jackson relativo all’approssimazione di una funzione continua me-
diante polinomi ordinari.

Il ben noto teorema d’approssimazione di Jackson [1] atferma
che, se la funzione f(x) & continua sull’intervallo [ 1, 1] col mo-
dulo di continuitd ws), qualunque sia I’intero positivo =, esiste
un polinomio algebrico Pp(x), di grado non superiore ad =, tale
che, per ogni xe —1, 1],

1
( [fle) — Pate)| <M - o1 (3,
essendo M una costante (positiva) assoluta.
Detto @alx) il polinomio ordi: wrio, di ordine non superiore ad
n, di migliore approssimazione } r la f(x), nel senso di TcHEBY-
scHEV ed H,(f) il minimo scarto dalla (1) segue, ovviamente:

(2 Euf) <=M - vf (;@)

In [2], raffinando una tecnica usata da Korovkin [3], & stato
dimostrato che nella disuguaglianza (1) pud porsi M =1, vale a
dire che si ha:

1
®) B <or ()
Scopo di questa breve Nota & di far vedere che M =1 & la
migliore costante. (°)
Proveremo quanto ora asserito, mostrando, attraverso una classe

di esempi, che la (2) pud non essere verificata quando & B < 1;
precisamente:

(*) Liavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca n. 24 del C.N.R.
{°) Per lottimazione della costante nella disunguaglianza di JACKSON
relativa a funzioni periodiche e a polinomi trigonometrici efr. [4].
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“Pissata una qualunque costante M << 1, esistono: una funzione
o(x) continua in [—1, 1] ed un intero positivo m, dipendenti da
M, per i quali risulta

1 »
4) Enle) > Moo )

Fissata M <1, si scelga un intero n tale che n > 91— )

e quindi si consideri ls funzione ¢(x) definita (e continua) in [0,1]
al modo seguente:

g— nx -+ (2r 4 1), per %:gaagQT:: ! (r=01,.., {E] ")

2r + 1 2y 2 —2
an—(?r—{—l), per ’;— gxg—’:—(rzml,...,rl J).

e prolungata per paritd su [— 1, 0].

Posto m = 2n — 1, il polinomio Gu(x) (di ordine non superiore
ad m) di migliore approssimazione per la ¢(x), nel senso di TcHE-
BYSCHEV, & dato da

1
(6) %'m[a:) = g
e, per il minimo scarto, risulta

1 2
(7) Enf9) = 5 (7).

Se wg(8) & il modulo di continuita della ¢(x) si ha poi, come
facilmente pud verificarsi,

1 n
(®) “e (Tﬁ) Tom—_1-

(*) 11 simbolo [#] indica il massimo intero contenuto in [K].
(?) Segue subito, ricordando un classico teorema, dall'esistenza di
m + 2=232n 4 1 punti:

1 n—1 n 2 1 0 1, 2 n—1
’ n n 77 w7 a om

1
nei quali la differenza o(x) — %, (x) assume il va'ore zcon segni alterni.
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Dall ipotesi, e per il modo con il quale & stato scelto #, si ha

1 n
©) 5= M 5y =1

da quest’ultima, per la (7) e la (8), segue allora ia (4).
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