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L'optimum per la costante nel classico
teorema d'approssimazione di Jackson.

S. GTJKRKA (Trieste) (*)

Siinto. - Si détermina Voptimum per la costante che figura nel teorema
do Jackson relativo all'approssimaslone di una funssione continua me*
dlante polinonii ordinari.

Il ben noto teorema d7 approssimazione di JACKSON [1] afferma
che, se la funzioue f(x) è continua sull'intervallo [ 1, 1] col mo-
dulo di continuité w^ô), quakmque sia Tintero positivo n, esiste
un polinomio algebrico P«(ac), di grado non superiore ad n, taie
che, per ogni xe — 1 , 1],

(1) \f(x)~Pn(x)\

essendo M una costaute (positiva) assoluta.
Detto %n{x) il polinomio ordii irio, di ordine non superiore ad

n, di migliore approssimazione ] r la f(x), nel senso di TCHEBY-

SCHEV ed En[f) il minimo scarto dalla (l) segue, ovviamente:

(2 En(f) < M • tûf (- J .

In [2], raffinando una tecnica usata da KOROVKIJST [3]. è stato
dimostrato che neila disuguaglianza (1) puö porsi M — 1, vale a
dire che si ha:

(3) Enif) :

Scopo di questa breve Nota è di far veclere che M = 1 è la
migliore costante. (°)

Proveremo quanto ora asserito, mostrando, attraverso una classe
di esempi, che la (2) puö non essere verificata quando è i i f < l ;
precisamente ;

(•*) Lavoro eseguito nell'ambito del Gruppo di Bicerca n. 24 del C.1N\B.
(°J Per Tottimazione della costante nella disuguaglianza di JACKSON

relativa a funzioni periodiche e a polinonii trigonoraetrici cfr. [4].
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"Fissata una qualunque costante M < 1 , esistouo: una funzione
cp(cc) continua ia [—1, 1] ed un intero positivo m, dipendenti da
M, per i quali risulta

(4)

Fissata ü f < l , si scelga un intero n tale che n > ^ ^,

e quindi si consideri la funzione cp(jc) definita (e continua) in [0,1]
al modo seguente:

), p e r - < c c < — ^ ( r = 0,l , . . . ,

(5) ?{a;) =
2r + 1

- ( 2 r + l), per ^

e prolungata per parità su [— 1, 0].
Posto m = 2n — 1, il polinomio ^m{x) (di ordine non superiore

ad m) di migliore approssimazione per la o<(#), nel senso di TCHE-
BYSCHEY, è dato da

(6) %m[x) - \

e, per il minimo scarto, risulta

(7) ^() n

Se W(>,(B) è il modulo di continuità délia <u{x) si ha poi, corne
facilmente puö veiificarsi,

(*) II simbolo [k] indica il massimo intero contenuto in [K].
(2) Segue subito, ricordando un classicu teorema, dall'esistenza di

m -h 2 = 2n 4- i punti :

n — 1 n 2 3 1 , 2 M — l
~ X i i^J ^ ~ ' " " " « ' S i n' "M " ï^ '

nei quaîi la differenza y(x) — %m{x) assume il vaWe ^ con segni alterni.
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DalFipotesi, e per il modo con il quale è stato scelto », si ha

da quest 'ul t ima, per la (7) e la (8), segue allora la (4).
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