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Sulle trasformazioni puntuali piane che si possono iperosculare
in ogni coppia regolare con una trasformazione cubica

Mar1o Przzaxa (Bologna)
Nora II

Sunto. - In questo lavoro si trovaro le equazioni di tutte le trasformazions
puntuali piane che si possono iperosculare in ogni coppia regolare di
punti corrispondenti (a direzioni caralleristiche distinie), con wna ira-
sformazione cubica e si di una costruzione geometrica delle trasforma-
zioni stesse.

5. Consideriamo ora il caso di b non identicamente nullo. Allora
la forma », — 2w, sarys un differenziale esatto. Ponendo , = adu,
w; — 2wy = dv, 20 + b = ¢, le (14) danno i sistemi differenziali

o 1 1
a—u=—(c+1)ux+ml+§ocxg

(o4 L)e—L
wo\3"T1g)* 3%

ox 1 1 3 1
o8 -67‘=(c-—1b—§)ocx+2mrr,+(§c—b+4)<m:2
)

e o4 e (i
g—gz—éax+2uwi (c 4)1-’1'2
o= e+ (gh+ )
Z%= (C"Z)“’!/+°‘yt+‘?§°‘?/~z
= (a0 = z) v =3
%:(c+gc—gb~é)my+2c1y,+<gc—b—i)°‘yz
(39) o }b 1 9 1 1 1
w <4 _s)y_(?,b“'é)y‘"(éb"i)yz
=gy — g <°+4)°‘y2
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Dalle (38), imponendo le condizioni di integrabilitd per le prime
due e le ultime due ed eliminando x,, «;, si ha
% p)4 —( be 4 b )
;_ €y = OLC”—’—GC—"::_} )
(40)

[(cx)., + %bul [x., — (; b— %) x] =0.

Analogamente dalle (39) si ha

(% 8)a = (o b+ 30

, %
1 1 1
[(m)v“—'— g bu] [yv - (g b + (_i) y] = O'
Dalle seconde delle (40) e (41) si ha che
1
(42) (=), + 3 b, =0,

perche altrimenti 4 coincide con 4, e B con B, come mostrano
le seconde delle (38) e delle (39).
1
Anche il caso %" —bF0; (cv), + gbu = 0 e da scartare, perche

la prima delle (40) diverrebbe x, = — cxx, e cid & assurdo, perche
la prima delle (38) allora esige che A, 4,, A, siano allineati. I’ ana-
logo succederebbe per B, B,, B;.

6. Restano percid le equazioni (42) e

43) b,

o

Posto allora b =1,, con eventuate cambiamento del parametro
u, si ottiene

(44) x=et.
La (42) diviene

1
c.ed + Ck!l,e‘l’ + 3 Yur =0,
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che, integrata rispetto a ¢, da
1
(49) c=—3 $.e—b 4+ ve—¥

con ¢ funzione della sola u.

Tenendo conto delle (44) e (45), dalle (38) e (39) si traggomo i
sistemi differenziali

2
Lyy = (g "!’u + CP) Ly + (24/1) - %) ez'va + T

1 1 1 1 1 1 1 1
(46) Lyp == (Qd.’uv - Qq’u"."v‘*— g‘?"!’f*_ 1_8‘!‘14“ 6‘?)“"“ (g‘.bv - 6) X, +(§‘I’u—(?)xo

Sl IR Do R HRT

W

2 1
You= (5% + ¢) v+ {200 + 3) o + (€ = gueshiy

1 1 1 1 1 1 1 1

(47) Y= (g‘!’un—g%%'i‘ g?q’v_ﬁqﬂt‘i‘ g‘?)y'i‘ (g ‘Pv+é>yu+(§q’u_?>yv
1 1 1 1 2 1

Yoo = (3‘!’vv_§4’f}+ﬁ‘!’u +E)y + (gjh —g)yv

dove t & una funzione di # e v dipendente da o.

Ponendo nella terza delle (46) x = e, essa diviene una equa-
zione differenziale di Riccati in 2, di cui si vede subito un inte-

. 1 1
grale particolare z, = ;—E‘!J" + 3

Si ottiene percid 1’integrale

14, ) iy
(48) x=ce"(ke* + he °)

dove k e h sono funzioni della sola w.

Analogamente, ponendo nella terza delle {(47) y = ¢’, si oftiene
per ¢, una equazione di RiccaTi che ammette 1'integrale partico-

1 1 . .
lare tvzg% —3 © che percid si integra. Si ottiene

44’ _ty i,
(49) y=e%(4e * 4 Be®),

dove ancora A e B sono funzioni della sola u.
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Imponendo che la (48) soddisfi la seconda delle (46) si ottiene
(50} E 4ok =0.
Analogamente dalla (49) e seconda delle (47) si ha
(61) A"+ 9A =0.
Si pud porre allora, senza venir meno alla generalita,
(62) A=k,

poiché non pud essere mé k=0, né 4 =0, in quanto, nel primo
caso si avrebbe

che porta all’assurdo per la seconda delle (38); nel secondo caso,

1 L
%=@%+ay

che porta ancora all’assurdo per la seconda delle (39).

7. Se ora si impongono le condizioni di integrabilita dei sistemi
(46) e (47), posto

1 4
M=—=<+4 3 ""fuu - ?, 3— + d’ W02 — od’vvez"' +

1 1 1
:__“'2 _ "J 2
I 682" gYue 3% t 20

1 1 1
(53) N::g(';’v—:z)? — Ty +§"!’uun ‘—glj.’uu"g’z —g‘!‘uv?u +
1, 1 1 1
+§?¢v——g?‘+uv+l_8+un“"é? _;‘!'w eq""

+35 +3e v —g-bze°' - 6 et i g lne® + 35 P

1, 2, 1
+Z’-‘{“‘°+9 '“1’0_5——4"!'10 §<{;va—1—8<‘0\.!¢“+

w?
v

Wi =
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si ottiene

Mr,+ Nx=0
(54)

Myv+(Af_§M)y=0.

Dalle (54), per M =0 si ottiene

yy _1
{bd5) (log x)o =3
cioe

i
{56) Y = yxed

Ma allora il confronto della terza delle (46) e della terza delle
{47) conduce all’equazione

che, per la seconda delle (38), fa coincidere A con A, e percid
conduce all’ assurdo.
Si ottiene percid
. M=0
57
®7) N =0.
Ricavando t dalla prima delle (57) e sostituendolo nella seconda
si ottiene 1’equazione differenziale in ¢

(58) 44’1-1)1; + 24"1“1)1)4'1; + 16“‘(?) - ".Lv = 0.
La (58), ponendo ¢, = e* diviene
4z, -+ 24zz, + 1628 — 2 = 0.

Poicheé in quest’ultima non figura esplicitamente la v, posto
2,=1, si ha
2 = 12,
percid
4tt, + 24tz + 162° — 2 = 0.

Posto ancora 2? =« si ha 2st, =1¢,, percio

8tt, + 24t 4 16 — 1 = 0.
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Ponendo ora 6 =%+ x si ha

806, — 8xb,, + 166 — 1 = 0,
cioe
80 — 8x 4 (166 — 1)y =0

che & lineare e si pud integrare. Si ha

xr =

c 1

con ¢ funzione della sola .

Ricordando le posizioni fatte si ha
1 1
87 = — S(St + 8z* — 1) 4 ci16f 4 1627 — 1)2
che risolta rispetto a ¢ diviene

1 -
t=g(c* — 162* + 1) +§C Ve — 162 4 1.

Ol =

Ricordando infine che t =2, e 2=1{,, si ha

v — 8[ de
et =167+ 14+ ¢ Vel — 162t + 1
(89)

-

dz?
———4 e T —
fc’——lﬁz’—l-l—{—c\/c?—lﬁz‘—l-l

2m Ve et 11—yt
Ponendo ancora ¢ = T ® 2= "7 1 i si ha

(L + w22
)2

ev = C, ——_——;L——i

(m + w)2(1 + my)2

(60)

. 1 4 my\?
e ( m + o )

dove c,, c,, m sono funzioni della sola u«, v funzione di u e v.
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e (48) e (49) divengono percid

. (c_)‘ L uo)s

p [Icc (1 4 my) + him 4 p)]
(L mp)iim

" 1
2 1 AV
y=(2) —EEEE o+ w1+ Bodt + )

L mwjiom 4w

8. Imponendo ora che la prima delle (61) soddisfi alla prima delle
(46), tenuto conto del valore di t dato dalla prima delle (53). si ha

K k" k= 14 m?
5} " > [ — L A .
(62) B+ h —Fh— k,h-}-c‘( h+c1\/c,2 m’bk_O.
Analogamente, imponendo che la seconda delle (61) soddisfi
alla prima delle (47), dove a = & stato sostituito il suo valore, si ha

. . Kk E? , m ¢ 1-4-m?
63y B +%B——EB—FB_I—CI(l-—’”l?)zB_l_‘)ch(l —m?)?

Le (62) e (63) sono lineari in h e B rispettivamente e differi-
scono solo per un fattore nel termine noto. Percid le omogenee
corrispondenti coincidono.

h B
Ponendo =% = ¢, esse divengono

m adVe, 14 m

” D ’ k, —_
(64) 2" + 3z T +c = ,nz)ﬁz + 3 1—my) Y

m ¢ 14 m?
T=my P oy sl —mip =

4 SC'—IIZ— +¢

Per Y'integrazione delle omogenee poniamo z=¢' ({=¢!. Si ha

(65) v g +c4(1 m i =0

che & di Riccarr in #.

Poiche & & una funzione arbitraria di u, scegliamo ad arbitrio
un integrale pdrticolare »; si avra allora per k

66) R /‘(l_mm
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L’ equazione (65) pud allora essere integrata. e si ottiene

du )
t=1og(]k362/,ndu+a)+f—qdu+10g,(

cioe

5 m
nefci —52du
(67) 2 = Ye/ﬂdu]% du + delndu

— -,]e/c;" (—‘_yttnz)zdu -
{ = .{e/'ndu _W_ du Se/ndu

dove a k si @ sostituito il valore dalla (66) e si & posto yo = 3.
Per Yintegrazione delle non omogenee si ha

, c, \: (1 4 m?) m

V= oy @
(68
> n

o ne[ci(l-—wﬂ)?du
0 = Yf__——e/'ﬂdu duz
-, =1’
Y c,
_ 5’

¢

Si ha percid, in definitiva, per le (61),

c% Lo e
2 ek s,%c,,(i+m)+u+ez)n(vn+s»)-
§1+’m,u) (m—i—u)Z ;

m
-,e[c? —m? de o) ki
: U—'% du + e/ (m“"] + (3 4 BJa(m +- w) }

(69)
G (Lt '
)6 - —
y=- m-l—p—}—cz(fé—zdu—{—a)v,.
3

e 1+ mu)G('m, -+ u.)z

232 ! 8' —_—
1) [ [ e ] ([ a8t 4 m

dove k & dato dalla (66), y e 8§ per integrazione delle prime due
delle (68), ¢,, c,, m, n sono funzioni arbitrarie della u, u. & funzione
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arbitraria di u, v, percid pud essere presa come nuovo parametro;
«, B, «, B sono costanti arbitrarie.

Tre coppie di integrali linearmente indipendenti scelti tra le
(69) danno le equazioni parameliriche delle trasformazioni cercate.
Percid, a meno di omografie, si ha

118/ 1 (1—m?)? i
X, = a; [[Wu— du + 3/01(‘_m4)zd“‘

Cyl1 4 mu)
=1 (71(“_@"—% u)
i

o (14 w)é
®y = n(m + ) :
(1 -+ mp)elm + p)o

+5)x3

(70)

'nef 11— m2)2

Yi=1s { f _—e/ﬂdw du + efe *<l—m2’d"]

! yz:y‘fédu+ya<cnl+mu)+]

1

41 %
y, = clekn(t + my) — +: ok ;
(L 4 my)s(m + p)2

Eliminando i parametri tra le (70) e tenendo conto dell’arbi-
trarieta delle funzioni c,, ¢,, %, m, si ottiene:

8

=X

(
(71) ( ol H‘y (a?w (),

(**) B immediata la verifica che le direzioni caratteristiche, in una
coppia ordinaria di punti corrispondenti, sono tutte distinte, cccettuato il
caso che. con f(x) e ¢(x) lineari, ¢(x) sia una forma quadratica a discri-
minante nullo (vedi anche la (8) della Nota I). Infatti. annullando i coef-
ficienti della y nal diseriminante dell’equazione che da le direzioni carat-
teristiche in una coppia generica, si ottiene f"(x)=0; ¢"(x)=0; ¢'2 —
— 2¢¢"" = 0. che ci dicono che f(x) e ¢(x) devono essere lineari e ¢(x) deve
essere una forma quadratica a discriminante nullo.

Si osservi che le trasformazioni (37) si presentano come caso
particolare delle (71), per f(x) e ¢(x) lineari.

Si noti ancora come le (71) comprendano come caso particolare
le trasformazioni di De JoNQUIELRES, e si ritrova cosi un risultato

6
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noto (!), che ciod ogni trasformazione di De Jongquiéres, si pud
sperosculare in ogni coppia di punti corrispondenli con una ira-
sformazione cubica.

9. Concludendo si pud dire che condizione mecessaria e suffi-
ciente affinché una trasformazione puntuale si possa iperosculare
tn ogni coppia regolare di punti corrispondenti a direziont carat-
teristiche distinte con una trasformazione cubica & che essa sia del
tipo (71).

B facile dare di tali trasformazioni una costruzione geometrica.

Basterad assegnare nei due piani una proiettivitad tra due fasci
di rette e su ciascuna coppia di rette corrispondenti una proietti-
vita tale che i centri dei due fasci non si corrispondano ().

Le trasformazioni cosl costrnite sono effettivamente quelle rap-
presentate dalle (71). Per vederlo basta scegliere il riferimento
proiettivo in modo che 1’equazione della proiettivitdh tra i fasci
sia la & = .

Allora I’equazione della proiettivitd tra due rette corrispondenti
assume la forma della seconda delle {71) (*3).

Si ha immediatamente che nelle trasformazioni (71) le curve
y = flx) e y = 9lx) sono singolari per la trasformazione, in quanto
a ciascun punto di esse corrisponde sempre nell’altro piano il
centro del fascio. Pure singolari sono le rette del fascio per cui
Ux) = 0 [UF) = 0], in quanto su di esse la proiettivith degenera
Si esig: che la proiettivith sia funzione continua e differenziabile
C? della retta variabile nel fascio.

Le (71) poi divengono le (87) se le curve y = fla) e y = o(x)
sono rette.

Pervenuta alla Segreteria dell’U M T
1’1 settembre 1966

(1) M. Vinvus, Rucerche locali sulle trasformazions cremoniane, Memorie
T, 1T, « Accademia delle Scienze di Bolugnas, Ser X, Vol. I, pp. 189-198;
Vol. 11, pp. 117-126 (1944-45).

(*?) Lie curve lungo dei punti corrispondenti dei centri dei fasci possono
cssere cutrambe rette, che indicherd con » ed 7. In tale caso, detta T la
trasformazione in esame, ogni omografia €, che subordina trai due fasei
la proiettivita subordinata da T e trasformi la » nella 7. & tale che la
trasformazione 7'Q—* subordina su tutte le rette del fascio delle involu-
zioni. Orbene, va escluso il caso che il luogo dei punti doppi di tali in-
voluzioni sia costituito da una coppia di rette.

(*3) Resta escluso I’ unico caso eccezionale indicato nella (12).



