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Sulle trasformazionî puntualî piane che si possono iperosculare
in ogoi coppia regolare con una trasformazione cubica

MARIO PEZZAISTA (Bologna)

NOTA I I

Sunto. - In questo lavoro si trovano Ie equasioni di tutte Ie trasformasioni
puntuali piane che si possono iperosculare in ogni coppia regolare di
punti corrispondenti (a direzioni car alter istiche distinte), con una tra-
sformasione cubica e si dà una costruzione geometrica delle trasforma-
sioni stesse.

5. Consideriamo ora il caso di b non identicamente nullo. Allora
la forma w4 — 2w2 sarà un differenziale esatto. Ponendo o>± =
o^ — 2w2 = dv. 2a -\- b = c. Ie (14) danno i sistemi differenziali
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Dalle (38), imponendo le condizioni di integrabilità per le prime
due e le ultime due ed eliminando xt, x2, si ha

( J - &) <xu = («c + abc + ^ &„) x
(40)

Analogamente dalle (39) si ha

\ t ~h)y"=
\ ) 3 b«

(41)

Dalle seconde délie (40) e (41) si ha che

(42) (ca)u + 3&« = 0î

perché altrimenti A coïncide con A2 e B con J52, come mostrano
le seconde délie (38) e délie (39).

a 1
Anche il caso — ~-6=bO; (cx)v + 5 bu = 0 è da scartare, perché

oc t>

la prima délie (40) diverrebbe xH — — case, e ciö è assurdo, perché
la prima délie (38) allora esige che A, Ai, A2 siano allineati. L'ana-
logo succederebbe per B: Bi7 B2*

6. Eestano perciö le equazioni (42) e

(43) 5-6.

Posto allora 6 = ^ , con eventuate cambiamento del parametro
u, si ottiene

(44) ce = e+.

La (42) diviene

cvei + c^e* + â $uv = 0,
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che, integrata rispetto a c, dà

(45) c = — ö t» e~^ + ?e~*^

con cp funzione della sola u.

Tenendo conto delle (44) e (45), dalle (38) e (39) si traggono i
sistemi differenziali

Xuu = (g 'h + ? j »« + ( ^ - 2) e2±xv + Tx

(46) r»M = ^+*« - g+«+«+3rK+ Ï8+*—ev35"1" (3

/ l . 1 , 2 1 . 1 v / 3 , , 1\
a^ = ^3 +w - 9 +« — jg +« — jgj » + ^2 '^ + ëj Xv

y uu = (!+«

(47) 2/Kt,= ^<!/B1)— g + „ ^ + j}*^—ï8

dove T è una funzione di u e <y dipendente da <r.

Ponendo nella terza delle (46) se — e-, essa diviene una equa-

zione differenziale di RICCATI in zv di cui si vede subito un inte-

grale particolare 0t = 0 4̂  + ö •

Si ottiene perciö l'intégrale

(48) x = £\ke*v + he^v)

dove k e h sono funzioni della sola u.

Analogamente, ponendo nella terza delle (47) y = e\ si ottiene

per tv una equazione di RICCATI che ammette l'intégrale partico-

lare tv = K '\>v — g » e c a e perciö si intégra. Si ottiene

*(49) y = «V'1 +

dove ancora A e B sono funzioni della sola u.
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Imponendo che la (48) soddisfi la seconda délie (46) si ottiene

(50) k' + cpfc = 0.

Analogamente dalla (49) e seconda délie (47) si ha

(51) A' + yA = 0.

Si puö porre allora, senza venir meno alla generaîità,

(52) A = fe,

poichè non puö essere ne k — 0, ne A — 0, in quanto, nel primo
caso si avrebbe

che porta all 'assurdo per la seconda délie (38); nel secondo caso?

(1 1\

che porta ancora all' assurdo per la seconda délie (39).

7. Se ora si impongono le condizioni di integrabilità dei sistemi
(46) e (47), posto

(53) JV = g (*, _ | ) r - T. + +„„

î+. + \
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«i ottiene

Mxv + Nx = 0
<54)

Dalle (54), per M^=Q ei ottiene

cioè

(56) y = yxe*V.

Ma allora il confronto della terza delle (46) e della terza delle
(47) conduce all'equazione

che, per la seconda delle (38), fa coincidere A con A% e perciö
conduce all'assurdo,

Si ottiene perciö

<57> U - o.
Eicavando T dalla prima delle (57) e sostituendolo nella seconda

si ottiene Tequazione differenziale in <f

(58) 4+r„ + 2*lwK, + 16+; — +„ = 0.

La (58), ponendo tyv = ez diviene

40et. + 2400. + 1Ö03 - z = Q.

Poichè in quest' ultima non figura esplicitamente la v, posto
zv = ty si ha

perciö

Mt, + 24^0 + I603 — 0 = 0.

Pqsto ancora s2 = x si ha 20tx. = tz1 perciö

8*** + 24^ + 16x — 1 = 0.
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Ponendo ora 6 = t -|- x si ha

808^ — 8x6,, + 16ô — 1 = 0,

cioè

88 - 8JC + (168 — l)x0 = 0

che è lineare e si puö integrare. Si ha

con c funzione délia sola u.
Ricordando le posizioni fatte si ha

? = — Q (8* + 80* - 1) + ciiet + 16B2 — l)"s

che risolta rispetto a t di^iene

t = g (c* — 160* + 1) + g c Vc* - 16s

Ricordando infine che t = zv e 0 = ^ , si ha

V ~ Je*- I602 + 1 + c Vc"8~
(59) r

v ~ ) cx —160* + 1 + c V^^lëS

2m \ c% + 1 1 —
Ponendo ancora c = ———. e z =1 m1. e z = 1 4 r1 — m1 4 1 +

(60)

dove cM c2, f̂ sono funzioni délia sola u, tu. funzione di u e
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Le (48) e (49) divengono perciö

x = ^
8

(61)
1 1

/cA3 (1 + u2)ê"

8. Imponendo ora che la prima delle (61) soddisfi alla prima delle
(46)j tenuto conto del yalore di x dato dalla prima delle (53), si ha

(62) h"+^h'—^h ~ h + cilT-^-^h + cl Vc~ * + WÏ,.,fc = 0.
v ; k k k% ' *(1 — mt)i * v 22(1 — m-)4

Analognmente, imponendo che la seconda delle (61) soddisfi
alla prima delle (47), dove a T è stato sostituito il suo valore, si ha

Le (6-) e (63) sono lineari in h e B rispettivamente e differi-
scono solo per uu fattore nel termine noto. Perciö Ie omogenee
corrispondenti coincidono.

, h B y

Ponendo T = 0, r- = s, esse divengono

r + 35'-^ +c1
2

( 1_w„ ) 2i: + ^ p (i _ m*}

Per l'integrazione delle omogenee poniamo s = el (Ç = e(). Si ha

(65)

che è di EICCATI in t'.

Poichè k è una funzione arbitraria di u, scegliamo ad arbitrio
un integrale pârticolare vj; si avrà allora per k

66)
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L'equazione (65) puö allorii essere integrata. e si ottiene

a du \ f

cioè

(67, z = yef-n*» ƒ 2 ? ^ g ^ du

dove a A: si è sostituito il valore dalla (66) e si è posto v0" =
Per l'integrazioue délie nou omogenee si ha

(68
f-Wc?, n\^du

•—du

Si ha perciö, in definitiva, per Ie (61)̂

x — —
i

-* I C,(l + wa) + (T + «)>î(w

(69)

ii-H-CjN (-

[ ƒ r ^ % ^ : + fl/flï<I

dove A; è dato dalla (66), y e ^ P e r integrazione délie prime due
délie (68), cl9 ciJ m, Y\ sono funzioni arbitrarie délia u, y. è funzione
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arbitraria di u, v, perciö puö essere presa come nuovo paramefcro;
oc, p, a, p sono costanti arbitrarie.

Tre coppie di integrali linearmente indipendenti scelti tra Ie
(69) danno Ie equazioni param e triche delle trasformazioni cercate.
Perciö, a meno di omografie, si ha

(70)

/Csfl + 1
_—

\ v}(m -\-
i
3

( 1 -

du

-a) 033

1

c v '

•-ƒ£•

Eliminando i parametri tra Ie (70) e tenendo conto delFarbi-
trarietà delle funzioni cx, cs, TJ, W, si ottiene:

(71)

(10) È immediata la veril'ica che Ie direzioni caratteristiche, in una
coppia ordinaria di punti corrispondenti, sono tutte distinte, occettuato il
caso che. con f(x) e y(x) lineari, ty[x) sia una forma quadratica a discri-
minante nulîo (vedi anche la (8) délia î^ota I). Infatti. annullando i coef-
ficienti délia y nal discriminante dell'equazione che da le direzioni carat-
teristiche in una coppia generica, si ottiene fn(x) = 0; cp"(x) = O; 4>'2 —
— 2̂ 4»" =-0. che ci dicono che f(x) e y{x) devono essere lineari e $(x) deve
essere una forma quadratica a discriminante nullo.

Si osservi che le trasformazioni (37) si présentant come caso
particolare delle (71), per f(x) e cp(jc) lineari.

Si noti ancora come le (71) comprendano come caso particolare
le trasformazioni di DE JONQTJIÈRES, e si ritrova cosï nn risultato
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noto (n)3 che eioè ogni trasformazione di De Jonquières, si pua
iperosculare in ogni coppia di punti corrispondenti con una tra-
sformazione cubica.

9. Concludendo si puö dire che condizione necessaria e suffi-
dente affinchè una trasformazione punhiale si possa iperosculare
in ogni coppia regolare di punti corrispondenti a direzioni carat-
teristiche distinte con una trasformazione cubica è che essa sia del
tipo (71).

È facile dare di tali trasformazioni una costruzione geometrica.
Basterà assegnare nei due piaui una proiettività tra due fasci

di rette e su ciascuna coppia di rette corrispondenti una proiefcti-
vità taie che i centri dei due fasci non si corrispondauo (lJ).

Le trasformazioni cosï costrnite sono effettivamente quelle rap-
présenta te dalle (71). Per vederlo basta scegliere il riferimento
proiettivo in modo che l'equazione délia proiettività tra i fasci
sia la x = x.

Allora l 'equazione délia proiettività tra due rette corrispondenti
assume la forma délia seconda délie (7L) (13).

Si ha immediatanieiite che nelle trasforraazioni (71) le curve
y — f(x) e y — f[x) sono siugolari per la trasFormazione, in quanto
a c in se un punto di esse corrisponde sempre nell'altro piano il
centro ciel f.iscio. Pure singolnri sono le rette del fascio per cui
•i>(x) — 0 ['b[x) = 0], in quanto su di esse la proiettività degenera
Si esig.i che ]a proiettività sia funzione continua e dit'ferenziabile
C3 délia retta variabile nel fascio.

Le (71) poi divengono le (37) se le curve y = f[x) e t / — <D(X)
sono rette.

Perveriuta alla Segretei ia dnU'ÏJ Jl T
VI settembre 1966

(11) M. V I L L A . Hicerche locali salle trasfonnneioni cremoniane, Memorie
T, I I , « Acuadomia délie Suienze di Bolugna», Ser X, Vol. I, pp. 189-198;
Vol. I I , pp. 117-156 11944-45).

(12) IJG curve lunçjo dei punti corrlspondentl dei centri dei fasci possono
ossere ontrambe retto, che indicheiù con r ed r. l u taie caso, detta T la
trasfoimazione in esame, ogni omografia 8, che subordina trai due fasci
la proiett ività subordinata da T e trasforrai la r nella r. è taie che la
trasformazione T9.—i subordina su tutte le ret te del fascio délie involu-
zioni. Orbene, v a escluso il caso che il luogo dei punti doppi di tali in-
voluzioni sia costituito da una coppia di rette.

(13) Res ta escluso 1' unico caso eccezionale indicato nella (12).


