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La geometria d’una rete generica di quadriche di o,.

Piero BonERA (Bologna) (%)

Sunto. - Nella presente Nota, premessa qualche considerazione introduttiva,
st enunciano alcuwi risultati, che, tra gli aliri, son forse i piw signifi-
cativi e che troverarno posto in una Nota successiva, corredati dalle
rispettive dimostrazioni.

1. - Nello studio di una rete di quadriche di S, conviene dap-
prima escludere che essa consti di quadriche tutte specializzate (}).

In tale ipotesi entro la rete (sistema lineare oo?) esiste un si-
stema algebrico o<! (non lineare) di quadriche specializzate.

Lo specializzarsi (almeno) due volte impone ad una quadrica
tre condizioni e quindi una rete non conterra, di regola, quadriche
specializzate due (o piu) volte.

Allora il luogo dei vertici dei coni della rete sara una curva
algebrica, ©, che, com’e noto, dicesi jacobiana della rete.

La © occupa un posto importante nello studio della rete, in-

sieme colla varietd base, la quale & una V,_g, quando si escluda

Vesistenza di varietd V,_,; comuni a tutte le quadriche della rete.
Si pud dimostrare che la curva ® & di ordine:

(1)

MOy + 220 + 20, =0

Infatti, se e:

’equazione della quadrica variabile nella rete, agevolmente risulta
che la jacobiana della rete stessa & la varieth che annulla i

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitda del Gruppo di ricerca
N. 26 del Comitato Nazionale per la Matematica del C.N.R.

(!) In S, son esempi di reti irriducibili di quadriche tutte specializzate le
reti genericamente subordinate dei sistemi (lineari) dotati di due spazi base

—1
sghembi S;_, e S,_;, essendo k=2, ..., % o k=2, .., T 5 secondo che

r & pari o dispari.
Cfr. P. BONERA, Dei sistemi lineari di gquadriche di S, a matrice
jacobiana nulla identicamente (Boll. U.M.I., 1966, (3), Vol. XXI, Nota II).
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minori di terzo ordine della matrice:

& 29, 29
8%, 2, 2%,
08 79 29y

gy 0X,., X

7+l

Cid premesso, si giunge subito alla detta determinazione del-
Vordine (?).

Ma questo potrebbe pure determinarsi pit agevolmente sfrut-
tando le seguenti considerazioni, utili anche sotfo altri aspetti.

Interpretate le A, X, A; come coordinate proiettive omogenee
di punto in un piano =, nasce una proiettivith fra le quadriche
della rete e i punti-imagine in =.

In particolare, all’co! delle quadriche specializzate corrispondera
in © una curva-imagine, ©’, che, di regola, sarad riferita biuni-
vocamente al luogo dei vertici, cioé alla jacobiana ©.

Sempre escludendo (com’e implicito nella considerazione della
curva ©) quadriche specializzate pitt di due volte, le eventunali
eccezioni nascono in un senso dalla presenza di quadriche due
volte specializzate, al punto-imagine di nna di esse sulla ®° cor-
rispondendo sulla ® ftutti i punti della retta-vertice, e mell’altro
senso dalla presenza di fasci di coni a vertice comune, al punto
genericamente variabile sulla retta-imagine di un tale fascio cor-
rispondendo sulla ® costantemente il vertice comune.

Poiché un fascio genericamente snbordinato della rete possiede
7 4 1 quadriche specializzate, segue che la curva © & d’ordine r 4 1.

Ma la ©', come meglio si assoderd, & priva, in generale, di
punti doppi, onde essa & irriducibile e di genere:

’
2= (3)
2. - Per stabilire che la ©’ &, di regola, priva di punti doppi

si pud procedere nel modo seguente.
Se il sistema lineare oo, con:

R r(r + 3)

SR
2

(?) C. SEGRE, Gl ordini delle varietd che annullano i determinanti ...
(R. Accad. Lincei, 9 (5). 1900).
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di tutte le quadriche di S, si riferisce proiettivam spazio
lineare Sg, in questo il luogo dei punti-imagine ¢ driche
specializzate di S, sard un’ipersuperficie VL.

Poiche una quadrica specializzata due volte ¢ volte
almeno tra le quadriche specializzate di un fascio onten-
ga (precisamente due volte per quello che la coni nerica-

mente), il relativo punto-imagine sard doppio per

Analogamente si stabilisce che il punto-imagir 2 qua-
drica piu di due volte specializzata ha multiplicita (e che
quello di una non specializzata & semplice).

Dunque, la V"“R"_‘,l1 possiede una Vg_s doppia (¢ - ,ui non
occorre conoscere l'ordine).

Il piano =, imagine di una rete (al solito di quadriche non tut-
te specializzate), tagiia Vg, in una curva d’ordine r + 1, la ® del
num. 1.

Ebbene, tale ® pud presentare un punto doppio, solo quando
si avveri una delle due seguenti circostanze:

I. - 11 piano = si appoggia alla Vp_; doppia;
I1. - II piano = & tangente alla Vg% in un punto semplice.

Ora, se © & gemerico, la I. non si avvera (in S, una data V,_;
e un S, generico non avendo punti comuni); e neppure si avvera
la II. (essendo oc3B—7 gli S, tangenti alla Vi, e, invece, co3R—6 gli
S, di Sg).

Dunque, se = & generico, cioé se la rete & generica, la ©" &
priva di punti doppi.

Allora, non possedendo la rete quadriche due volte specializza-
te, né possedendo ®’ componenti rettilinee, non possono presentarsi
eccezioni nel riferimento biunivoce tra © e ©',

Pertanto, se (come si supporra) la rete & generica, la curva ©
& irriducibile e di genere:
= (’”‘
p=(2).

3. — La curva ©’ & stata utilizzata la prima volta da Hesse
nel caso r = 3, ponendo in relazione le reti di quadriche dello
spazio ordinario con la quartica piana.
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Si ha cosi un metodo (detto metodo di HESSE) per lo studio delle
28 bitangenti della gnartica piana (?).

Esso & stato poi utilizzato per r — 4 da EDGE ().

. an 8 . N . .
4. - La varieta V,._g é normale in S, (r > 3), giacche la sezione
con un S, generico & la curva canonica del genere cinque.
Se la varieta V,_; o la curva © (prive di punti comuni) hanno

una corda comune, questa & base d’un fascio della rete e percid
la retta~-imagine di tale fascio & bitangente a ®’; e inversamente.

Allora, calcolando il numero dei punti doppi della proiezione
piana generica di O, si pud giungere al risultato:

La curva ©' possiede:

1
5t — 1) — 2)(r +4)

bitan genti.
Utilizzando la proiettivith posta tra le quadriche della rete e
i punti-imagine in = si pud dimostrare che:

I punti di =, che corrispondono a quelli d’una sezione iperpia-
na generica della curva ©, son punti di contatio (semplice) della
curva O con una curva d’ ordine v, y, detta «curva di coniattos;
e che:

I punti di contatto di due curve y appartengono ad una curva
d’ ordine r.

Se, poi, si considera il luogo dei punti coniugati d’un generico
iperpiano di S,, vispetto alle singole quadriche della rete, si pud
dimostrare che:

In =, il sistema lineare delle curve d’ordine 27, che passano
doppiamente per i punti di contatto d’una curva y e semplice-
mente per i punti comuni ad una conica generica e alla curva
@', segna su quest’ultima la serie canonica;

(?) L. O. HEessg, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung
(Journal {iir die reine und angerwandte Mathematik, 49, 1855, p. 279-332,
oppure Gesammelte Weike, Miinchen 1897, p. 345-404).

C. Rosatl, Alcune considerazions intorno al mefodo dv Hesse (Giornale
di Matematiche, 8, 1900, p. 1t5-170).

(*) W. L. EpGE, The geometry of a net of quadrics in four-dimensional
space (Acta Mathematica, 64, 1935, p. 185-244).
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e che:

In =, una curva d’ordine 2r, che passa doppiamente per ¢ punts
di contatto d’una curva y, sega uwlteriormente la curva O nei puniti
comuni o questa e ad una curva d’ordine r.

Inoltre si pud riconoscere, mediante considerazioni geometriche
dirette, che:

Lo spazio polare d*un punito della curva ©, rispetto alla rele,
éun S,_,, s, p-secante la curva stessa;
e che:

Gli spazi o tangenti alla curva O son in numero di:

Ap(p - 1).

Quest’ultimo risultato pud oftenersi altresl applicando uua nota
formula di SCHUBERT (%).

Infine si aggiunga, come emerge da considerazioni di Geome-
tria sulla curva algebrica, che:

La curva © & normale (in S,) e non giace in alcuna quadrica
di §,.

Pervenuta ¢ lla Segreteria dell’U M 1.
1l 12 gurugno 1966

(5) Cfr., ad es., F. SEveErI. Padova, Atti 24, 137 (1908



