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Sulle trasformazioni puntuali fra piü
di due spazi a n dimensioni.

NOTA I

MARIO YITJLA (Bologna)

Sunto. - In una corrispondenza puntuale (B fra tre spazi proiettivi a n
dimensioni ( n> l ) , considerata una terna ordinaria OtJ O2, O3 di punti
corrispondenti, in generale, a due E% di centri 0 4 , 0.2 non corresponde
in & un E%. Orbene in questa Nota si ricercano Ie terne di E2 corri-
spondenti in O. Tra siffatte terne si considerano poi quelle per cui uno
dei tre Ez è dl flesso, pervenendo cosï, in ciascuno dei tre spazi, a Bn

direzioni particoïari {se non sono indeterminate) chiamate carattertstiche
o inflessionali e a 2«3n—1 E.2 intrinsecamente determinati. Si ottengono
anche altri E2 intrinsecamente determinati da (2 e una propriété di essi.

1. - In un lavoro recente ho stabilito alcune proprietà relative
alle trasformazioni puntuali fra tre piani proiettivi (1), proprieta
suscettibili di varie estensioni.

La Nota presente e Ie altre che la seguiranno con lo stesso
titolo, costituiscono una prima serie di queste estensioni, non
sempre immédiate.

In questa Nota si considerano Ie trasformazioni puntuali <5 fra
tre spazi proiettivi Sl9 St, £3 a n dimensioni (n>l). Se 015 ö2, 03

è una terna regolare di punti corrispondenti in O, dato in Sj un
Et di centro 0x e dato in St un E% di centro 0s, ad essi non
corrisponde in <B, in generale, un Et (di centro 03). Orbene, la
presente Nota è rivolta alla ricerca delle terne di E^ corrispondenti
in © e il risultato a cui si perviene è particolarmente semplice
in quanto ad ogni direzione uscente da 0x (ad esempio) corrisponde
una ben determinata terna di E2 siffatti. Il risultato si trova nel
n. 4 ed è preceduto da quello (n. 3) riguardante Ie terne di E1

corrispondenti in (2.
Si passa poi (nn. 5, 6) a studiare quelle direzioni uscenti da

Oj per cui almeno uno dei tre Ez relativi è di flesso. Si trova che
esistono per 0i (ad esempio) tre gruppi di 3'*-1 direzioni per cui

(*) M. VILLA, Sulle corrispondenze fra tre piani, Annali di Matematica
pura e applicata, Ser. IV, Vol. LXXI, p. 351 (1966).
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uno dei tre Et determinati da una di tali direzicmi è di flesso (Ie
direzioui per oui è di flesso V Ez di S,, o di St, o di £3 costifcuendo
uno stesso gruppo). In relazione a queste direzioui (che per ovvi
motivi chiamo carattertsiiche o wflessionali) si ottengono cosï
complessivamente 2-3" Et {in generale non di flessoj intrinsecamente
determinati dalla corrispondeuza © (-).

Se, ad esempio, T» è Ja trasformazione fra gli spazi Si9 JS3 nella
quale si corrispondono Ie coppie di punti che assieme al punto
0 2 , costituiscoiio terne di punti eorrispondenti in S, si considerano
(n. 7) Ie direzioni caratteristiche di Tt uscenti da 0x e gli E% relativi
corrispondenti in (B (due dei quali, si dimostra, sono corrispondenti
nella T8 stessa). Si perviene cosï a uuovi E% intrinsecamente
determinati dalla corrispondenza <3 (3) (4).

2. - Sia <B uua trasformazione (o corrispondenza) puntuale fra
tre spazi proiettivi, a n dimensioni (n;> 1), S l } JS4, S3 e sia O n 0 t , 0z

una terna di punti corrispondenti.
Assumiamo 0i, 0g , 03 come origini d^lle coordinate proiettive

(non omogenee) in S 1 ; /S2ï JS3 e indichiamo rispettivamente con
*n X%Ï - i s^; 2/u 2/2) - j 2/nï «i» 8*J - i »» t a l i coordinate in S,, S„ iSa.

(2) L e direzioni caratterist iche possono perö anche essere indeterminate .
(3) P e r n = 2, si r i t rovano risultati del lavoro citato nella (£).
(4) iSulle trasformazioni puntual i fra più di due spazi pvoiettivi h.o

pubblicato recenterriente anche il lavoro: M. Y I L L A , Stille trasforntaeioni
puntuali fra tre o ptü spazi lineari, Bollettino del l 'Unione Matematica
I ta l iana , Ser. I I I , Vol. X X , p. 87 (19fc5). L 'ogget to di tale lavoro è perö
corapletamente diverso da quello del lavoro attuale.

I n quel lavoro ho considerato certe coiriepondenze che ho chiamato
trasformazioni di GODEAUX (ma che è meglio foise cbiamare trasforma&ioni
di Godeaux generalizsate), Ie quali rieiitrano come easo particolarissimo
in quelle trasformazioni fra p spazi proiett ivi a n dimensioni ( i>>2 , n > 1)
che chiamerö trasjormazioni cremoniane generalizzate.

U n a trasformazione T ha p spazi proiettivi Sn si dira cremoniana
generalizzata (p ]> 2, w > 1) quando, dali arbi trar iamenle p — 2 punti in
p — 2 qua lunque dei p spazi dati {un punto in ciascun spazio), è creraoniana
la corrispondenza fra i due spazi r imanenti in cui si corrispondono coppie
di punt i che assieme ai p — 2 punti dati costituiscono puple di punti
corrispondenti in T.

I l caso più semplice di tiasformazioni cremoniane generalizzate si ha
ovviamente quando Ie trasformazioni cremoniane (ordinarie) suddette sono
tutte omografie. Sono trasformassjoni che r ientrano pure, come caso parti-
colare, nelle trasformazioni di GODEAUX generalizzate.
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La trasformazione <B sarà rappresentata da equazioni del tipo

(1) «, = /;(«!, « j , «M »„; !/M 2/2I ••> l/J ( * = 1 , 2, ..., »),

dore Ie fanzioui ft si suppongoiio sviluppabili in serie di potenze
neir intorno dei punti 0,(0, 0, ..., 0), 0,(0, 0, ..., 0) (5).

Sia Tj la trasformazione f ra gli spazi St, S3 nella quale si
corrispondono Ie coppie di punti (dei due spazi) che assieme al
puuto Oj costituiscono terne di punti corrispondenti nella data
trasformazione ©. Analogamente sia T2 la trasformazioiie fra gli
spazi JSJ , S3 nella quale si corrispondono Ie coppie di punti che
assieme al punto 02 costituiscono terne di punti corrispondenti
nella data trasformazione O. Supporremo che la coppia (O2, 03)
sia regolare per T> e che la coppia (0, , O3) sia regolare per Tt (6).

Assumiamo nello spazio Sx come rette londamentali uscenti da
01, n fra Ie 2n — 1 rette caratteristiche per O, della T% e inoitre
assumiamo coine retta xx = x2 = ... — ic„ un'ulteriore retta caratte-
ristica per Oj della T2. Analogamente assumiamo nello spazio S3

come rette fondamentali uscenti da O8 Ie rette caratteristiche per
03 della T2, corrispondenti rispettivamente alle rette fondamentali
analoghe nella proiettività S?s subordinata^ fra Ie stelle di direzioni
di centri 0 , , 03 , dalla JT2; inoitre assumiamo come retta zY = st =
= ... = sn la retta caratteristica per 03 della Ts corrispondente nella

(5) Più generalraente una corrispondenza fra i tie spazi St, *S2, S$ è
rappresentata da equazioni del tipo

(2)

dove Ie Jf\} F%, .. , JPM ammettono denvate paiziali prime continue. Supposio
lo jacobiano

3*i czn

neirintorno della terna di punti corrispondenti 0£, 02i 0%, Ie (2) possono
scriversi nella forma (1).

(6) In queste ipotesi diremo che la terna (O4, O2, Ö3) è regolare per (B.
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e?g alla xx = xt = ... = xn (7). Assumiamo ancora nello spazio S1 corne
punti fondamentali, in coordinate omogenee, (1, 0, 0, ..., 0, 0),
(0, 1, 0, ..., 0), ..., (0, 0, 0, ..., 1, 0) del riferimento proiettivo, i
punti corrispondenti, nelle proiettività caratteristiche (relative a Tt)
fra le suddette coppie di rette caratteristiche corrispondenti nella
$tt dei punti fondamentali analoghi di JS3; assumiamo inoltre corne
punto (—1, — 1 , ..., — 1 , 1) di S, il punto corrispondente, nella
proiettività caratteristica (relativa a Tt) fra la coppia di rette
caratteristiche xx = x2 — ... = xn , zx = 02 = ... = z^ , del punto
(1, 1, ..., 1, 0) di S3. Assumiamo infine come punto unità in S3 il
punto corrispondente nella proiettività caratteristica (relativa a ï2)
fra la coppia di rette caratteristiche xl.=xt=...=xni 2l=&t=...=znt

del punto (1, 1, ..., 1, 0) di S,. Nello spazio St assumiamo come rette
fondamentali uscenti da O2 le rette rispettivamente corrispondenti
aile rette fondamentali aualoghe nella proiettività f$x subordinata
fra le stelle di direzioni di centri Ot, O3 dalla T1; ancora nello-
spazio S, assumiamo come retta yi =yt = ... = yn la retta corrispon-
dente alla retta s, = z% = ... = zn nella proiettività §x fra le stelle
di centri 0,, O3.

Con questa scelta dei riferimenti proiettivi negli spazi S15 S2. SiT

le equazioni (1) délia trasformazione possono scriversi (8)

(3) Si = xt + pi/i + S a\qxpxq + S d(
pqypyq + 2 gi

vqxpyq + [3],
Pjff P> f̂ P,9

essendo p, le a, d, g costanti, indicando COD [8] l'insieme dei termini
nelle x, y di grado superiore al secondo e dove

al
pp = O (sia per i^p che per i = p),

(4) S a%ff = — 1 (per p 4= g),

(7) Si suppone che Ie direzioni caratteristiche di Tz uscenti da 0L non
siano indeterminate e che fra di esse ve ne siano n + 1 distinte (w + l <
< 2 n — l)n qualunque delle quali non appartenenti ad un iperpiano.

(8) Si veda : M. V I L L A , Le tras for mazioni puntuali fra due spazi lineari,
!N"ota I , Hendiconti dell ' Accademia jiS^azionale dei Lincei, Ser . V I I I , Vol.
I V , p . 61 (1948).

(9) Essendo la coppia (O2, O3) regolare per T{ è
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Posto

G.fo, x2, ..., »„; #,, t/2, ..., fl/„)s S g\qxpyq,

Ie (3) possono scriversi

gfi^Xf + pf/i + ^ X j , x2, ..., xJ + DJy,, ?/2. ..., ?yj +
(6)

+ <?,(»!, xSï ..., a5n; ^ j 2/,, ..., 2/J + [3]
( » = 1 , 2, ..., n).

3. - Si osservi che, dato in Sl uu ^ ! di çentro 0v e dato in *S3

un Ei di centro 03, ad essi non coxrisponde in Ô, in generale, un
^ (di centro 02).

Si ha:

Dato in S{ un Er di centro 0l e dato in Sd un Ex di centro 03 9

ad essi corrisponde in <B un El (di centro 02) quando e solo quando
si corrispondono nella proieiiiviià c?2; inoltre V Ex di centro 0t cor-
rispondente in <2 è quello corrispondente alVEx di centro 03 nella
proiettiviià ^].

Consideriamo infatti negli spazi Sï3 Si9 Ss gli El rispettivaniente
di eqnazioni

(7) xj = p,xx, yj = q3yx, zs = m,zx (j = 2, 3, ..., «).

Nelle (3) tenendo conto solo dei termini di 1° grado, si ottiene

(3') Zi = Xi + tyt.

Sostituendo nelle (3') alle Xj, y$ le espressioni date dalle (7) si
ottengono Ie

(8) • • — . + P*
+ H3Vx U = ^ 3, ..., n).

Sostituendo nella terza delle 7̂) alle si, z5 Ie espressioni (8), si
ottengono Ie

(9) Pjxx + fajijt = m^x, +
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Le (9) sono identità in xM yt quaudo e solo quando sussistono
le relnzioni p3 = m,, pg, = Sm,-, ossia, essendo P4=0, p} — q3 = w i t

I tre j©t debbouo danqize corrispondersi nelle proiettività ^
e c? . L'asserto è cosï dimostrato.

4. - Dato in *S, un j£j di centro 0x e dato in S2 un i£2 di centro
02. ad essi non corrisponde in ©< in generale, un E2 (di centro 03).
Dal risultato del n. 3 segue che affinchè ciö avvenga è innanzitutto
necessario che i tre Et dei tr*̂  Et si corrispondano in (2

Ma di più sussisfce il teoreina:

Per ogni terna di direzioni corrispondenti in Q llf l t , lz è deter-

minata un'unica ierna di E2, di centri 0l} 0 â , 0é e ivi tangenti

rispettivamente a lx, h, lz, corrispondenti in S .

Consuîeriamo infatti negli sçazi Sn <S2, S3 gli Et rispettivamente
di equazioni

(10) x3 = p}x, + r,xx\ y, = qsyx + t3yt*, es =

(i = 2, 3, ..., n).

Sostituendo neîle (6) alle ar,, T/J le espressioni date dalle (10) si
ottengono le

(11)
l, q» ..., gJI)]î/1

f+

Sostituendo nelle terze délie (10) aile £j, ^- le espressioni (11),
tenendo conto soltanto dei termini di grado < 3 in a;,, yu si ottiene

+ Gi ( , i* , » i « ; , g», » , g«)»i2/i

= tnJ[a?I + Pf/, + ^ ! ( 1 , p%9 ..., PHW + DAI, q%i •», «„)«/i*+

+ G^l, p 2 , .,., p n ; 1, g t , ..., ga)a5,î/,] + SJ(XX + py,)8.

Le (12) sono identità in xx, yx quando e solo quando suesistono le
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relazioni

rj + Af[l,ps, ..., pn) =
(13)

fa + Dtil, g t , ..., g J ^ w j D ^ l , g t , ...

GtiU ft. ..., p„; 1, g t , ..., gB

^ w i f f ^ l , p , , ..., pn; 1. g t , ..., gn

Dai primi due grappi di relazioni (13), essendo p=}=0, segue

(14) Pj = qf = mj.

Dall'ultimo gruppo di relazioni (13), per Ie (14), si ricava

p%) ..., pn; 1, ft, ..., pn)].

Dal terzo gruppo di relazioni (13), per Ie (14) e (15), si ottiene

(16) rj = gp \Gj(l, pi, ..., pn ; 1, ft, ..., pn) —

h Pl> "M Pnl hPtS - J JPn)] —

Dal quarto gruppo di relazioni (13), per Ie (14) e (15), Bi ottiene

(17) / / = ï[Gy(l, ft, ..., p n ; 1, ft, ..., | > n ) -

— i)yff,(ls ft, .», pn; 1, ft, ..., p j ] -

— p[Dy(l, jp8) -.., pn) -piD^l, ft, ..., !>„)

Dalle (14), (15), (16), (17) segue dunque che la terna di direzioni
corrispondeuti in © Xj=PjXi, yî^pjyi, Zj=PjZi détermina la
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terna di E% corrispondenti in <& di equazioni

(18) xj = pjxx + \ Ps'A^l, pt, ..., pn) — Aj(l, pi9

(19) 2/i =

(20) pn;

Il teorema è cosï dimostrato (10).

5. - Abbiarao yisto che per ogni direzione per 01 (ad esempio)
esistono nei tre spazi tre Ei ben determinati di equazioni (18), (19),
(20). Ci si puö chiedere: esistono direzioni per O1 per cui almeno
uno dei tre E% suddetti è di flesso?

A questa domanda risponde il teorema:

Esistono per Ox {ad esempio) tre gruppi di 3"~ * direzioni per cui
uno dei tre E% déterminait da una di tali direzioni è di flesso; le
direzioni per cui è di flesso VE2 di SY, o di S2, o di Sd costituendo
uno stesso gruppo.

Infatti affinchè sia di flesso V E2 di equazioni (18) dev'essere

(21) + âp

pn) -Aj(i, p2i

^ - > Pul 1, Pt,

. » . Pnl 1> P*, -

pn)

Essendo j = 2, 3, ..., w, il sistema (21) è costituito di n—1
equazioni algebriche di 3° grado nelle n — 1 incognite pt, ..., pn

e pertanto ammette 3"—1 soluzioni (a meno che non siano infinité).
Si hanno dun que 3"- 1 direzioni per 0i (a meno che non siano

(10) Va rilevato che questo teorema (corne quello del n 3) ha carattere
topologico.
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indeterminate). Affinchè sia di flesso 1' Et di equazioni (19)
dev' essere

PiDx{l, p%, ..., pn) - Dj[i, p„ ..., pn) +

(22) + 2 ^ ? ' ( 1 ' Pi' '"' Pn> *' p*> ' " ' P^~

Si ha quindi un altro grappo di 3""1 direzioni per 0ï.
Infine affinchè sia di flesso V Et di equazioni (20) dev'essere

(23)

che porge un ulteriore gruppo di 3'1*"1 direzioni per 0^. L'asserto
è cosï dimostrato.

Le 3n direzioni (21), (22), (23) si diranno direzioni caratteristicke
(od inflessionali) di (3 per 1' analogia che esse presentano con Ie
direzioni caratteristiche (od inflessionali) delle trasformazioni pun-
tuali fra due spazi (u).

6. - Se p2z, p3;, ..., p„j (l = L 2, ..., 3'*-1) sono Ie 3"-1 soluzioni
del sistema (21), Ie direzioni Xj = pjtx} (j = 2, ..., n) sono caratteri-
stiche (12) e gïi E% relativi di /Sx sono di flesso, mentre i relativi Et

di St e di Sz hanno rispettivamente Ie equazioni

o >», Pui)

(41) Si veda: M. VILLA, op. cit. nella (8), p. 57. lN"aturalmente vari casi
possono presentarsi a seconda delle coincidenze che si possono avere fra
Ie 3n direzioni caratteristiche di (2 uscenti da 0 t .

(12) La rappresentazione xj — pfóL perle direzioni uscenti da O4 esclude
Ie direzioni appartenenti all'iperpiano x± = 0 che è determinato da r — 1
direzioni caratteristiche di T2, uscenti da 0L (per n = 2 esclude la direzione
caratteristica di T2 x{ = 0) {n. 2). D'al tra parte, considerando Ie equazioni
del sistema (21) corne quelle di ipersuperficie cubiche dell'Sn_1 di coordinate
(non omogenee) p 2 , ..., pni Ie direzioni in discorso (per cui non vale cioè
la rappresentazione Xj = pjXL) sono quelle relative agli eventuali punti
ivnpropri comuni alle suddette ipersuperficie cubiche.
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Se <stî, a3î, ..., <rnl (Z = 1. 2, ..., 3'1-1) sono le 3'*-1 soluzioni del
sistema (22), le direzioni xj = cy^ (j = 2, ..,, n) sono caratteristiche
e gli 2?s relativi di S2 sono di flesso, mentre i relativi E2 di Sx e
di Sa hanno rispettivamente le equazioni

Infine se TÎZÏ T3Î, ..., Tnï (l = 1 , 2, ..., 3"~l) sono le Sn~1 soluzioni
del sistema (23), le direzioni XJ = rJ-lxl (j — 2, 3, ..., n) sono carat-
teristiche e gli Et relativi di S3 sono di flesso, mentre i relativi
Et di Sx e di St hanno rispettivamente le equazioni

Ya rilevato che: questi 2 • 3" E2 (̂  • 3'l~l su ciascun spasio) sono
intrinsecamente déterminait dalla trasformazione data (B.

7. - Le direzioni caratteristiche délie trasformazioni T i s Tt (n. 2)
e délia trasformazione T3 (fra gli spazi S1, >S2 nella quale si
corrispondono le coppie di punti che assieme al punto 03 costitui-
scono terne di punti corrispondenti in <2) determinano, per il
teorema del n. 4, degli J5/2 che sono quindi intrinsecamente carat-
terizzati dalla trasformazione <S(13). Consideriamo, ad esempio, la
direzione caratteristica per Ot di equazioni xj = 0 (,ƒ — 2, ...? w)
délia T t (n. 2). Q-li Et relativi a questa direzione nei tre spazi
sono rispettivamente

(13) Raturai m ente vari casi possono presentarsi a seconda délie coinci-
denze che si possono avere, non soltanto fra le Sn diresrioni caratteristiche
di <& uscenti da Oi} raa anche di queste con le direzioni caratteristiche di
Tt (ad esempio).
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y? =

(25) S7

come si ottiene ponendo p? = 0 uelle (18), (19), (20) e teneudo pre-
senti 3e (4), (5).

Ora. si osservi che gli Et (24} e (25) si corrispondono nella Tt

Ie cui equazioni sono

0X = x, + 2 a\qxf)xq + [3],

i coefficient! a essendo legati dalle (4).
Si ha dunque:

Dei tre Et corrispondenti in 6 determinati da una direzione
caratteristica di T% (ad esempio) due si corrispondono nella T%

stessa (u).

Verten ulo alla Segretena delV TT. M I.
tl 26 novembte 1966

(14) I vari elementi geometrici introdotti in questa JSFota consentirebbero
(sia nel caso proiettivo, che in quello affine) una ulteriore determinazione
intrinseca dei riferimenti nei tre spa/i e qninrli una seraplificazione
neîle equazioni (3) del]a trasfonnasiiono (2, nonchè la determinazione e
1'interpretazione geometiica degli invariant! del 1° e del 2° ordine della
(3, ma ciö qui non vien fatto.


