BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

DELFINA ROUX

Sull’ordine secondo Ritt delle serie di
Dirichlet.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 22
(1967), n.1, p. 4-14.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1967_3_22_1_4_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1967_3_22_1_4_0
http://www.bdim.eu/

SulP’ ordine secondo Ritt delle serie di Dirichlet.

DerLriNa Roux (Torino)

Summary. - Formulas giving the Rut order of a Dirichlet series f(s) =
[ee]
= 3 a,,,e_‘)"s (convergent all over the complex plane (s)) through the
n=o0
behaviour of the sequences | a, | and |1, | have been obtained only
under particular assumptions. In this Nole we assign an upper bound
for the Ritt order of any series f(s) and we give @ sufficient condition
for the Ritt order to be the highest according with this upper bound. The
general form of this condition contains, as particular cases, all the
theorems on the subject known so far.

1. - Introduzione.

Il problema della determinazione dell’ordine secondo Rirr di
wuna serie generale di DIRICHLET convergente in tutto il piano
complesso non & ancora completamente risolto. Su questo argomento
sono finora note le proposizioni seguenti.

Sia {qui e nel seguito)
[e0]

(1.1) f(s) = 2 a,e—ns 0 <) <k < oeey hyy — + 00)
n=0

una serie di DIRICHLET convergente in tutto il piano complesso
s =o¢ 4 4t. L’ordine ¢ (secondo J. F. Rirr) di f(s) (*) soddisfa le
limitazioni:

1 . log|1a, )
(1.2) ;é Hm Tlo—Tl (J. F. Rirr [5]) ()
n-—>+oo
() o= im log log M(s)

, dove M(s)= Sup |f(o+it)| =+oo. Poiche
<t<+o0

g~—>—20 —0 —oo< <}
M(s) non pud mantenersi limitato per c—>—oo, risulta sempre 0=p=+oco.
(?) Questa limitazione & stata stabilita da J.F. RirT nell’ipotesi che
f(s) converga assolutamente per ogni s, ma la dimostrazione & valida anche
senza questa condizione.
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e, qualora f(s) abbia ascissa di uniforme convergenza eguale a — oo,

log 1/T
(1.3) 1> im ~°—g—l—/ﬂ (C. Tanaxa [8])
w5 Tloga
dove T@)= Sup | I a,e~2nit| 3.

—o<t<+0 [x]=h, <z
Sussistono inoltre i seguenti teoremi:
«Se lim log n/A, < + oo (4), vale in (1.2) il segno =» (J. F.
Rirr [5]")—:>+°°
«Se lim log n/(, log },) =0, vale in (1.2) il segno =» (K. Svu-

N0
GIMURA [7]) (°);

«Se @, >0 per ogni n, vale in (1.3) il segno =» (C. TANAKA
[8) ¢)-

In questa Nota viene stabilita una limitazione dal di sotto per
1/ in forma piut generale, bench® sostanzialmente equivalente
alla (1.3) e viene assegnata una condizione sufficiente affinche p
assuma il massimo valore compatibile con tale limitazione. Il teorema
cosl ottenuto contiene, come casi particolari, i teoremi enunciati
sopra e permette, fra 1’altro, di determinare 1 ordine secondo Rirr
delle serie (1.1) soddisfacenti la condizione

1 .
Y O (exp exp (34, log 1,,)

Xn-o-] T fa

(1.4)
per ogni 8 >0, n — + oo (7).

(3) Si denota con [«] il massimo intero non superiore ad .

(4) E quindi (come & ben noto) f(s) converge assolutamente per ogni s.

(°) Vedasi anche A.G. AzeEiTiA [1].

(6) Vedasi anche D. Roux [6]. C. TaNnaka ([8], Teorema II p. 68 e
Corollario IV p. 77) ha stabilito il teorema in una forma piu generale:
essa & perd una ovvia conseguenza del teorema enunciato come sopra e
della disuguaglianza 02? Re e~ | S M(o) = 02? | @, | €200,

n=0 n=0

(*) Questa condizione & analoga alla cosidetta «condizione di Schnee>
che ricorre sovente in questioni riguardanti le serie di DIRICHLET (vedasi
ad es. E. Lanpavu [3], pp. 781-799; G. Variron [11], pp. 15-17). La (1.4}
& perd meno restrittiva della condizivne di SCHNEE.
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2. - I risultati.

Sia {®, { una successione crescente di interi positivi soddisfa-
cente le condizioni

My = —logh
2.1) lim =1, Tim Bl <t
hs+too iy ho+tco My

Per ogni n che verifichi la limitazione #n, <n <mn,,, (h=
=0, 1, ...) poniamo

(2.2) Sn == S()\"h 5 )\n) = Sup : 3 ame_)mZTf
—oeLT<+400 N =m=n '
e sia
log 1/8,
(2.3) lim 38 /i =
nofoo "n 108 An
Sussiste il seguente:
TeEOREMA 1. - Risulta
2.4) /o =«

Di1MOSTRAZIONE. - Se « <0, il Teorema & ovvio. Se «> 0, la serie

o(s) = O§ Max S, -exp(—*

h=o "h§"<nh+i

”h*- 1_13)

per le (2.1) e per il teorema di Rirr ha ordine 1/«. Poiché dalla
identitad di BRuNAccI- ABEL si ricava | fis) | < 2¢(c), ne segue la (2.4).

OSSERVAZIONI. — 1) Se « = + oo, allora p = 0.

2) Ponendo A, =1, )‘"h = Min X, (A, > [)‘";.—1 + 1) (h=1,2,..)),
da (2.4) si ottiene (1.3).

3) «, essendo I’opposto della ascissa di uniforme convergenza (%)
della serie

o
(2.5) fn(s) = X @,e—'nlogiys ,

n=y
¢ indipendente dalla particolare successione {)\nh} (soddisfacente
(83) G. VarLiron [10] A questa Nota si faccia riferimento, anche nel

seguito, per tutte le questioni riguardanti ascisse di convergenza semplice,
uniforme e assoluta. Vedasi anche G. VaLirow {11}, p. 7.
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le (2.1)) prescelta (come, d’altronde, si potrebbe dimosirare anche
direttamente).
logl/ 32 |a.|
4) B evidente che «> lim L iy T S
h= oo )\'nh log )\nh
in generale, migliore della disuguaglianza 1/0 = a, perché esistono
funzioni f(s) per le quali risulta « > a (°).

=a. La (2.4) & pero,

Per ogni coppia di numeri reali a, b (0 < a < b) poniamo

Sla, b)= Sup | X ayenit|.

—00<T<+0 a=hp=h

Vale il seguente

TrorREMA II. - Sia « =0 ed esistano due successioni crescenti
e divergenti a -+ oo di numeri reali positivi [, }, 1 v, | (1, Zv, <
< Ppg1s P=1,2,..) e una successione di numeri reali positivi | %, |
tali che siano soddisfatte le seguenti condizioni:
log 1/8(px, 5 va)

a) lim —————— =u;
Rsdoo s 1O W,

v, — U

b) W =olm) g = 0(exp exp (3, Jog )

per ogni 8§ >0, b — + oco;
log 1/8(w, ~ 3, M)

¢) lim n log A, > (n — Fh S 0 <)y
N—>-+400
Ans b

lim o8 1/)8( ot S p < v+ 3,)
J— \n lOg )\n =

N —>-00

Allora risulia
(2.6) l/p =«

(con la solita convenzione 1/p =+ oo se p =10, 1/c =0 se p = + o0).
OSSERVAZIONI. — 1) Se f(s) ha ascissa di uniforme convergenza

% < + oo, & certamente o=>0. (In tal caso infatti deve essere
1
lim log)\—/s" =

n->-4-00

(®) Una tale funzione pud essere costruita p.e. tenendo presente che o
ed a sono, rispettivamente, gli opposti delle ascisse di convergenza uniforme
ed assoluta della serie f,(s) definita in (2.5). Basta allora assumere come
funzione fy(s) la funzione dell’esempio IIl 0 di L. NEDER ([4). pp. 10-12)
per ottenere x=—=-+oco, @ = 0.
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2) B evidente che esistono sempre successioni |, |, {v, | soddi-
sfacenti la condizione a): Vipotesi essenziale del Teorema II &
che (oltre ad essere « =>0) esista anche {3, | tale che siano soddisfatte
b) e ¢) e questa ipotesi pud non essere verificata.

Ad es., si pud vedere facilmente che cosi avviene per la serie
(assolutamente convergente in tutto il piano)

(2.7) f(S) =P§1 (log Np)2 e v:=—Np n

dove N, = exp exp (p log p).

3) Se le ipotesi del Teorema II mnon sono soddisfatte, la (2.6)
pud non essere verificata.

Si consideri, ad es., la serie (2.7).

n=N gin nx
b

1 n=1 i

(4 costante indipendente da N e da x) ed essendo Ch x decrescente

al crescere di x per x << 0, dall’identita di BRUNACCI-ABEL segue,

per ogni N intero positivo, per ogui x reale e per ogni y <0

Essendo noforiamente (}°) per ogni x reale

<

n=N <3
s 222 0 ny ] < 24e—Ny

I n=1
e quindi, per ogni s =¢ 4 4t(¢c < 0), si ha

=+4N. 2
n ;‘: p];ens/N,,

iy
"
n=N, | nt ne nT ne
—al e (g 2 ne nrT o MO
2 n(e sin N, Ch N, -+ cos N Sh sz) <
—GIN, n=N, 1 — NG —o/N,
_<_2A6 17_,_2 2 "Sh'7— =2A6 p+Fp(G).
- n=1 " N
Di conseguenza
[¢'e) e—(p+l)o' F (G‘)
)24 3 50 ¥y e 4
1)l = p=1 (log NV,)* +Np2_a (log NVy)*

2.8
(2.8) F (o)
Np__>=—a (log Nn)z

+ e77 = f\(s) + f2(e) + f(o)-

(19) Vedasi, p es.,, BE.C. TirCcHMARSHE [9], p. 42.
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Np

Essendo, per ogni ¢ < 0, Fi () < 2 log N,e °"?, si ha

ciod, posto p, = py(s) = Max p,
Ny<—oc

fulo) < 2pge—(Pottle << — 2cec”,

Infine, poich® per 0 <x <1 si ha Shx <<ex,se N,=> ¢ risulta
Fo)<2% 37 == _2 2
A< N T TN,
e, di conseguenza,
. o0 eg—po
fife) < — 25 3~
p=1 P
e quindi, per il teorema di RitT,
fie) = O (exp exp (—«3))
per ogni ¢ >0, ¢ — — oco. Da (2.8) segue allora
1
| f(s)| =0 (exp exp —(_!__Ts)c) per ogni ¢>0, ¢ — — oco.

La serie (2.7) ha dunque ordine p <<1/2 e, poiché per essa &

o =1, la (2.6) non vale.

3. — Conseguenze del Teorema II.

Veniamo ora a segnalare alcuni casi particolari nei quali sono

soddisfatte le condizioni del Teorema II.
Valgono i seguenti corollari.

CoroLLARIO I. - Sia

. log 1/8, . log|1l/a,]
-0 w= o Tegh T2 S leg

n—s>-4o0 " —+oo

Allora 1/p = a.
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Infatti, nell’ipotesi (3.1) & certamente « =0 ed esiste { m, | tale
log | 1/a
che lim & H%m|

= «. Basta allora assumere p, = v, = Ay,
h—)+CD )\mh log )\”zh

h

1
=3 Min (| )\mh — Jm 1 |), per soddisfare le ipotesi del Teorema IL

OSSERVAZIONE. — Se log »/(), log },) — 0 per n — + oo, la (3.1)
¢ certamente verificata (*'): il Teorema II contiene quindi come
casi particolari i teoremi di J.F. Rirr e di K. StciMURA citati
nell’ Introduzione.

CororrarIO IL. - Sia « >0 ed inolire

1

n4-1 )‘n

N O (exp exp (32, log A,))

per ogni 3 >0, n— + co. Allora 1/p = o,

Infatti, & sempre possibile scegliere per {i,} e {v,{ due opportune
successioni parziali estratte dalla successione |2,} in modo che
sia soddisfatta (oltre alla condizione a)) la ulteriore condizione

1
Ve — 1, X1 (h=1, 2, ..)(*). Basta allora assumere %, = 5 Min (jn—

— Xy [vi — A ) =y, v,) per soddisfare anche b) e c).
Per ogni coppia di numeri reali a, b (0 < a < b) poniamo

A, )= 2 ja.]

a=)q=b
Vale il
Cororvuario JII. - Sia =0 ed esistano |y, i, {v,l e {3}
soddisfacenti la condizione b) e le condizions ‘

2 lim B VAW )
hot0 vy log u,
¢') S(rn, )= 40
=vit+ 3
Allora 1/o = «.

)

A

L

)\m) - €%0nlog M) (p, — % n

I
i
I

h

(**) Infatti, si pud sempre scegliere {n,| (soddisfacente le (2.1)) in

log 1/an,) 1
hi og ﬂ l/a . .
modo che sia lim - —=—=—= lim Tb—l—/—;—l; dalla relazione eviden-
A Any, log Am, asfo 'm0 tn
te jan, |= Max §,=(n;+,—1) Max |a,| segue immediatamente
nh§n<nh+‘ ”,,—S—”<"h+‘

la (3.1).
(12) Vedasi 1’ Osservazione 3 in calce al Teorema I.
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OSSERVAZIONE. - Se a, > 0 per ogni %, dalla convergenza della
o]
serie X a, segue «=>0; le condizioni a’) e ¢’) sono evidentemente
Nn=90
soddisfatte e quindi il Teorema II contiene come caso particolare

il teorema di C. Taxaka citato nell’Introduzione (*3).

Per dimostrare il Corollario III, dividiamo ogni intervallo
(#p — ., #,) in expy,? intervalli parziali, ciascuno di ampiezza
compresa fra %,/(2expp,’) e 2%,/expuy,’ in modo che i punti di
divisione non coincidano con alcun },. In uno almeno degli inter-
valli ottenuti (sia esso (', —%',, p’',)) deve essere A, —3,,w,)<

< Ay, — 3, w)/ expw,’ e qundi, se p’, — 3, <X, <., risulta

’ —_ 3’ )\ I’ —_ ’ ’
lim log 1/8(w’, ws M) > lim log 1/8(yw", S, )
i A, log A,

N—>-4-0

%

Ha 10g Y

T hS4
= lim M + lim log 1/8(y), — % )

= -} oo,
T hestoc log v, 5T w, log u,

In modo analogo si prova l’esistenza di una successione di
intervalli (v/,, v/, +35") (v, =V, <V, + 5", <v, 4+ 3,) soddisfacenti
la condizione
log 1/8(v, )

e W Py N

N —>4-50

=400 (V’h é )\" é vlh + Es”h)

e si pud sempre pensare che sia ¥, =%,.
Le successioni {u',{, v/, | e 1%, | soddisfano la condizione c)
ed & facile verificare che esse soddisfano anche la b).
’ ’ .
Essendo S(u';, v/) < S(w'y, va) + Sless vi) + Stv,, v7), dalla defi-
nizione di « e dalle condizioni a’), b) e ¢') si ricava

0 < lim log %/‘JS(\”*’A J v'y) < Tim log %/‘fﬂ"'h 2 v's)
I e o LR hostoo  Hplogiy,
— Tim log 1//‘4(%*'1;1 V) < lim log 1/A(wy, vy) _
h—stoo p'ylogu, " hetoo ty log
Allora {u/)t, v}, 19, } soddisfano anche la condizione a) e dal

Teorema II segue 1/p ==, c.d.d.

4, - Dimostrazione del Teorema II.

Bssendo, per il Teorema I, p << 1/«, basta dimostrare che & anche
p=1/a. Se o= - co ¢id & ovvio; supponiamo allora « << - oo.

{*3) Anche nella sua forma pit generale ([8], Cor. IV p. 77).
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Possiamo anche sempre supporre che gli intervalli (x, — 3, ;)
e (vy,v,+ %) (=1, 2, ...) non contengano alcun esponente 1,.
Infatti, in caso contrario, sia | }\npg (Anp < 2ny < ...) la successione

degli esponenti X, interni a questi intervalli. La serie f,(s)=

[ee]
= X anpe_x”l’s, per la condizione c¢) e per il teorema I, ha ordine
p=0
py < 1/a. Per dimostrare il Teorema II basta quindi dimostrare
che la funzione f(s) — f,(s) ha ordine o > 1/x (}4).
Per ogni coppia di numeri reali non negativi a, b (a < b) e per
egni numero reale v poniamo

Y@, b; 7)= X a,e i,
a=in<b
Se ¢ e b non coincidono con alcun esponente A, (n =1, 2, ...), dal
teorema di PERRON (*°) segue, per ogni ¢ < 0 e per ogni t

2@, b; y=23(0, b; 1) —2(0, a; )=

o100
bs

A ebs — eas
= ‘2;1, fls + 47) _S_e_ ds (*¢).

6—i20

In particolare, per ogni u soddisfacente la limitazione 0 <u <%,
risulta

2({1«/‘ - icI| + ’M«,V/‘ + u; T) = E (5“}4’ Yis T) =
1 o+i00 . e(vh+u)a _ e(ph—\')h-}-u)s p
= 5 f(s + i7) 5 3
o—14c0

da cui, integrando rispetto ad « nell’intervallo (0, s,) (") si oftiene

4.1) S Sy Vi3 T) = I,
dove
1 cico . :"lle(vh-}-u)s - e(}L’L——'ﬂ’h-'—w)s
L=10) =5 f(s + iv)ds j : du =
é—ioo 0

(**) Infatti, se f,(s), fo(s) hanno ordine, rispettivamente p, e p, con
p2 > 04, la fanzione f(s) = f,(s) + fo(s) ha ordine p = p,.

(*3) Vedasi ad es. E. LANDAU [3] teor. 49 p. 831; G. Variroxn [11] p. 9.

(!®) s=o+ it e l'integrale inteso nel senso di integrale principale
secondo CaucHY. ]

(!7) Un analogo artificio & stato usato da E. Laxpav [2].
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© o440
1 (€ - 1) (e — e S)

Zm}/ f(s + i7) 7 ds.

S

c—ico

Veniamo a maggiorare I,. E facile verificare che, per ogni
¢ < 0 e per ogni coppia di numeri reali a, b (@ > b>0) risulta

| e — e | < Min (2¢%2, (@ — b)|s|e) (*%).

Pertanto, posto M(c) = Sup |f(sc 4 ¢1)!, risulta
—oo<T<+0

-+
1 — 1. .
| I < - Mic)e™n “”’h’“_[ o M 2, 3, 8] Min 2, (= +3,)|s])dt <
]

1
<= M(o)e™ 5 %(In,s + Inz + Iny)

dove
20—y 0y
Ih)l :/ EyIx(vh - % + 3It)dt = 23/@ ’
0
2/1% 9 Z/i)h °
23 23 v, — W =
Ih’zzf hqt <f bat — 2%, log—"———‘—"—_*——ﬂ,
H s ! ! 311 ¢
2/(vy—pytTy) 2[(v),—pyH0,)
+oo
4
1h,s= |Sﬂtdt< t—: :23h.
2/0,

Si ottiene cosl la seguente limitazione, valida per ogni t e per
ogni ¢ < 0:
— 3
| I/t i < 3lzzw(c)e(Ph_ﬁh)U(g + log L—?iil) '
h
Da (4.1) si ricava allora

— 3
Mie) > Sl e~ 507 [ (2 4 1og 2L

h

(%) Sia infatti 6 <0, ¢>0. B ovvio che |ets—1| <2, Inoltre, se
c|s| <2, si ha
| ees — 1|2 =g20 — 2e0 cos ¢t + 1 = e%0 — ec0(] — /) +1=
=(ecc —1)2t et <ttt =c2|s| 2
Quindi |e*s— 1] < Min (2, ¢|s|). Posto c=a — b ne segue la disugua-
glianza in oggetto.
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Di qui segue, tenendo presenti a) e b), che, per ogni ¢> 0,
h > Ryfe), risulta
(4.2) log M(c) > — (o + (x + ¢) log p; ), + 30

Poniamo ¢, = — (« 4 3¢) log w,. Hssendo %, =o(y,), da (4.2) si
ottiene, per h = h\(c)
log M(s;) > ep, log p,

e quindi, per ogni ¢ >0

T log log M(o) > iim log log M(s,) _ 1 .
— g, x 4 3¢

G—>—30 hes —00

da cui, per I’arbitrarietd di ¢, si ricava p > 1/« c.d.d.
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