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SulPordine secondo ttitt delle serie di Dirichlet.

DELFINA ROTXX (Torino)

Summary. - Formulas giving the Ritt order of a DirichJet series f(s) =
oo _

= 2 ane
 n (convergent all over the complex plane (s)) through the

«=o
behaviour of the séquences \ an \ and | Xn | have been obtained only
under particular assumptions. In this Note we assign an upper bound
for the Ritt order of any series f(s) and we give a sufftcient condition
for the Ritt order to be the highest according with this upper bound. The
•gênerai form of this condition contains, as particular cases, all the
iheorems on the subject known so far.

1. - lutroduzione.

11 problema della determinazione deirordine secondo EITT di
una serie generale di DIKICHLET convergente in tutto il piano
complesso non è ancora completamente risolto. Su questo argomento
sono finora note le proposizioni seguenti.

Si a (qui e nel s e guit o)

(1.1) f(s) - 2 aHer-U' (0 < Xo < X, < , ln — + oo)

una serie di DIRICHLET convergente in tutto il piano complesso
.$ = <7 + ir. L' ordine p (secondo J. F. RITT) di f(s) (l) soddisfa Ie
limitazioni :

= lim I o g lo^M(G\ dove M{o) = Sup | ̂ (a + ̂ x) ) è+oo, Poichè{) p |
CT->—OO O —OO<T<+OO

M(o) non puö manteuersi limita to per a-+ — oo, risulta sempre 0 = p = + oo.
(2) Questa limitazione è stata stabilita da J~. F. KI ÏT nell'ipotesi che

f(s) converga assolutamente per ogni s, ma la dimostrazione è valida anche
senza questa condizione.
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e, qualora f(s) abbia ascissa di uniforme convergenza eguale a — oo,

dove T(x) = Sup | S aner-in* | (8).
- O O < T < + O O [as]^B<ae

Sussistono inoltre i seguenti teoreini:

«Se ïïm lognjK < + oo (% vale in (1.2) il segno = » (J. F .

RiTT [5]);

«Se lim log n/(X„ log X„) = 0, vale in (1.2) il segno = » (R. STJ-
&IMURA [7]) (5) ;

«Se a„ > 0 per ogni n, vale in (l.B) il segno = » (C. TANAKA

[8]) (6).

In questa Nota viene stabilita una limitazione dal di sotto per
l/p in forma più generale, benchè sostanzialmente equivalente
alla (1.3) e viene assegnata una condizione sufficiente affinchè p
assuma il massimo valore compatibile con tale limitazione. I l teorem»
cosï ottenuto contiene, come casi particolari, i teoremi enunciati
sopra e permette, fra l'altro, di determinare l 'ordine seoondo H I T T
delle serie (1.1) soddisfacenti la condizione

(1.4) ï r == O (exp exp (SXn log *tt)

per ogni S > 0, n —» + oo (7).

(3) Si dénota con [x\ il massimo intero non superiore ad ac.

(4) E quindi (come è ben noto) f(s) converge assolutamente per ogni s.

(5) Vedasi anche A. G. A Z P E I T I A fl] .

(6) Vedasi ancbe D. Roux [6]. C, TANAKA ([8], Teorema I I p. 68 e
Corollario I Y p. 77) ha stabilito il teorema in una forma più genera le ;
essa è perö una ovvia conseguenza del teorema enunciato come sopra e

della disuguaglianza
oo
S IRe ane

«=o

oo
i M (a) â S | an | e"

n=o
(7) Questa condizione è analoga alla cosidetta « condizione di Schnee»

che ricorre sovente in questioni riguardanti Ie serie di DJRICHLET (vedasï
ad es. E. LANDAU [3], pp. 781-799; G. VALIRON [11], pp. 15-17). La (1.4)
è perö meno restrittiva della condizione di SCHNEE.
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2. - I risultatî.

Sia j nh | una successione crescente di interi positivi soddisfa-
cente le condizioni

(2.1)

Per ogni n che yerifichi la limitazione nh<Ln <nh_{_l (h =
— 0, 1, ... ) poniamo

(2.2) Sn = S(XMft, XB) = Sup | S o ^ ' ^ |
—OC<T<+OO nh^m£n

e sia

(2.3) lixn ! -
«->-|-QO "

Sussiste il seguente:

TEOBEMA 1. - Eisulta

(2.4) 1/P>a.

DIMOSTBAZIONE. - Se a^O, il Teorema è ovvio. Se a> 0, la serie

oo

<»(s) = S Max Sn • exp (— Aw lS)

per le (2.1) e per il teorema di RITT ha ordine 1/a. Poichè dalla
identità di BRUXACCI- A B E L si ricava | f{s) | < 2cp(ff), ne segue la (2.4).

OSSERVAZIONI. - 1) Se a = + cx̂ ^ allora p = 0.

2) Ponendo Xtto = \ , Xf,fc = Min Xn (Xn^[XHA_ t + 1]) (h = 1, 2, ...),
da (2.4) si ottiene (1.3).

3) a, essendo Fopposto délia ascissa di uniforme convergenza (R)
délia serie

(2.5) f,(s)= 1 a»e->»ios>«»,

è indipendente dalla particolare successione j Xw j (soddisfacente

(8) G. VALIKON [10] A questa Ĵ "ota si faccia nferiraento, anche nel
seguito? per tutte le question! riguardanti ascisse di conTergenza semplice,
uniforme e assoluta. Yedasi anche G-. YALIRON [11], p. 7.
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Ie (2.1)) prescelta (come, d'altronde, si potrebbe dimostrare anche
direttamente).

log l / 2 \an\
4) È evidente che a ^ lim wft^n<t>fl^t =a. La (2.4) è perö,

h^+œ lnh log XB/(

in generale, migliore della disuguaglianza l/p^>a, perche esistono
funzioni f(s) per Ie quali risulta a > a (9).

Per ogni coppia di numeri reali a, b (0 <^a<Lb) poniamo

S{a9 b) = Sup | S ane™WT|.

Vale il seguente

TEOREMA I I . - Sta a ^ O ed esistano due successioni crescenti
e divergenti a + oo di numeri reali positivi | f̂  |, | vfc ( (fxh f^vft <
^P-ZL-H* ^ = i? 2, ...) e -M?ta sttccesiiowe di numeri reali positivi \ ̂ sh \
tali che siano soddisfatte Ie seguenti condizioni:

a) limlim = a:
h ̂ +00 V-H i O g V-K

), V f > 7 ^ ^ O (exp exp ( 3 ^ log H

per ogni S > O, h —- + oo ;

Allora risulta

(2.6) l/p = a

(con la solita convenzione l/p = + o o se p = O, i/o = O se p = + oo).

OSSERVAZIONI. - 1) Se f(s) ha 'ascissa di uniforme convergenza

a^o. (:u < + oo, è certamente a ̂ > 0. (in tal caso infatti deve essere
log l/S. T V

hm —^-i—5 == — t* > — oo ).

(9) Una tale funzione puö essere costruita p. e. tenendo presente che a
ed a sono, rispettivamente, gli opposti delle abcisse di convergenza uniforme
ed assoluta della serie ^(s) definita in (2.5). Basta allora assumere come
funzione fL[s) la funzione deü'esempio IIL O di L. NEDER ([4], pp. 10-12)
per ottenere a = + oo, a — 0.
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2) È évidente che esistono sempre successioni j (xfc j , | vA } soddi-
sfacenti la condizione a): 1'ipotesi essenziale del Teorema I I è
che (oltre ad essere a ^ O ) esista anche j %h | tale che siano soddisfatte
b) e c) e questa ipotesi puö non essere verificata.

Ad es., si puö vedere facilmente che cosï avviene per la serie
(assolutamente convergente in tutto il piano)

(2.7)

dove Np = exp exp (p log p).

3) Se Ie ipotesi del Teorema I I non sono soddisfatte, la (2.6)
puö non essere verificata.

Si consideri, ad es., la serie (2.7).

Essendo notoriamente (10) per ogni x reale
n=N sin nx

<A

(A costante indipendente da N e da x) ed essendo Ch x decrescente
al crescere di x per x <Z 0, dalFidentità di BRTJJSTACCI-ABEL segue,
per ogni N intero positivo, per ogui x reale e per ogni y < 0

M=/v sin nx Ch < 2Ae-

e quindi. per ogni s = c -\- ix (c < 0), si ha

n=±Np 1 ns/Ar

o

Di consegaenza

n=Np 1 / nx

à nV sin N? GhN?

- Sh

(7 nr Wff

(2.8)

(l0) Vedasi, p es., E. C. TIÏCHMARSH [9], p. 42.
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Essendo, per ogni o- < 0, Fp(<r) < 2 log Npe~°INp, 8i ha

cioè, posto p0 = po((7) = Max p,
i V <

Infine, poichè per Or^os^l si ha Shcc<ex,se ^ ^ <? risulta

e, di conseguenza,

e quindi, per il teorema di BITT,

A(ff)= 0(exp exp (—sff))

per ogni e > 0, c- -*- — oo. Da (2.8) segue allora

| f(s) | = O (exp exp ^ ) per ogni e > 0, c - ^ - o o .

La serie (2.7) ha dunque ordine p ̂  1/2 e, poichè per essa è
a = 1, la (2.6) non vale.

3. - Conseguenze del Teorema II.

Yeniamo ora a segnalare alcuni casi particolari nei quali sono
soddisfatte Ie condizioni del Teorema II.

Yalgono i seguenti corollari.

COROLLARIO I. - Sia

(oU v logi/Sn , . log I I K

Allora l/p = a.
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Infa t t i , ne lPipotes i (3.1) è certaraente a ^ O ed esiste j mh j tale
log [ l / a m |

clie l im T y r~^ = a* Basta allora assumere (/., = v, = lm ,
fc-^+oo AWft log AWft ' A

SÏ = - Min (I Xm — Xm ± 1 j), per soddisfare Ie ipotesi del Teorema I I .
& h h

. - Se log nj(kn log Xn) —* 0 per n —* + oo, la (3.1)
è certamente verificata (u): il Teorema I I contiene quindi come
casi particolari i teoremi di J. I \ BITT e di K. SUG-IÏITTRA citati
nell ' Introduzione.

COROLLABIO I I . - Sta a ̂ > 0 ed inoltre

— = O (exp exp (Un log Xn))
A«+i — À«

S > 0, w^- + oo. Allora l/p = a.

Infatti, è sempre possibile scegliere per |fAh| e |vh | due opportune
successioni parziali estratte dalla successione | XM j in modo che
sia soddisfatta (oltre alla condizione a)) la ulteriore condizione

vh "" PK = 1 (^ = 1̂  2> ••*) l12)- Basta allora assumere ^ = ö ̂ n (I^A—

— Xn |, | vh — Xn |) (XM 4= ̂ h, vh) per soddisfare anche b) e c).

Per ogni coppia di numeri reali a, b (0^a^b) poniamo

A(a, b) = S i aM |.

Y a l e i l

C O R O L L A R I O I I I . - 'Sia K ^ O ed esistano \\><h\, | vh | e

soddisfacenti la condizione b) e ie condizioni

Allora I/P = a.

(li) Infattij si puö sempre scegliere j nh | (soddisfacente Ie (2.1)) in
log l/ank] W \ljan\

modo ch.e sia lim z—-: r— = lim -r—1—-^—; dalla relazione eviden-
X - l o 8 X n X l o S X

te | aW/l | = Max Sn ^ (w;4-f t — 1) Max | an \ segue immediatamente

la (3.1).
(12) Vedasi 1' Osservazione 3 in calce al Teorema I .
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OSSERVAZIONE. - Se an > 0 per ogni n, dalla convergenza della
00

serie 2 an segue a ^ O ; Ie condizioni a') e c') sono evidentemeiite

soddisfatte e quindi il Teorema I I contiene come caso particolare
il teorema di C. TAKAKA citato nell'Introduzione (13).

Per dimostrare il Corollario III, dividiamo ogni intervallo
([xfc -—%k, \Lh) in exp u^2 interyalli parziali, ciascuno di ampiezza
compresa fra %J(2 esp \t.h

2) e 2 \ / exp jxh*, in modo che i punti di
divisione non coincidano con alcun XM. In uno almeno degli inter-
valli ottenuti (sia esso (|//h — ̂ \ , y/J) deve essere ^(^'h — ̂ \, |/-'h) <

—^h, |/.h)/ exp (Aft
J e quindij se /̂>t — 2r'̂  ̂ X„ ^ jA'h, risulta

l o g l / y t a \ , X . )
X l g X

= ft-^+œ log Pv. h^c Hl°gH

In modo analogo si prova 1' esistenza di una successione di
intervalli (v'&) v'7l + Sr",,) (v;,^v'A < v',( + S"/( < v;, + Ss/() soddisfacenti
la condizione

e si puö sempre pensare che sia ^"A = s'/t.
Le successioni | (JL'A S, ! v'A | e ; 5r'7l j soddisfano la condizione c)

ed è facile verificare che esse soddisfano anche la b).
Essendo S(v-'hi V,J ̂ S ^ , (*A) + S^,,, vA) + S(vA) v'fc), dalla défi-

nizione di a e dalle condizioni a'), b) e c') si ricava

P- A l o g K- A — »-»+oo f̂ -A

Allora | (x'A j , | v'A [, j 7s\ \ soddisfano anche la condizione a) e dal
Teorema II segue l/p = a, c. d. d.

4. - Dimostrazione del Teorema II.

Essendo, per il Teorema I, p ̂  l/a, basta dimostrare che è anche
p I> l/a. Se a = -j~ oo ciö è ovvio; supponiamo allora a <c + oo,

(13) Anche nella sua forma più generale ([8], Cor. IY p. 77).
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Possiamo anche sempre supporre che gli intervalli {\ih — ̂ ;4) y-k)
e (vA»vA + f̂tï fa = ^> 2, ... ) non contengano alcun esponente Xn.
Infatti, in caso contrario, sia j AŴ  j (XWo < XWl < ... ) la successione

degli esponenti X„ interni a questi intervalli. La serie fx(s) =
oo —is

— 2 aM e Mj3 , per la condizione c) e per il teorema I, ha ordinep

p! < l/a. Per dimostrare il Teorema II basta quindi dimostrare
che la funzione f(s) — f^s) ha ordine p > 1/x (14).

Per ogni coppia di numeri reali non negativi a} b (a <^ 5) e per
egni numero reale T poniamo

S ( a , 6; T ) = S awe-^«<T.

Se a e 6 non coincidono con alcun esponente Xn (w ̂  1, 2, ...), dal
teorema di PERRON (15) segue, per ogni o- < 0 e per ogni x

S(a, 6; T) = 2 ( 0 , 6; T) — S (0, a; x) =
o+ioo

1 /* gb5 gas

= §5./ «- + * > — T — * n-

In particolare, per ogni u soddisfacente la limitazione
risulta

- ^A + «,vA + u; x) = 2 ( Ï * & , v/t; x) =

1 /• tJ+l°°J
tj—ioo

da cui, integrando rispetto ad u nelF intervallo (0, ̂ h) (17) si ottiene

(4.1) **S(|*4, vA; T) = I ,

dove

(14) Infat t i j se /"ils), /"2(s) hanno ordine, r ispet t ivamente p t e p2 con

Pg^>Pij la funzione f{s) = fi{s)-\-fi{s) ha ordine p ^ = p 2 .

(15) Yedas i ad es. E . LIANDAU [3] teor. 49 p. 831; &. T A L I R O N [11] p . 9.

(16) s = a + it e 1' integrale inteso nel senso di integrale principale

secondo CAUCHY.

(17) U n analogo artificio è stato usato da E . L A N D A U [2].
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G—tOO

Yeniamo a maggiorare Ik. È facile verificare clie, per ogni
er < 0 e per ogni coppia di numeri reaii a, b (a > b 2> 0) risulta

Pertanto, posto jfcf(cr) = Sup ! f(<r -f ir) t, risulta
—0O<T<+0O

~yz Min (2, 5rA |« | ) . Min (2, (vA—t*A

< l M{<7)e^h-^h^(Ih>x + Jfti2 + Ih>3)

dove
2*,! = J V-h

o

2 / * . 2 / * .

-f-OO +00

2 / * f t

Si ottiene cosi la seguente litnitazione, yalida per ogni T e per
ogni a < 0 :

I Ih ! <^/tM(Cr)e(^"^C7(2 + log -*—

Da (4.1) si ricava allora

M(a) > 8(\ihi vfc)e~(lI7~*/*)CT/(2 + log ~

(1S) Sia infatti o < 0, c > 0. È ovvio che |ec* — 1 | < 2. Inoltre, se
c | s ] < 2, si ha

| ecs _ i I 2 _ . e%co — 2er-o cos ex + 1 ̂  e2ca _ 2e^(l — c
+ C2T2 — C"2 | s | 2.

Quindi | ecs — 11 < Min (2, c\s |). Posto c = a — 6 ne segae la disugaa-
glianza in oggetto.
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Di qui segue, tenendo presenti a) e b), che, per ogüi e > 0,
h > fto(e), risulta

(4.2) log JK(<r) > - (<r + (<x + s) log (xA)(xA + V -

Poniamo <7A = — (a + 3s) log [*A. Essendo 5̂  = o(tu.A), da (4.2) si
ottiene, per & ^ hx(e)

log M(cr/t) > £(AA log ph

e quindi, per ogni £ > 0

-— log log M{a) —- log log M(<Jh) 1
p = lim > Lim — — — —;—rr

da oui, per l 'arbitrarietà di e, si ricava p ̂  l/« c, d. d.
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