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Sulla connessione di un teorema di tracce
con un certo poliedro convesso.

LAMBERTO CATTABRIGA (Ferrara)(*)

Sunto. - Si individua una relazione fra un teorema di tracce per un certo
spazio funzionale ed un poliedro convesso mediante il quale é definito
tale spazio.

1. B noto (*) che una funzione positiva p() continua sullo spa-
zio euclideo v-dimensionale E¥ si dice una funzione peso temperata
se esistono due costanti positive C e d tali che

w4+ 1) << O + [E)Fu(n) 5, 7€ B,

v
2 — 2- 2,
ove |§ 2] 3

Sia S(E¥) lo spazio delle funzioni indefinitamente differenzia-
bili su Ev ed ivi a decresenza rapida ed &(Ev) il suo duale. Con
u indichiamo la trasformata di FOURIER di u € S'(E¥) definita nel
modo noto dopo aver posto per ogni u e S(EY)

) = j ei<n &> u(xjdz, x, § e B,

v
ove <, £ > = X;x%;§;.
1

Se () & una funzione peso temperata su E”, con Hy(E*) indi-
chiamo lo spazio lineare delle u € &'(Ev) tali che # & una funzione e

~ i/
(1'1) HMHHP(EV) == ((277)_"/ M?(E) I’M/(E) |2 di) ? < oo,
B

B stato provato () che H(E”) & uno spazio hilbertiano con la nor-
ma definita da (1.1) ed &
S(Ev) ¢ H(EY) < §'{Ev)

anche in senso topologico ed S(Ev) é denso in H,(E).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca ma-
tematici del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(Y) Si veda [3] Cap. IT e 8] Cap. L.

() le. in ().



46 LAMBERTO CATTABRIGA

Nello spazio euclideo n-dimensionale S*, n =2, siano dati i
punti ri=@, .., r}), i =1, ..., M, tali che

a) r"eS;,F=2se_’Sn;s,'20,j=1, ey Myt =1, .., M;

b) per ogni j =1, ..., n esiste almeno un %, sia i;, tale che 1';i>0.
Sia

M % i\ /2
(1.2) elf) = (12; l;I,~ (1 + g;{,““j) , =1y «, En) € En,

In [1](}) abbiamo provato che p(E) & una funzione peso temperata
su E». '

Sui punti assegnati ri facciamo inoltre 1’ ipotesi
c) max 1t = m, > 1/2,

v Si=EM ”
e indichiamo con {ms,—1/2} il piu grande intero inferiore ad
My — 1/2.

Per h e [0, m, — 1/2[ sia

_l/
(],3) Ph(g’) = (21‘!)‘/2 ( [t2h9—2 E’, t)dt) 2, EI = (El, ey En—l) € Er—1,
E

Le funzioni g,(%) sono funzioni peso temperate su E»—!.

Posto X={re E*; x,=0}, con v,u, h =0, ..., {my, —1/2},
indichiamo la restrizione ad X di shu/ial, we S(E#). In [1] () abbia-
mo provato il

TrorREMA. ~ Nelle ipotesi a). ), c) I’applicazione u — (y,u, ...,
Yim,—tj21%), u e §1E*), st prolunga in una applicazione lineare e
continua di H,(E") su Hy(X) X ... X Hf’{m ¥ i(X)’ con p(E) e p, (%),

e § 2

h=0, .., {mn—1/2}, definite dalle (1.2) e (1.3).

Vogliamo precisare qui la relazione in cui stanno le funzioni
0,5, h € [0, myn—1/2[ definite da (1.8) con il poliedro MR, invilup-
po convesso in 8* dei vertici dei parallelepipedi Q%) =|se S»;
0£s,~g'rj-, j:‘—— 1, .., n}, 4= 1, ... M. Premettiamo a questo sco-
po alcuni lemmi su una famiglia di poliedri convessi. Il teorema.
del n. 3 fornisce la relazione indicata.

(3) Si veda il lemma 2.3. Lo spazio Hp(E") & caso particolare di uno
spazio introdotto in [4] .

(4) Si veda il teorema 4.3. Casi particolari di questo teorema si trova-
no in (8}, (6], (71.
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2. Sia &' la famiglia dei poliedri convessi [P (°) dello spazio
euclideo v-dimensionale S, v=> 1, tali che

1) IDCSZ!_=§seS“; 8;,=0, j=1,.., v|;
A PoQri=iseS; 0<s, <7, j=1,...v}. MreD;
3) IP ha dimensione v (%).

Siano s',..., sM® i vertici di [). E noto che essi sono tutti e
soli i punti estremi di [P (%) e che [P coincide con il loro inviluppo
convesso, ossia con ’insieme degli s € Sv tali che

NP N(D)
8§ = 2‘; )\,sl, )\l = 0, El )\l =1 (8).
1

1

Per ogni [P e §” definiamo nello spazio euclideo v-dimensionale
Ev la funzione

Nk

(@.1) Pm=(¥ﬁ”0, E— ()., B e B,
v

ove st = II, &%),

Lexmya 2.1. - Se P e g allora

i) Vorigine O di S» & vertice di .

44) per ogni k=1,...,v esiste un vertice s tale che s'»=s,e* (°)
ed ¢& s:skz max s, = m; > 0;

s€D

ii) D & intersezione di S;_ e di semispazi chiusi, in numero
finito la cui frontiera & un iperpiano avente normale, diretta versd
quello dei due semispazi in cui esso divide SY che mon contiene
B, con coseni direttori tutti non negativi; (*°)

i) D=ise s LEH<PE, Viek|
1

(31 Per poliedro convesso di S’ si intende come & noto I’inviluppo con-
vesso di un insieme finito F' di S/, ossia Uintersezione di tutti gli insiemi
convessi che contengono F. P & limitato e chiuso poichd tale & F.

{6) Ciod a [P appartengono v+ 1 punti r®, .., rv, tali che rt —r°, ..
r»—r? sono linearmente indipendenti.

() s€ P & un punto estremo di I se non esistono due punti rt, r2.
rizEs? di P tali che s=2rt + (1 — )2 A €10, 1[.

(8) Si veda per es. [2], teoremi 13 e 14.

(?) ek € S‘-)l-’ ef:e,k, k,j=1, .., v (3k simbolo di KRONECKER).

(*9) Questa proposizione perde senso per v=1. Per v=2 e v=3
“iperpiano,, sta qui e nel seguito per “retta,, e “piano, rispettivamente

?
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DimMosTRAZIONE. - La 4) & immediata. Infatti qualunque siano
r, r'e D, r'=£r? & sempre ir' 4 (L— Nr*==0 per ogni A e 0, 1f.
Anche 44) si prova subito osservando che se se'[) ¢ pure s;e*e P
e quindi per la chiusura di [P anche m,e* = (man)x s)e" e P per

s€

ogni k=1,..., v. Tutti questi punti sono punti estremi e quindi
vertici di [D. Infatti se r', r*e P & M} 4 (1 — Nri=m; per un
A e]0, 1[ se e soltanto se rj =7r;=m, e dr} + (1 —Wr;=0 per
ogni j==k e per un irel0, 1 se e soltanto se vt =1r?=0 per
Jjs=k. Dunque & wme* =ir' 4 (1 — Mr® per un X € ]0, 1] se e sol.
tanto se r' = r’ = me"*. Dalla 3) segue poi che deve essere m; >0
per ogni k=1, ..., v.

Per provare 44) osserviamo che [P) e intersezione di un numero
finito di semispazi chiusi che hanno per frontiera un suo iper-
piano di supporto (). Nel nostro caso se uno di tali iperpiani
passa per D’origine O di S, il semispazio chiuso che ha tale iper-
piano come frontiera e contiene [P conterrd pure tutto S‘_’i_. Per-
tanto [ & interseziome di SEF e di numero finito di semispazi
chiusi aventi per frontiera un iperpiano di supporto non passante

v
per O. Sia = uno di tali iperpiani, 5;a,s, =1 la sua equazione e
1

o il semispazio chiuso contenente [P ed avente = per frontiera. B

v
Z',GJSJSL VSE“)'

1

Gli @y non possono essere tutti negativi poiche = passa per
punti di D. Siano a, ..., a@;, quelli fra es:i che sono negativi.
Per ogni s € S¥ indichiamo con s* il punto di coordinate sj =s;
per j3=4,, oy Ji © s}’,:...:s‘,'h=0. Se = passa per un se [P allora
deve essere sjlz...=3f,l=0, altrimenti per il punto s* che appar-
tiene a [P per la proprietda 2), sarebbe

v v

- ANl —
Y a8y > 3 a8, = 1.
1 1

Per i punti in cui = interseca [) passa anche I’iperpiano =’ di

(41) Si veda per es. [2], teorema 16. Iperpiano di supporto a I & ogni
iperpiano che intersechi ) e tale che uno solo dei due semispazi aperti in
cui I’iperpiano divide S” contenga punti di .
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v
equazione Zjij, .., j, @8, = 1, inoltre per ogni se P &
1

v

v

Y — % *
Diskiny e i OS5 = < a;s; <1,
1

. v
poiche s*eD. B dunque PDC o' ={se8; Zjrj,..,j, 48, < 1] e
1

=’ & iperpiano di supporto a [D. Inoltre & o'(1 8, o1 Sy. P

& percid intersezione di Sf*_ e di semispazi chiusi, in numero

finito, aventi per frontiera iperpiani di supporto a [P di equaz‘ione
v

Y;a;5;, =1 con gli @; tutti non negativi.

1

Infine se seP &

N(P)
s= I, hs', A, =0, % =1,
1 1

e quindi
N(D) Jz Mm v
II e = 1L, (” &) ’) e NI (")J< P Mie B

Se poi re §) ma r¢ D allora r non appartiene ad almeno uno
dei semispazi indicati in 444), onde per un A€ ]0, 1] Xr stard sul-

I’iperpiano frontiera di tale semispazio. Sia ¥;a,s;,=1 I’equazione
1

di tale iperpiano. Per 4ii) & a;=>0, j =1, ..,v. Per §, = 14912 t>1,

ji=1..,v, 8

> b 1/)
11[7' €)=t
v
e per ogni I =1,.., N(D), riuscendo sempre X, ajsffl,
1

v 1 2a

o, ¢y = ¢ <t
1

Da queste maggiorazioni segue che la funzione P—*() H (”)’f non
pud restare limitata in Ev.

Sia =2, §'=(s;; ey . 8,)€8 Y F=(,, .., § )€ BT
Pesd, Po=1IiseS" 7 (s, x)e P}, «e[0, m,[.

Levuma 22. - Se Ped?, n=2, allora
1;) Ipd € 5'"_]: V x € [OJ mn[;
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i) PyE)|E,|» < CPE) (%), VE=(, E)e B

#5d) Pp(E) < C, P, VieE"!, « pel0, m,[ «<8
con Ci= sup N([Da)
aglo, m,[

DiMoSTRAZIONE. — [P, & un poliedro convesso di S"—! poiche &
intersezione di un numero finito di semispazi chiusi di S*—!.
Inoltre se r'e Pu & r=(r, v) € [P e quindi Qr) P, da cui segue
Qir')C Ds. Per il lemma 2.1 4¢) appartengono a [ tutti i punti

n k3
s=22. me*, 1=0, I <1
1 1

e quindi a [P, i punti

n—1i n—1
s’=3 Ame*:, I=>0 2o <1l—a/m,.
lk B k 1 k ThE = n

1

A P, appartengono percid, oltre all’origine O di S"—', anche
i punti m (1l — «/me, )e* k=1,..., » — 1. Cid prova 4). La 3) si ottiene
applicando il lemma 2.1 4v) ai punti (s’, «)e ) tali che s’ sia vertice
di [P,. Per provare la ¢ii) basta osservare che, come conseguenza
della 2), @ P [P. ed applicare 11 lemma 2.1 4v) ai vertici di Pe.
Siano 0 =%, <<u, <<.. < wp =my i valori assunti da sln, l=1,

ey NP

Leuma 23. - Se Ped’, n=2 8 ve[0, m,[, 8<y e

Y—% afﬁ
i) PufZ) = Cri[Pelf)x—P[Py(*)—8, W% e B, se xe[8, 1];
2m,, 1—2 a—B
ii) Pu5) < CY AP )P [PAE %, M ¥ e B, se ¢ 13, 1[5
Y—2 a—p

i46) Poff) < C\[Pel@ )\ —F[PE'N—F, V5 eE), se xelf, v]e
w, 418, v[ per ogni k=0, ..., k,.

DIMOSTRAZIONE. - Indichiamo con b" = (b}, ..., bi_l)eSi—l,
i=1,.., NPa), e ¢ =(c}, .., c*_)eSy " h=1,.., N([) i vertici
di Pe e P, rispettivamente. Posto b* = (b", §) e c" = (¢, v) tutti
i punti s =2b’ -+ (1 —X)c* appartengono a [P e quindi appartengono

(12) Py(E) & la fanzione definita secondo la (21) in corrispondenza al
poliedro Mea, x € [0, m,[.
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a P, i punti

Dal lemma 2.1 4v) segue allora che per tali punti s’ &

¢ a—f

n-—1 n—1 y—B /m—1 B\ TP
Py = 1I; (Ej)’f =( H,‘Ej>b> ( 1, &) ) , Mt e Er,
1 1

Sommando rispetto ad i e h si oftiene per ogni &' e E*—!

N Y=o oa—f
y N e AL 2 BT T S
PAON([P) NPy = 2 (H,(“)”) (H,-(E‘;»”:) =
1 1
o—B

N(Dp) n—1 r—B N(B,) n—1 et
2( 2, HJ ¢ )b) * < z, I (5;)61) ’
1 1

da cui segue la ¢). La 44) & una conseguenza di ¢). Infatti se per
es. & « <8 <y per la ¢) si ha

TP P—a
Ci Pe(5") = [P~ Py (1], Nt e En—1

e quindi
P Y—a a—f y—x

P,E) < G FPE I R[PEI 7R, M E e Bnr,

Infine se €8, vy[ ed «,¢18, v[. k=0,.., k,. consideriamo il
poliedro convesso [P(B, y)={se P; 8<<s, <yl I punti b'=(b", 8)
i=1,.., N(Pe), e c"=(c™ y). h=1...., N(IDy), considerati piu sopra
sono i vertici di [P(B, y). Pertanto se a’'=(a,, ..., @,—,)€ S""! & un
vertice di Py ed a= (a’, «) si ha

NPp) N(B,)
a= I, \b'+ 2, we",  A=0, p,=0,
1 1

N(ng) N(DP,)
v v —_
con Ei )\l = {_OL e Zh Y = Q—_IB
1 +— B 1 Y-8
Pertanto

n—1 N(DB) n— 2\, NPy m—y h y—2 o—B
W= 1 (e 0 (e <o rmer
1 1
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per ognit'e E*~'. Sommando le maggiorazioni che cosi si ottengono
per tutti i vertici a’ di D, si giunge alla ).

3. Consideriamo ora il poliedro TR, introdotto alla fine del n. 1,
inviluppo convesso dei vertici dei parallelepipedi Q(r*); i punti
ry, t=1,.., M, soddisfacendo alle a), b), ¢) del . 1. Siano s, I=1,
.y N(R), i vertici di R. Ciascuno di essi coincide con un vertice
di uno dei parallelepipedi Q(r), ¢ =1,..., M.

LemMma 3.1. - TRe g~

DIMOSTRAZIONE. Se se R &

N(1R) N(1R)
s= 2 )\zsl, A =0, 2 b= 1,
1 1

onde se Si. Inoltre se t e Q(s)

N(R) N(R)
t= 2, Nz N=0, =1,
1 1

1 (o s 1 _ - - :
con z'= (7,8, .., 7,8,), ;=14/s, se $,F=0 e 7,=1 se 5,=0. B

z'e Q) R, 1=1,.., N(R), e quindi pure te MR. Da cid segue

che (maxs)e’eMR, j=1, .., n, e quindi, poich® maxs, =max#>0,
sER sEM 1<e<M

che R & n-dimensionale.
In [1] (*®) abbiamo provato che esistono due costanti positive

C,, C; tali che per ogni te E"
(CRY Cypl€) < RB(E) < Cipl3).

Anche R(t), come p(), ¢ dunque una funzione peso temperata
su E* e gli spazi H,(E") ed Hgr(E") coincidono, le relative norme
riuscendo equivalenti.

Poniamo ora

K

' 1/2
R*(E) = (2::" R;k(zl)(gi)ak) (“)" E = (El’ Eu) € Eu’
ove 0 =, <<a, <..<< %, = M, SONO i valori assunti da si. in R.

(*3) Si vede il lemma 22. R() & la funzione definita da (2 1) in corri-
spondenza al poliedro .
(44) Si & posto qui Rakn(g’):: 1 per ogni §' € En—1,
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Liemya 3.2. - Per ogni £ E* &
RE) < B¥3) < C,R().
con C, costanie positiva.

DimosTRAZIOME. — Il lemma & immediata conseguenza del lemma
2.2 i) e del fatto che ogni termine che figura nella somma che
esprime R*%) si trova anche nella espressione di R*’(§).

TrEoREMA. — Siano verificate le ipotesi a), b), ¢) del n. 1. Sia R
Uinviluppo convesso dei vertici dei parallelepipedi Q(r'), i =1, ..., M,
e 0=qa,<..<oux, =m, © valori assunti dagli r’;‘, t=1,..., M. Per
he[0, m, — 1/2[. posto «, = max ;r;. i=1,.., M; r:; <h+4+1/2} &

C'R

ngayel®) S oulE) < C7Ry 0. ¥ e B,

se ay, , > h + 1/2, mentre se o, , =h 4+ 1/2 ¢

y—h—1j2 htifz—a,
C MR )] 7% [BlE)] 7% <o)< C'Rpy ), M Ee B!

qualunque sia vy € Jh + 1/2. m, | ed anche (%)

1 R, + 1/2(5')
Neorw o ) )
Rn+1/z(5 ) [C + e —H=1J2 log Ra,_f_"(zl)
1 i R, () 12 .
_ ¢ , , s
h+12—a, °8 By <wul)y MUeE

ove C', C’, C"(y), CIV sono costanti positive che dipendono soltanto
da h e C"(y) anche da v.

DivosTRAZIONE. - Per la (3.1) ed il lemma 3.2 bastera valutare
la funzione

“+co
I(s/) :_ft‘thzk—'Z(S/’ t)dt, EI e E"_I,

0

che con il cambiamento di variabile
t = [Ba, )| Ba, y,(¥)JHoxta— 07

(15) Questa maggiorazione mi & stata indicata da E. De GIORGI.
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diviene

+
R, (&) @+l =7

7x+1(‘ R
0
k, AR.z ‘E') A%y g1 —22) —1
2 (% -
[ R )(R; (r,)> Tzﬁk:I dx.
x+1

Per il lemma 2.3 ¢¢) con B =«, e y = x,4, ciascuna delle funzioni
Bo ENBa &) Ba, G epr—0, k=0,..., k,, TeB"
& maggiorata in E"—!, a meno di un fattore costante, dalla
[Ba &)l o[ By, | (G)] 2 pa—20,

Pertanto in E"—! I(}’) maggiora a meno di un fattore costante
la funzione

27, 1 —2h—1 2h41—2a, +0O . _
e W | [z ] @

e quindi per il lemma 2.3 4} la B 1"’). B cosi provato che

h+1/
Plz(gl) _<_ C”Rh_*_;lz(g,)s V EI € Ell—l‘

con C” costante positiva.
B poi

RS EYRE | @) e, >

=~ [Rz t')]’y-{—l/(“y—}—x"ay)[R (t’)]_“x/(“z-l-l—“x),rz“x(l + 12(“)4—{—1_“:4))

o +1
onde, se .4, > h + 1/2, per ogni ¢’ e B!

20, 4 —2h—1 2ht1—20, ,+00
IE)<[Ba BN ot [Ray 1] Pt f =5 (L4 22 —20) D,

0

Da questa per il lemma 2.3 443) segue che

s = Cth+1Iz(EI)’ V& e B
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con (' costante positiva. Osserviamo che la condizione ayy,>n 4 1/2
& certamente verificata quando h e gli 1';, t=1,.., M, sono tutti
interi.
Se w1 =h + 1/2, sia ye lh + 1/2, m, [. Come conseguenza del
lemma 2.2 ) e del lemma 3.2 &
+oo
[t”[RZ (&)t** + R;(i’}t?‘q"dt = CI(), M & e By
7

0

con C costante positiva. Ponendo
t = [Ra &) BN~ 7

si ottiene allora per ogni § e E"—!

h4-1j2—y a,—h—1jz ,F®
I8 < C—l[Riy(E’)] 1%y [R;@’)] =2y f r2(h—1,)(1 4 v2(r—a,))~1dx,

0

da cui
_h_]lf) h+1/2_°‘x

Ph(a)z CUI(Y [RG,,( ] Y%y [R E J] Y—2% V E' e En—1,

Ancora nel caso in cui & «y4; =h + 1/2, possiamo dare un’altra
limitazione inferiore per p,({'). Poniamo

pE) = Rz (w )/Rh+1/2 &), &)= h+1/z(y’)/R2

z n—1
a+25) ¢e ErL

Con la sostituzione ¢ = p(£')2h+1—22,)7 otteniamo
-}co

I(E')<R;L/2(")J*”‘(v’“x+r2"+‘+q—1t")p R =

= h+1/2(:"; J (g g

-+
—|—]T"(1 + q—l(s')p(f:"](zax‘f'z—zh—l)/(2h+1_2“’-)‘rm”+2—2h_1)_’d'r $ =
4]

o
R;T_’Z_I/z(;’)% Co -+ /2—1(1 -+ 2217~+2‘—2h—1)“1dz , V e Bn—t
q(i’);ll(21K+2—2h—1)p(£’)1/(2h+1—21x)
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con C, costante positiva e © = q(£')1/ (2o o—2h—1)p(E")—1/2h+1—22,)z Dal
lemma 2.3 4) segue che

q(g')—1/(2xx+2-—2h—1)pl£’)1/(2h+1—21x) < C; s svz e Er—?
con C; costante positiva, onde

C%
IE) SR;j_”Z(i')§ Cc; + [z—’dz é, M e B,
q(&) =22,y o—2h—1)p g1 [(2ht1—22,)

con C; costante positiva. Da questa segue 1’ultima maggiorazione
del teorema.
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