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Sulle trasformazioni puntuali piane che si possono îperosculare 
in ogni coppia regolare con un a trasformazione cubica 

MARIO PEZZANA (Bologna) (*) 

NOTA I 

Snnto. - In questo lavoro si trovano le equasioni di tut te le trasformazioni 
puntuali piane che si possono iperosculare in ogni coppia regolare di punti 
corrispondenti (a diresioni caratteristiche distinte), con una trasforma-
sione cubica e si dà una costrusione geometrica délie trasformasioni stesse. 

1. Il problema che qui rai propongo di studiare, di trovare 
<iioè le trasformazioni puntuali piane che si possono iperosculare 
in ogni coppia regolare con una trasformazione cubica, è già stato 
compiefcameute risolto dal punto di vista locale da M. V I L L A (1). 

Partendo dai risultati del VILLA e facendo uso del metodo del 
riferimento mobile, con Paggiunta délie relazioni che legano gli 
invarianti del terzo ordine (s), si perviene alla risoluzione compléta 
del problema. 

Impostato il sistema differenziale con il metodo detto, si trova 
immediatamente (n. 3) una condizione necessaria per l'iperoscu-
lazione ; poi si procède con i metodi delF analisi ail' integrazione 
del sistema, ricorrendo a considerazioni geometriche ogni volta 
che queste agevolano il procedimento che la discussione analitica 
r-enderebbe troppo laborioso. 

Griunti alla integrazione del sistema (n. 8), délie trasformazioni 
trovate si dà una costruzione che le caratterizza completamente 
anche dal punto di vista geometrico (n. 9). 

2. Chiamiamo A, B una coppia regolare di punti corrispondenti 
in una trasformazione puntuale T tra due piani -K e *', e Ai, Bt ; 
A2, B2 due coppie di punti che si corrispondono in una omografia 
tangente a T in A, B. 

(*) 11 présente lavoro è stato eseguito neirambito dell'attività del 26° 
Oruppo di Ricerca del Consiglio Nazionale délia Matematica del C.N.R. 

(l) M. VILLA, Bicerche locali suite trasformasioni cremoniane, Meraorie 
I, II, «Aecaderaia délie Scienze di Bologna», Ser. X, Vol. I, pp. 189-198; 
Vol. II, pp. 117-126 (1944-45). 

(8) M. VILLA, Problemi integrali sulle trasformasioni puntuali, « Corn-
positio Math.», 12, pp. 137-146 (1954). 
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Supposte A e B funzioni analitiche di due parametri u e vr 

in una regione di regolarità per X, si dovrà avère 

A, 
dA dA 
du ' dv 4=0 e ' du' dv 4=0. 

Prendiamo ancora A, AL, A2 corne punti fondamental del rife­
rimento mobile in TT e B, JB4, B2 analogamente in TZ\ 

Le equazioni fondamentali délia trasformazione saranno allora 

dA = o>oùA + o), Ax + Wj At 

dAl = o>l0A + oillAi + ialsAt 

(1) dA* i»iQA + <»slAl + o i„^ t 

d 5 = ^ 5 + ( 0 ^ , + 0 ^ 

d ^ = T10B + rnB, + T 1 2 B S 

dB% = T,0J3 + T 8 1B I + T22B2, 

dove le w4, OJ2 sono forma di P F A F F nei due parametri u, v, che-
si dicono principali, e le wlA, T,A sono ancora forme di P F A F F ne» 
due parametri principali e in dieci parametri secondari (3). 

Si hanno le formule di struttura 

(2) [do),A.] = S, K,w„]. 

La differenziazione esterna délie (2) conduce per un ben notô­
le m m a di CARTAN allJ esistenza di due forme quadratiche in o) i r 

wg che si indicano con Qif Q2, tali che 

(3) Tiï — w,i — Too + woo = 

1 30, 

î a Q , 
2 9w/ 

(i = 1, 2). 

Le Q 1 ( Q2 sono individuate dagli invarianti del secondo ordine 
délia trasformazione e dall' omografia tangente. 

(3) Per i metodi e le notazioni si veda: E. CECH, Géométrie projective 
différentielle des correspondences entre deux espaces. I, II, III, «Cas. pro 
Pest. Math, a Fys.», 74, 75, pp. 32-48, 123-136, 137-157 (1950). 
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Nel caso di t rasformazioni p u n t u a l i fra piani , aven t i le t r e 
direzioni cara t te r i s t iche d is t in te e non i n d e t e r m i n a t e , poichè non 
esistono i n v a r i a n t i del secondo ord ine , le Q 4 , Q2 sono note p e r 
tu t te le t rasformazioni e le (3), scegl iendo o p p o r t u n a m e n t e l 'omo* 
grafia t angen te , si possono scr ivere 

r41 — 0 j u — T 0 0 + w0 0 = — OJ2 

T 2 1 W 2 1 = 0) 4 

(4) T l 2 — 0>12 = — 0)2 

^22 — w22 — "oo + wno = — « * (4)-

Differenziando e s t e rnamen te le (4) si d imos t ra Vesistenza di 
due forme cubiche 

(5) 6t = a30oj3 + 3X21W'JOJO + 3a12Wloj2 _|_ ^ 3 

Q2 = P3o
w' + 3p21o)^2 + 3p l soi lW; + 6 ^ 

tali che si ha 
1 /ïsfl 

2w12 — 2(T 1 0 — o>10) _ w2 = - — i 

i 32e£ 
w22 — woO — 0 )2i T20 + w20 = 

(6) 2o)21 — OJ4 = 

6 dtj)idts)2 

1 ôse4 

6 Ô(JD2 

2 ( o I 2 ~ o ) 2 = ë ^ 

1 a2e 
Wii — W0) — 0 ) l 2 — T 1 0 + 0)io = T: T 

6 fW1ÔO)2 

1 3 2 e 2 

2 w 2 l — 2 ( T 2 0 — CD20) — Wi = g r - j • 

Le 84, 62 sono legate agli i n v a r i a n t i del terzo o rd ine dé l ia t ra­
sformazione p u n t u a l e , e prec isamente , se n e l l ' i n t o r n o dé l ia coppia 
A, B le equazioni dél ia t rasformazione si scr ivono 

(7) x = x — xy + g (a20x* + 3a2ix'y + Zai2xy* + a^y*) + [4] 

y = y — xy + g (&3o#a + 3621«% + Sb^xy- + 603t/
3) + [4] 

(4) VILLA, op cit. in (2), pag. 143. 
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s i h a n n o le re laz ion i 

(8) O30 — a3o ; «2i = a21 + 1 ; a42 = a l2 + 1 ; a03 = a03 

630 = ho; hi = B2I + 1 î bl2 = |3i2 + 1 ; 6M = p03 (5) 

Si d imos t r a (6) che le 64, e2 d ipendono délia re t ta AiA2 del 
r i f e r i m e n t o mobi le e che cambiando taie r e t t a i coefficienti a30, 
a03, P30, S03 r e s t ano ina l t e ra t i , m e n t r e gli a l t r i si a l t e rano ne l 
modo seguen te 

<9) a2l = a24 + p; a42 = a42 — p ; P21 = P21 — <r; piS = pit + ff. 

3 . È noto (7) che ogni t rasformazione pun tua l e fra p iani , a 
d i r ez ion i ca ra t t e r i s t i che d is t in te , iperosculabi le con u n a trasforma­
z ione cubica in u n a coppia regola re di pun t i cor r i spondent i am-
me t t e la r app re sen t az ione canonica 

x = x — xy + xy* + [4] 

y = y — xy+ jtx* + j2x*y + [4]. 

Perc iô , se una t ras formazione p u n t u a l e p i ana a d i rez ioni carat­
t e r i s t i che d i s t in te è iperosculabi le in ogni coppia rego la re da u n a 
t ras formazione cubica, le 64, 0.2 ad essa re la t ive si possono sc r ive re , 
p e r le (8) e t enendo conto délie (9) (per p = c = 1), 

<il) » i = 0 ; 62 = 6aa)î+66a)J(o2 . 

A l l o r a le (6) d ivengono 

2o)42 — 2(T46 — o)l0) — w2 = 0 

W22 — 0>00 — 0)21 T20 + W ô = 0 -

1 
W2i = g W i 

<12) © « = 3 0 0 ) 1 + (& + § W 

Wn — w00 — o)12 — T10 + o)10 = 26o>4 

2w24 — 2(T20 — u)2o) — W| = 0. 

(5) VILLA, op. cit. in (2), pag. 145. 

(6> V I L L A , op. cit. in (*}, pag. 145. 

(7) VILLA, op. cit. in (J), I I , pag. H8. 
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Per differenziazione esterna délie (12), ricordando che si puô 
sempre porre <o00 + o)u + ©22 = 0, si ottengono tutte le o)0- e le T,-. 

(13) 

- 5 ( ta + 26 + g) o>i - g ('26 +g) cot 

2(6 + ¾ ^ Wio = O0)i 

©20 = — ^ ©i + ^ ©2 

©11 = | (60 + 26 - J) o)4 + | (26 + ^ o)2 

©21 = 2 W * 

o>42 = 3ao)4 + (fe + g ) f°s 

w22 = - 3 (6a + 26 — l)o>i - ^ 2 6 + ^\ o)2 

Too = — 3 ^6a + 26 - g j o)! — 3 ^26 — g j cot 

= (» + 3a)oji + 2 (fe — 2) W2 

= - 4 ^ + 4 ^ 

i = | (6o + 26 + Jj o)4 + | (26 - | ) o)2 

i = - 2 W l 

© 2 = 3aw4 + (& — g) 

TM = - g (6a + 26 + l)wt — | ^26 — ^j wf. 

Sostituendo le (13) nelle (1) si ottiene 

dA = [— (2« + 3 6 + g) ©i — (3 b + gj oJ A + co4^i + ©2ils 

d i l i= [o©i— (2^ + 4 ) w s J ^ + [ ( 4 a + 36 ~g)©i+(3¾+3J©2 

+. [3oo)4 + (» + g) <•>«] 

^ i + 

M i 
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dA2 = — |(Wi — ©2U+2©iA+ [~(2a + g& ~§)w* —(26+gWU* 
(14) 

<*£ = [— (2« + g 6 - g) ©i - (g & - g) ©2] B + (ûiBt + o)2£2 

^ , = ̂  + 3^^+^6 -^^5 + ̂ +16+^(0,+ 

+ (g& - g)©* BL + |3ao)4 + (& — - J O J B , 

dB2 = - j K - oiB)B -gro iS t + [ - (2a + ?6 +§)wi - ( | 6 - g W J A . 

Intanto dalle (14) si ottiene subito 

d(A -2A2) = | _ (2a + 3 & - g) »1 - ( | & + | ) o>8] (il — 242) 

d(£ + 2J52) = [ - ( 2 a + g6 + g) o)4 - ( | f t - | ) wt](JB + 2B«). 

Queste ultime ci dicono che in entrambi i piani c'è un punto 
fisso, cioè una délie congruenze di curve caratteristiche è un fascio 
di rette. Con le notazioni usate, saranno le a)4 = 0. 

Si ha perciô una prima condizione necessaria affinchè una tra­
sformazione puntuale fra piani sia iperosculabile con una trasfor­
mazione cubica, ed è che una délie congruenze di curve caratteri­
stiche sia un fascio di rette. 

Per le (13) si ha 

[do)i] = 26[a)iCo2] ; [0*0)2] = 6[fo4o)2]. 

Perciô le forme w4, o>2 sono differenziali esatti se e solo se 
6=0 . Per 6=}=0 sarà invece un differenziale esatto la forma o)4 — 2OJ2. 

Esaminerô i due casi separatamente. 

4. Per 6 = 0 le (1) divengono 

dA = — U2a+g jo ) 4 +gO)2Ll + ( M i +0)2^2 

A4â = (00)4-JCO 8J4 + [ ( 4 « - ë ) © i +g©2 Ai+ UaiOi+^0)2)A2 
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dA2 = — | (o)4 — d)2)A + g O)4J44 — 

(15) 

(2a— gjo)! + g©2 

djB = — ( 2 a - s ) U i - g c o t 5 + (DiBi + o)2J32 

(ff + 3o)w4—4to2 S + U a + g j o ) ! — g w a p i + ^ a t û i ~^(û2jB2 

dB2 = — | (o>4 — w2)3 — g CDiBi — f 2a + 3 j to4 — g ©2 £ 2 . 

Posto co4 = drt, o)2 = dv e indicando cou as, #4, OÎ2 rispettivamente 
le coordinate di i4, J44, J[2 e analogamente con y, yl9 y2 quelle di 
B, Bi} B2 le (15) danno i sistemi di equazioni differenziali 

dx 
du 

dx 

dv' 

= — \2a + g j x + xt = y-2a + çjy + yi 

6 x + x2 

dy 
du 

dy 1 

— = ax + ^4a - gj Xi + 3aa2 ^ = (̂  + 3<% +(*** + gj2/i+3at/2 

(16) 

aa;4 
• j a; + g Xi + ^ #2 dv 

1 1 1 
4 2/ — 3 2/t — 2 #2 

dx* 1 , ! , / o , 1 \ 32/2 1 1 / ft 1\ 
^=-4^+2^+t-2a + gĵ 2 —=-iy--yi + t[-2a-^y2 

dxs _ 1 1 
^ = 4^ + 6J 

Da queste si ottengono subito, eliminando le funzioni Xi, #2, 
2/i, î/2, le equazioni 

1 2 
(17) o;uu + 7>xv ^ # = 0 ; 

_ 1 __2 _ 

che integrate danno 

(18) 
1 2 

x = \e*v + u.e—3V; y = '*\e* + 

con X, f/., y), 6 funzioni délia sola variabile u. 
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Corne le (17) si ottengono le 

««« — ftf + 8a8 + g a —2aM —ggj« —3aa;t, —(2a — 3 ) ¾ = 0 

xnv — \2a — QJX— g x u + f 2a — gj xv = 0. 

(19) 

Sostituendo nella seconda délie (19) il valore trovato per la 
funzione x, X si élimina e si trova per la [x Pequazione 

(20) l*' + ( 2 a - g ) ( * = 0. 

Per la (20), a risulta funzione délia sola u. 

Sostituendo allora x nella prima délie (19) e tenendo conto 
deila (20), si ottiene 

(21) < 7 = - | a + j . 

Allora la prima délie (19) dà per X Pequazione 

(22, X" - ( 2 a - J) X' - (8a" + J a - 2o„ + §) X = 0. 

La (20) integrata dà 

(23) ^ = C i e - / ( * « 4 ) ^ 

Ponendo nella (22) X = leJV0**)*", essa diviene 

(24) T ' ' _ 6 a Y ' _ ^ Y = = 0 . 

Sempre operando sulle (16), per eliminazione di yi} y2 e tenendo 
conto délia (21) si ha 

(25) 
yuu - \8a* + = a + 9 - 2a.,Jy _ (2a + J ) y „ - 3ayv = 0 

y»» + (3 a + gj 2/ + 31/„ + (20 + g U„ = 0. 
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Sostituendo y nella seconda, 6 si élimina e si ottiene per rh 

V equazione 

(26) -V + ( 2 a + ^ ) - / ) = 0 

che integrata dà 

(27) v, = d i e-/(8 a +9d M 

Ponendo taie valore di /j nella prima, si ottiene per 6 Pequazione 

(28) 6 " - ( 2 a + g j 6 ' - ( 8 o » - g o + J - 2 a l l ) e = 0 . 

Per 6 = 8e~ / ( 2 a " iT" la (28) diventa 

(29) 8" - 6a8' — 1 S = 0. 

Si osservi che la (24) e la (29) coincidono; perciô 7 e S sono 
integrali generali délia stessa equazione differenziale lineare del 
secondo ordine. 

Esse saranno allora combinazioni lineari délie stesse due fun­
zioni délia sola u, che chiamerô cp e ^. 

I risultati ottenuti danno 

x = c ie-/(2°-ïK-3-°+C2?e-/(2o+ï]dv»+ 

+ e,+e-A,B+ï)dV' 
(30) 

y = dle-I(2a+\)duelv +d2?e-/(2°-9
L)dtt

e-^ + 

+ d4é-f{ia-\)due-ïv. 

Le ,(30) danno, a meno di omografie, le equazioni parametriche 
délia trasformazione 

Xi = ?e-/(2a+i-]dV" yi = ye~ka-\)due-\v 

(31) x2 = t e " / K 3 d V ' y, = ^e-f{
2a-ï)dne-^v 

*s = e-/(2°4K+ ya = e-/(-+:-)%^«. 
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Le (31) mostrano che si puô sempre supporre y = o, a meno di 
omografie. 

Resta perciô da risolvere la (24) o (29). In tali equazioni perô 
figura a che resta funzione arbitraria di u. 

Si puô allora supporre arbitrario un intégrale particolare <p 
•delF equazione (24) e ricavare a da quest* ultima. 

Si ha 

Ponendo nella (24) y = ep, essa diviene 

<33) p" + p" - 6op' - ~ = 0. 

La (33) è una equazione differenziale di RÏCCA.TI in p', di cui 

si conosce un intégrale particolare, che è o = —. 
CP 

Integrando la (33) si ottiene allora 

{34) P = log I ç - V \ « 9 <? I du + c2 + log cp + log c3, 

cioe 

(35) y = C3<p I cp~?e^ V36 9' 9 / * d w + C2c3Îp m 

Le equazioni parametriche délia trasformazione si ottengono 
ora ponendo nelle (31} il valore di a dato dalla (32) e ponendo ty 
uguale al valore di y che si ottiene per c2 = 0, c3 = 1. 

Riducendo a forma non omogenea, considerata x{ corne terza 
coordinata, si ottiene 

<36) 

[ x = -£ e-/2«»d« [ J = I e-/2adu 

i 1 - « — v I 1 — 1 w y 

( y = -9
e* e [ * = ; « 2 « 

da cui si ottiene x = x e yy = — . Poichè cp è una funzione arbi-
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t r a r i a di u, si o t t iene 

[ *—ytw 
con f(x) a rb i t r a r i a (8). 

Si osservi che questo t ipo di t rasformazioni comprende le t ra­
sformazioni quad ra t i che aven t i i p u n t i fondamenta l i d i s t in t i . Tal i 
t r a s fo rmaz ion i quadra t i che sono infat t i iperosculabi l i in ogni coppia 
rego la re con u n a t rasformazione cubica (°). 

(8) Si deve escludere che f[x) sia una forma quadratica a discriminante 
nullo, in quanto è facile verificare che in questo solo caso le direzioni 
caratteristiche non sono più tutte distinte. Le trasformazioni (37) si riducono 
in tal caso a trasformazioni quadratiche con due punti fondamentali- coinci-
denti. 

(9) VILLA, op. cit. in (4), I I , pag. 118. 

Pervenuta alla segreteria d e l i ' U . M . I . 

il llsettembre 1966 
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