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Dei sistemi lineari di quadriche rii Sr 

a matrice jucobîana nulla îdenticamente 

PlERO BONERA ( B o l o g l i a ) (*) 

NOTA I I 

Suuto. - Proseguendo la ricetca iniziata nella Nota J, si espone una trat-
tasione, che, in un caso particolore, ron duce ad un intéressante sistema 
di Sr, dal quale scaturisce un altro intéressante sistema di S2r—3, che 
ha corne varietà base una certa varie ta di Segre. 

11. - Riprendasi la coiisiderazione del sistema (11) (num. 5) e sup-
pongasi (se è possibile) che le ipersuperficie del sistema, che passa-
no per il punto x, cousiderato nel num. 3, cioè per un punto non 
situato nella varietà <t>, che è la varietà base del sistema, passino 
tutte per un altro punto ce, pare non situato nella varietà <1>. 

Allora le due coudizioni (lineari omogenee) nelle \t.t•: 

W* = 0, 
(• = 0, 1, ..., r), 

i*ty = o 

avendo a»1, epl significato ormai noto od ovvio, son identiche. 

In conseguenza il punto x\ dato dalle (8), è coniugato délia retta 

xx rispetto al sistema (V) e quindi le ipersuperficie del sistema 

(il) , che passano per x, contengono tutte la retta xx. 
Ordunque il sistema (11) è composto con una congruenza Une-

are di spazi lineari e perciô è di grado zéro. 

12. - Qui e in seguito si supporrà. invece, che il sistema (11) 
sia semplice. 

Allora il sistema (il) sarà di dimensione r ed inoltre esso, a 
norma del num. 11, sarà omaloidico. 

Ciô posto, si ponga tra il sistema (11) e la totalità degli iperpiani 
di Sr: 

v{x
l = 0 (t = 0, 1, ..., r) 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Ricevca IN". 26 
del Comitato Nazionale per la Matematica del C. N. R. 
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la proiettività di equazioni: 

^ . = 1 

Allora si riconosoe che l'ipersuperficie del sistema (11), che corri* 
sponde (nella proiettività introdotta) ail' iperpiano generico di Sr, 
è il luogo dei punti connigati delViperpiano stesso rispetto aile sin-
gole quadriche del sistema (1') (cfr. num. 4). 

Infatti, assunti nel suddetto iperpiano r generici punti x{$ 
(t = 1, 2 r) e considerati gli iperpiani polari dei singoli punti 
x{n rispetto alla quadrica variabile nel sistema (1'), cioè gli iper
piani di equazioni: 

^ 4 ) = = ° 0 = 0 . 1 , - , ^ = 0,1, l ; * = l , 2 , . . . , r ) , 

l'equazione del luogo sopra nominato sarà la risultante deirelimi-
nazione délie Xs dalle equazioni precedenti, cioè: 

^x* 
aas- <r> 8a* XW 

0, 

il cui primo membro puô scriversi: 

(23) zx{1 ( i ) *w 

dx** 
dtr-1 
dxl* 

dtr-
dx'f 

essendo (*,, ..., ir) una qualunque disposizione con ripetizione (di 
classe r) dei numeri 0, 1, ..., r. 

Siccome il déterminante del termine générale délia somma (23) 
è nullo identicamente, se due (almeno) degli indici i , , ..., ir son 
uguali , ed è liguai e identicamente (a meno eventualmente del se-
gno) ad una délie forme <p*, se, invece, gli indici i , , ..., ir son tutti 
diversi, si conclude che la somma (23) è una combinazione lineare 
omogenea a coefficienti costanti délie forme c&* e che i coefficient! 
stessi son uguali (o proporzionali) ai coefficienti omonimi délie 
variabili nell'equazione dell' iperpiano considerato, cioè ai minori 
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(d'ordine r, presi alternativamente coi segni mutati) délia matr ice: 

&(i) x{ ( i ) 

x\r) X/»,i (r) 

formata con le coordinate dei punti X(t) • 

13. - Il sistema (11), privato, a norma délie (12), délia compo-
nente fissa <£° = 0, diviene: 

(11') PiW = 0 ¢ = 0, 1, ..., r)r 

le W* essendo forme d'ugual grado [non maggiore di r — 2 (num. 
5, oss.)], prime tra loro. 

Ciô premesso, se,.in particolaie, le forme ^ , corne si supporrà, 
son lineari, il sistema (11'),- essendo oo»1 (num. 12), è privo di punt i 
base e perciô la varietà <t> riducesi a ir ipersuperficie (d'ordine 
r - 1) (13). 

Allora, posto : 

yi = bi*xk (i, fc = 0, 1, ..., r)t 

la proiettività iutrodotta tra il sistema (11), ossia tra il sistema. 
(11') e la totalità degli iperpiani di Sr (num. 12) gênera in & una, 
omografia, O, la quale è rappresentata dalle equazioni: 

(24) px'* = btkxjc (i, k = 0, 1, ..., r). 

Ebbene, si proverà che Pomografia Q muta in se l 'insieme, Srr 

dei punti di Sr, che non giacciono nellJ ipersuperficie (13). 
Invero, si supponga che esista in Sr un punto x, il cui corri-

spondente punto x', dato dalle (24), ossia [essendo <i>0 =|= 0 e ricor-
dando le (12)J dalle J8), giaccia, invece, nell'ipersuperficie (13). 

Allora il punto x è distinto dal punto P e quindi esso, non 
giacendo ntlP ipersuperficie (13), non puô esser base del sistema 
( i ) ; ne puô esserlo il punto x, altrimenti gli iperpiani del sistema 
(11'), che passano per x, conterrebbero tutti la retta x x'. 

Pertanto lo_ spazio polare, Sd (d^l), di x' rispetto al sistema (1') 
non contiene x' e il generico punto x délia retta di 8d, che esce ge-
nericamente da x. non giace nelP ipersuperficie (13) e neppure nel
la varietà base del sistema (1'). 
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Segue (num1 . 8, 9) che le quadr i che del s is tema (1'), che passano 
p e r x, con tengono t u t t e la r e t t a xx e qu ind i il p iano dei t r e pun
i t (non a l l inea t i ) se, x\ x (quest* ul t imo essendo gener ico snl la ret
t a cousidera ta) . 

P e r t a n t o lo spazio polare di x r i spe t to al s is tema (T) è u n Sd' 
< d ' > l ) , anz ichè u n punto, p rec i samen te il punto x'. 

I / a s s e r t o è d u n q u e prov^to . 
D a l r i su l ta to prec. deducesi che la cor r i spondenza c i emoniana , 

F, def in i ta in Sr da l le equaz ion i : 

(S') px'i = yi(xQ, ..., Xr) 0 = 0, 1, ..., r ) , 

ossia g e n e r a t a in Sr da l l a polar i tà r i spet to al s is tema (1'), coïncide, 
n e i r i n s i e m e Sr, con la cor r i spondenza ivi defini ta [essendo 4>°^=0 
e r i co rdando le (12)] dal le equaz ion i : 

pxl = Wl, 

o s s i a che la co r r i spondenza r coincide, in Sr, con l ' omograf ia O. 

14. - Si osservi subi to che l 'omografia O è involutoria e percio 
-dotata di due spazi fondamentali sghembi Sk—i, Sr—k-

Orbene , si p r o v e r à anzi tu t to che VSk—i e V Sr—k son spazi base 
del sistema (1). 

In fa t t i , se si cons idéra il d é t e r m i n a n t e (uullo iden t icamente) Ai 
e in ques to ai le x1 si sosti tuiscono le omonime x1, coordina te d 'un 
p u n t o qua ls ias i di S r , si d e d u r r a n n o (essendo ch° =)= 0) le iden t i t à 
( r ispet to ai le x1): 

^ V**=0 (* = 0, 1, . . . , r ; ç = 0, 1 r - 1, l), 
dx% 

^ da ques te le i den t i t à (rispetto aile x1, coordinate d ' u n pun to 
qua l s i a s i di Sr)' 

dxl 

Siccome, d ' a l t r a pa r t e , in un pun to quals ias i dell'/S/c—i o del-
l'Sr—k coesistono, a n o r m a délie (24) e per un oppor tuno va lore 
p' di o, l e : 

p'x1 = bikXk, 

da l l e iden t i t à sôpra scr i t te si d e d u r r à che nel punto p rede t to coe-
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•sistono le : 

fq = 0. 

I / asserto è dunque provato. 
Si proverà inoltre che gli spazi Sk—i e Sr—k giacciono nelViper

superficie (13). 
Se, infatti, si osserva che devono coesistere le limitazioni (5): 

(25) 1 < h < r, 

agevolmente si riconosce che un punto qualsiasi dell' Sk—i (essendo 
k — 1 > 1 ) o delPSr—k (essendo r — k > 1) è doppio per qualche 
quadrica del sistema (1'). 

Infine si osservi che un punto base del sistema (1), se non giace 
in alcuno degli spazi & _ ! e Sr—k, giace pure nelV ipersuperficie (13). 

Invero, il punto suddetto, essendo base del sistema (1), è unito 
in r e quindi (num. 13) esso, se non giacesse nella (13), sarebbe 
pure unito in O, cioè giacerebbe nell 'S^-, o neirS r_A , contro l'ipotesi. 

15. - Se si assumono corne spazi Sr—ki S/r-i risp. i seguenti : 

as0 = xl = ... = xk—l = U, xk = xA+1 ^ ... = xr = 0,-

il sistema lineare, 2A, délie quadriche di S r , che li contengono, 
ha 1* equazione: 

(26) \™xuxv = Q (u = 0, 1, ..., k — 1; v=k, k+ 1, ..., r) 

e perciô la dimensione: 

(27) h = k(r - k + 1) - 1. 

Si pu6 rapidamente verificare che il sistema SA è a matrice in-
determinata e di caratteristica r. 

Allô scopo, dapprima si osservi che le quadriche di 2ft, che 
hanno punto doppio iu un dato punto, P . non situato in alcuno degli 
-spazi S/f_, e S r _ t , son tutte e sole le quadriche di Sr, che conten
gono gli spazi Sk e Sv_4 + , , che da P proiettano risp. liS&-l e YSr—k, 
indi si osservi che, essendo questi ultimi sghembi, V Sk e l ' S r _ A + 1 

si segano in una retta. 

(5) Se, infatti, fosse fc = 1 o fc = r, il sisteraa (1) avrebbe la dimensione 
minore di r, contro l'ipotesi (num. 1). 

27 
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Allora la dimensione del sistema (lineare) délie quadriche d£ 
2 t , che hanno punto doppio in P , è lornita dall'espressione: 

r(r + 3) fc(fc + 3) _ (r - k + 1) (r - k + 4) 
2 2 2 + X' 

ossia, per la (27), è: 

h — r. 

Di qui discende subito Tasserto. 
Se, fissato r > 3 , si considerano due valori (distinti o no) kï9. 

fc2 di fc. soddisfacenti la: 

fc, + K = r + 1, 

si accerta agevolmente che i sistemi 2*,, 2fr2 son proiettivamente-
identici e che i sistemi £,., proiettivamente distinti, che rispondo-
no ai valori (25) di &. son tutti e soli quelli, che rispondono ai 
valori seguenti di fc: 

(25.) 2 < £ * < £ g , 

se r è pari, e ai seguenti: 

r + 1 
(252) 2 < f c < ^ p , 

se r è dispari. 

16- - Se il sistema (1'), contrariamente all'ipotesi del num. 3,. 
possiede almeno un punto base doppio, questo è unico (altrimenti 
la varietà 4> sarebbe indeterminata) ed altresi doppio per tutte 
le quadriche del sistema (1); inversamente, se il sistema (l) possie
de almeno un punto base doppio, questo è altresi doppio per tutte 
le quadriche del sistema (1#) e perciô (secondo précède) è unico. 

Premesso ciô e tenuto présente il num. 15. si conclude: 
Nelle ipotesi dei num'. 1, 2 e 12 il sistema (1) o possiede un unico 

punto base doppio o, se le forme ^(¢ = 0, 1, ..., r) son lineari, è uno> 
dei sistemi 2fc rispondenti ai valori (251) di k, se r è pari, e ai va
lori (252), se r è dispari, o infine è uno dei sistemi subordinati dei 
precedenti sistemi 2A. 

OSSBRVAZTONE. - I suddetti sistemi 2ft, escluso, se r è dispari, 
il sistema 2r_[_ï, constano ciascuno di quadriche tutte specializzate-

2 

(la quadrica generica essendo specializzata r — 2k + 1 volte). 
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17. - Se, corne suggeriscono le equazioni (26) di 2ft, si pone: 

(28) vyUv = KuXv (u = 0, 1, ..., fc — 1 ; v = k, k+ 1, ..., r), 

essendo <r un arbitrario fattore di proporzionalità, e s ' interpretano 
le yUv corne coordinate proiettive omogenee di punto in uno spazio 
Sh, la dimensione h di questo essendo data dalla (27), allora le (28) 
rappresentano in Sh la varietà di SEGRE, V(A1, délie coppie di punti 
degli spazi base Sk—X e Sr_ft di 2 4 . 

L'eliminazione délie variabili (indipendenti) xu*t &v dalle (28) 
conduce a scrivere le: 

(29) yuvywv' — yu'vyuv = 0 (u^=u=Q, 1,...,fc—1; v^=v'=h< &+1,.. . ,r) , 

ossia ad annullare tutti i minori del secondo ordine délia matrice: 

(30) 

2/o.A + l 2/o, 

Le quadriche (29), indipendenti linearmente e in numéro di 

»=©CÎ+I)-
individuano un sistema lineare oo^"1, 2a.}î di cui V(A) è la varietà 
base. 

Il sistema 2fJt) è completo (rispetto a V(i)). 
Invero, se una quadrica di Sk,, data dall 'equazione: 

(31) au™vyUvyûv=0 (u,û=0,1,..., fc—1; v, v=k, fc+1,..., r; auv™=a™uv^ 

contiene F{&), le (28), sostituite nella (31), la soddisfanno identica
mente e pertanto devono aver luogo le: 

QUVUV = 0 aWVM 'w ' = (p*v'u'vt 

Allora la (31) diviene: 

auvu'v'(yUvyu'v> — yu*yu>v) = 0, 

e perciô la quadrica considerata giace appunto in 2(Jfc). 
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18. - L e a rgomen taz ion i del n u m . 17 t rovano u n ' i n t é res san te 
app l icaz ione ne l caso p a r t i c o l a r e : 

fc = 2 , 

ne l qua le la m a t r i c e (30) d i v i e n e : 

(30') 
712 

Ciô posto, si cons ider i i l s is tema l inease o o ' - 3 , 2 , di q u a d r i c h e 

(3 2) ^(VoiVu — VuVot) = 0 (* = 3, 4, . . . , r ) , 

subord ina to del s i s tema 2{2) , i nd i si osservi che u n pun to de l l 'S , , , 
cioè del l J /S 2 r_ 3 amb ien t e , che sia base del .sistema 2 , cioè che an-
n u l l i i s eguen t i m i n o r i dé l ia ma t r i ce (30')" 

2/os Vot 

Vl2 Vu 

m a che non giaccia n e i r S 2 r _ 5 , p, di e q u a z i o n i : 

2/02 = Vu = "» 

a n n u l l e r à p u r e tu t t i i r i m a n e n t i minor i dél ia mat r i ce (30) e percio 
(num. 17) sa rà base d i 2 ( 2 ) , ossia g iace rà ne l la va r i e t à di S E G R E V"{2). 

D u n q u e , la varietà base di 2 si distribuisce nello spazio p e nella 
varietà V t 2 ) . 

Ora si a s s u m a in Sh u n pun to , P , che non sia base di 2, indi 
si cons ider i il s i s tema l inea re oo r -* , 2 p , che P stacca da 2. 

Siccome la ma t r i ce j a cob i ana di 2, corne accer tas i d i r e t t amen te , 
n o n s ' a n n u l l a ne l p u n t o P , questo non è doppio per a l cuna qua
dr ica di 2 e q u i n d i lo spazio ( l ineare) t angen te ne l pun to P a tu t te 
le q u a d r i c h e di 2p è u n S r , T. 

E b b e n e , si r i s c o n t r a (6) che, se P , corne ora si suppor rà , è del 

(6) Basta, infatti, accertare l'asserto in una opportuna scelta del punto P. 
Scelto, allô scopo, il seguente punto: 

P *= frit = 2/12 = 2/03 = 1) #04 = - = Vor = 2/13 = - = 2/ir = 0 ) , 

il sistema 2 p , per la (32). ha l'equazione: 

M'iVoMit* - VMot') = 0 (t'= 4, 5, ..., r), 

cosicchè lo spazio x ha le equazioni: 

Dopo di ciô l'asserto si accerta subito al ge bric a m en te. 
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resto gener ico i n Sh., lo spazio T non giace in a l c u n a q u a d r i c a 
di S P . 

Segue che il s is tema ( l ineare) , 2 p , che 2p s e g n a sopra T, è 
p u r e oo1"—4 e che gli spazi B e T si segano in u n S,._2, p' (cioè 
che essi son i n d i p e n d e n t i in Sh> a l t r imen t i , essendo p c o m u n e a 
tu t te le quadr i che del s is tema 2p e P doppio pe r tu t t e le q u a d r i 
che del s i s tema 2 p , lo spazio T sa rebbe base del s i s tema 2 p , 
contro il r i l ievo sopra occorso). 

P e r t a n t o 2p è composto con Y Sr-1 fisso, che p ro ie t t a p' da P , 
e con u n a Stella oo'—4 di Sr_l9 che passano tu t t i pe r P . 

D u n q u e V S3 base dél ia s tel la p r écéden te cont iene P , m a esso, 
corne puo accer ta rs i (7), non giace ne l l ' £,._! sopra nomina to . 

Ora si a s s u m a en t ro 2 u n a quadr i ca , Q, che n o n con t enga P . 
Ebbene , la quad r i ca Q, con tenendo p#, t ag l ie rà u l t e r i o r m e n t e 

V Sr—i in u n Sr—2, P*, che, corne puô accer ta rs i (8), differisce da 
p', e t ag l ie rà V S3 in u n a quadr ica , Q*, che non giace i n p' (al tr i
m e n t i l'iS3 g iacerebbe nelP/Sr—1). 

Si conclude, pe r il pr imo r i su l ta to del n u m . p ré sen te , che Pin-
tersezione dello spazio T e dél ia v a r i e t à V(2) si d i s t r ibu i sce ne l lo 
spazio p* e ne l la quad r i ca Q*. 

19. - Dal la conclusione del n. 18 deduces i : 
Tutte le rette, che passano per P e che giacciono nellfSz, son 

corde délia varietà di Segre V"(s) e, inversamente, una corda di que-
sta, che esca da P , giace nelVS%. 

Allora , se si r i p r e n d e la considerazione del s i s tema 2 (2) (num. 
17), la cui d imens ione è : 

T,Hr-3), 

segue che le quad r i che di 2 ( 8 ) , che contengono P , con tengono tut
te r s 3 . 

(7) ]Vella prec. scelta del punto P gli spazi <Sr—4 e «S3 hanno, infatti, le 
equazioni: 

2/02 = 2/l2> 2/04 = 2/14) —ï 2/o»- = 2/lr 
e risp.: 

y04 = - = y or = 2/14 = . . . = y , r = 0. 

(s) Nella prec. scella del punto P l'asserto si accerta, infatti, assuinendo 
corne quadrica Q la seguente: 

2/02013 - 2/122/03 = °-
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Si osservi, peraltro, che 1' S3 , corne potrebbe dimostrarsi, è lo 
spazio polare di P , rispetto al sistema (lineare), che P stacca da 2(2). 

Segue che la matrice jacobiana di 2{2) ha in P la caratteristica : 

2r — 5. 

Concludendo (num. 16, 17): 
La varietà di Segre V(i), cioè la varietà délie coppie di punti 

delV Sl base e delV S r_2 base del sistema 22 (di Sr), è la varietà ba
se d'un sistema lineare completo oo2r(r~~3) di quadriche (di /S2r_3), 
composto con una congruenzu lineare di S3 e a matrice jacobiana 
nulla identicamente e di caratteristica 2r — 5. 

Pervenuta alla Segreteria déll'TJ. M I . 
il 15 maggw 1966 


