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Funzionali analitici dello spazio JC(0) 

DOMINGOS PISANELLI (S. Paolo • Brasile) 

Saiito. - Si dà una formola per la rappresentazione dei funzionali n-li-
neari continui su uno spazio JC(Oj) X ••• X 3C(0„) ; questi vengono ca-
ratterizsati da germi di funsioni analiticke in C0£ X ••• X C0n e si 
carattertzzano pure i funzionali, analitici secondo Fantappiè, in 
aperti stellati dello spazio K(0). 

Corne si sa, la teoria dei funzionali analitici di L U I G I FANTAP-

PIÉ, è stata sviluppata specialmente prendendo come spazio base 
lo spazio [F] dei germi di funzioni analitiche intorno ad un coin-
patto délia sfera complessa. l u questo lavoro estendiamo la teoria 
allô spazio 3C(0) délie funzioni aualitiche in un aperto 0 délia sfera 
complessa, nulle all 'co. munito délia topologia délia convergenza 
uniforme sulle parti compatte di 0. In questa direzione esisteva 
soltanto la formola dei funzionali lineari e continui data da CAN-
DIDO LIMA da SILVA DIAS, LEOPOLDO NACHBTN e A. GROTHEN-

DIECK [1], [2]. Estendiamo — innanzi tutto — quest'ultima ai fun
zionali n-l ineari e continui (proposizione 1). In seguito adattiamo, 
al caso présente, la formola di maggiorazione dei differenziali di 
un operatore G-analitico (lemma) che abbiamo ottenuto in [3], con 
lo scopo di caratterizzare i funzicnali analitici in un aperto stel-
lato di K(0) (proposizione 2). 

In un prossimo lavoro estenderemo le proposizioni 1 e 2 quan-
do lo spazio dei valori è uno spazio localmente convesso completo 
e separato. 

Il présente lavoro è stato sviluppato in seminari durante i 
mesi di Maggio e Giugno dei 1965 e ne abbiamo dato una cornu-
cazione al "5° Colôquio Brasileiro de Matemâtica" che ha avuto 
luogo a "Poços de Caldas " durante il mese di luglio dei 1965. 
Yogliamo porgere i nostri ringraziamenti al collega ROBERTO RO-

MANO che si è incaricato di dare una prima redazione al présente 
lavoro. 

N O T A Z I O N I 

C = corpo complesso 
S = sfera complessa 
0 = aperto di S, 0 4 = 0 , 0 =%= S 
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B (p, R) = sfera di centro p e C e raggio R. Quando p = oo, — 
— B(p, R) = complementare in S délia sfera chiusa 
di centro zéro e raggio R. 

3C(0) = spazio vettoriale su 0 délie funzioni analitiche in 0, 
nulle all 'oo, con la topologia délia convergenza uni
forme sulle parti compatte. 

\FX X ... X F„] = spazio vettoriale su C dei germi di funzioni 
analitiche intorno a F1 X ... X Fn, 

Fi = compatto di S, Fi 4= 0 , Fi 4= S (1 < i ^ n). 
r = bordo orientato di un compatto 
| r | = lunghezza di T. 
K(0}) X ... X H(0H) = prodotto vettoriale topologico degli spazi 

] m | — m i + ... — m„ quando » = (w,, ..., t»„) 

I - Funzionali lineari e continui in K(0). (*) 
Sia ¢ : 2C(0) — C lineare e continuo. Si avrà che esiste un nu

méro i l f > 0 ed un compatto K<z0 in modo che 

(l) | * (h) | < M<= pK(h) = sup | li | < 1. 

Si ha 

(2) | (\>(h) | = . ^ | w(a) fc(oc) doc 

dové /&e 3C(0), u è analitica in C/T e nulla all 'oo, V è il bordo di 
un compatto H, essendo HcO, e H=> K, orientato in modo a la-
sciare a sinistra F = C 0. 

Si ha 

(3) * ) = ^ - P r * ( ( T T ê ) ^ ) p e 0 > B = d i 8 t ¢ , *> 

(4) W(a) = 2 -rr+ï<I>tfw) a G B(°° > E) 

se o o e O e R = sup |*| . Si puô supporre £=4=0 e di conseguen-
za JR4=0. K 

I I - Funzionali n-lineari e continui in #(0,) x ... X K(0M). 
Sia <ï> : KiQi) X ... X #(0„) — C w-lineare. Supponiamo che esi-

stano un numéro M > 0 e compatti J ^ c O ; , tali che 

(5) [¢ ( /^ , ..., W | < M < = i ) # , ) < l ... pKn(hm)^l. 

<*) [11, pag. 52: [2]? pag. 47. 
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Siano 

6 { 
Riœ= Slip | t | 

K. 

Ri = dist (Fi, Ki) Fi=C0i 

Sia u la famiglia di funzioni (w£) ( S e F , X ... X Fn) (0 <£> <; w) 
dove 

<7) ^.) = ̂ - ^ . . . - 1 . - (.,+,-^).., ..(..-M-.x 

x « (*,« . , . . . , *p «p, ( 7 - _ _ ^ _ ^ _ - F Î , . . , _ _ _ _ _ ) 

Quando p = 0 si avrà una série di potenze ad esponenti non 
negativi. Quando p = n si avrà una série di potenze ad esponenti 
negativi. 

* = ( « , , . . , « „ ) , a,- 6 p (p„ S,) e S ; = | o S/ = ^ 

secondo sia S7- G Oy complesso o infinito. 
Siano Q , = UB(Sy, S,), e Q = O,, x ... X O,. 

In seguito dimostreremo che u è effettivamente una funzione 
di iî , cioè i valori locali coincidono nelle parti comuni. 

LEMMA - Con le notazioni adottate abbiamo 

<3) \u{*)\<[^ M * e Q 

dove 2î è il più piccolo dei numeri (6). Difatti si ha da (7) 

\up)<M^A_R^ ... {Up]_Rp j B p + 1_| a i ,+ 1_p | ,+ l l -

1 
"•* i2„ —|a„ —ft„| 

2« /2 \« 
-Rioo ••• Rpx,Rp+i ... i2„ \i2/ 

TEOREMA 1 - Supponiamo $ n-lineare in K(0t) X ... X K(Q„) e 
«he esistano M > 0 e compatti Ki c 0* tali che 

l<ï>(fci, - , W | ^ M < = p K l ( f c l ) ^ l l . . , p* n ( f c )< l . 

Esiste allora u analitica, detta indicatrice di $ in O data lo-
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calmente da ^t| e nu lia all 'oo, e 

(9) <D(fc£, ... , hn) = — j - J „(alf .., , g htM ... 
w riX...xrn 

••• fc..K) d ï i ... dot,, 
o 

dove Fj- è il bordo di un compatto iî, c: 0,, H3z^K^ orientato fn 
modo a lasciare a sinistra i punti di F3. 

DIMOSTRAZIONE - Quando w = l si ha la formula (2). Suppo-
niamo che (9) sia vera per n — 1. Fissato hlt e K(0„) si ha da (8> 

(10) |©(fclf ..., hn)\^MPKniihn)<=pKi(hi)^l . . ^ ^ , , . , ) ^ 1 . 

Si avrà allora un funzionale (n — l)-lineare e, dall'ipotesi d£ 
induzione: 

(11) $(/*!, ... , K) = (27ri)"-i / M(at l ' "' ' a w - i ; W X 

' ^ x . .xr«-i 
X fct(3Ci) .. &„_!(»„_,) d«t ... d a ^ , 

dove *((x4» — ) a«—iî hn) è una série dei tipo délia (7) che défini-
sce un funzionale misto, analitico in (a t, ..., vn—i) e ^i X ... X 
Ow_! e lineare in h„ e J£(0(1). Dal lemma e da (8) si avrâ . 

!«(<*!, ... , 04,-x; &„)!< ( ^ r - 1 ^ ^ ^ » ) ) c i o è ™(*i, - , «*-i, >M 

è pure continuo in hn e H(0H) per ogni (a t, .... «„_!). Applicando 
a questo funzionale il risultato per n = 1, si avrà: 

(12) <D(/i1} ..., h„)=^^f ( / « ( a t , . . . , » » ^ , ^ ) / ! ^ ) ^ ) : 
'r\ x... x r«-! rn 

X fei^j) ... /î«_i(x«_i) da4 ... da«_i 

dove v(a£, ..., aw_i, a„) è l'indicatrice di «(o^, ..., aM_!; /Ï„) in QM. 
Dalla convergenza assoluta délia série che definisce v(oLt, ..., a,^!, aM) 
si avrà che questa è data localmente da ^ ( a 4 , ... , an). Da ciô e 
da (12) risulta la (9). 

Risulta pure quello che abbiamo dichiarato al principio, cioè 
che la famiglia di funzioni t*g definisce effettivamente una fun-
zione in O (la ^(«1, ..., aM)). 
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T E O R E M A 2. - Sia u(y.i, ..., an) aua l i t i ca nell J aper to w = wt 

X . . . X o)„ z> i ^ x ... X F» e nu l l a a l l ' o o . A l lo ra il funzionale <S> de -
finito da (9) in UC(Oi) X ... X 2t(0n) è n - l i n e a r e e c o n t i n u e F, sono-
in questo caso bordi di compatt i HjCOj ta ie che Hj^Co^. 

D I M O S T B A Z I O N E - Che 0 cosï defiuito sia n - l i n e a r e è i m m e -
diato. P e r p rovare che è cont iuuo basta osse rvare c h e : 

\<b(ht. -. , hJl^MpHjhi) ... PHn(h„) 
dove 

M = mass | u(*t, . . . , *„) | ' ^ ' " \ J V* l 

r, x... x r« (2*)" 

Dal t eorema 1 si ha che esiste l ' i nd i ca t r i ce v di 0 in un a p e r t a 
O ^ Fi X . . . X i^,,. Dimos t r iamo che u = v in w n H. In fa t t i , la 
v(^it ..., ot„) è da ta da u n a sér ie dei t ipo dél ia (7) dove al posto-
di ¢ ( ) si ha 

( 2 ^ / * * i - - * p - p (*p+l — (5P+i)»V+l+i 
r iX. . .xrw 

d £4 ... d t„ . 
(^-P, , ) -»»^ 

Corne pe r ipotesi ti è anal i t ica in o> fl H, V u l t ima espress ione 
puô essere s c r i t t a : 

1 1 1 _ 
(m, + 1) ! •*' ( «p + 1) ! w p + 1 ! '*• 

i / a» i+ - +w™.,_pw \ 
"'• ï n j W i m i + i - 3ap»p+»aap+1wp+l ... 3a„™J ( ° ° ' ' " ' ° ° ' ^ + l ' '" ' &.)• 

Da ciô è év iden te che u = v in w f | ^ . I due teoremi 1 e 2 
possono essere r i un i t i in un unico e n u n c i a t o : 

P R O P O S I Z I O N E 1. - (p: ^(0 t) x ... X H(0W) — C è n - l i n e a r e e con

t iuuo quando e soltanto quando esiste u e [Ft X . . . X F„] ta ie c h e ; 

(Difct , ..., hn) = ^ - j u(*L, ... , a„) /^(a ,) ... 

r i X . . . x r « 

- M O da4 ... datt 

dove T; è il bordo di un compat to i / y c O y , o r ien ta to in modo a. 
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lasciare i punti di. Fj a sinistra e taie che CHt x ... X C H„ sia 
contenuto nel campo di definizione di un rappresentante di u. 

I I I - Funzionali analitici di K(0). 

TEOBEMA 3. - Sia V aperto e stellato in K(0). ¢ : Y— C 
G-analitico e continuo puô essere sviluppato secondo la série 

<i3) ¢(¾) = ¢(0) +nli -L (-J^_ f u ^ , . . . f ^ x 

r« 
X fc(cc4) ... h(v.„) dx! ... dxM 

dove ^^,(Ki, ..., a,,), detta indicatrice nm« di ¢ , è analitica e sim-
metrica in O", essendo O un aperto conveniente di S, r il bordo 
di un compatto H<zO(Hz> CO) orientato in modo a lasciare i punti 
di C0 a sinistra. 

DIMOSTRAZIONE - <ï> funzionale G-analitico in un aperto stel
lato V, puô essere sviluppato secondo la série di TAYLOR [3], pg. 26): 

®(h) = 2 — 8 ^ ( 0 , h) hç V. 
«>o n ! 

Siccome <E> è continuo la disuguaglianza fondamentale ([3], 
pg. 29) ci darà 

|3"<D(0, hi9 ..., h„) < n* <= pK(hd < S, ..., pK(h„) < 8 , n > l 

oppure 

(14) 8"|<D(0, hi% ..., *.,) 1 < ^» ^, <=p^(fe.) < 1 ... pK(hH)<£l 

se \<J>(h)\<£l quando J?K(/0 <^ 8 > 0. Essendo 8n ¢ ( 0 , hl9 ..., h„) 
^- l ineare e simmetrico, il. teorema 1 ci permette di scrivere: 

8W(D(0, hlf ..., hn)= ( ^ [t*n(a t , ..., a.) fc^i) ... 
r i X . . . x r « 

... M O d«i, ... , d«„ 

«on te„(a11 ..., a,) analitica e simmetrica in Cin(Çt = Gif). Quando 
&i = &t = ••• hn = h, si puô prendere, come è facile vedere, r£ = 
= ... = r„ = r bordo orientato di un compatto HczO, Hz>K. 
Siccome 8»O(0, h) = 8" ¢ ( 0 , fc, ..., /¾) si avrà la (13). 
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CoROLLATMO - Se O è un funzionale analitico secondo FAN-
TAPPIÉ in un aperto stellato di ?C(0), allora vale lo sviluppo (13). 

DIMOSTRAZIONE - Siccome lo spazio K(0) è metrizzabile e per-
ciô super-induttivo ([4]) pg. 8), si ha che ¢ analitico secondo 
EANTAPPIÉ è contiuuo ed evidentemente Gf-analitico. 

PROPOSIZIONE 2 - Esiste una corrispondenza biunivoca tra i 
funzionali analitici in aperti stellati di K(Q) e le successioni di 
funzioni (wn(a))B^0 (**0

 e O analitiche e simmetriche in fïM(*) (nulle 
all'oo) essendo O aperto in &, tali che: 

n 

ïïm y—} < + oo an = sup 1 te„(a) | n > 1 

DIMOSTRAZIONE - Da (4) e dal lemma si ha che tefl(a), indica
trice nma di ¢ in fi™, soddisfa alla disuguaglianza: 

l*-(«>l^n»(sj) 
2 \» 

a e O". 
Sia 

an = sup |tt„(a)|. Si avrà 

2 \ « 

n 

lim /—: 
y n ! < +oo. 

La si m me tria di un(y) in O" é conseguenza délia simmetria di 

8"0>(0, fc4. ..., fc„ in [K(0)]». 

Yiceversa supponiamo che (w„(a))„>0 sia una successione che 
soddisfa aile condizioni fissate. Costruiamo 

(15) ¢(¾) = «0 + S * - J _ /'«„(«,, .. f ce) Ma,) ... 
„ > L n ! (JTT*)™,/ 

r» 
... fe(a„) da4 ... da„ 

o 

con r bordo orientato di un compatto i î c O , H=>K. 

(*) S2 puô variare col funzionale. 



38-A D0M1XGOS PISA^ELLI 

Si h a 

1 1 f 

r# / m a s s Ifel 

^1 \ 2* 

donde la conve rgenza un i fo rme di (15) nel l ' aper to stel lato 

mass | f e |< :2 i rp 1 /« 

r nn "P> l i m K î • 
Si a v r à a i lo ra P anal i t ic i tà , secondo F A N T A P P I É , di (15). 
Dal la s i m m e t r i a di f̂c„(a) in Cln si a v r à ([3], pg. 28, pag. 24): 

8»<&<0, hif . . . , *„) = ( 2 ^ 5 j " r i I «,.<*n - , O *i(«i) .-

... &.,(a„) doti . . . da M 

e da ciô l ' i nd i ca t r i ce nma di (J e u„(x) definiscono lo stesso ele-
men to di [Ft x . . x F„] (proposizione 1). 

L a b iun iv ioc i t à è immedia ta . 
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