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Funzionali analitici dello spazio ¥(0)

Domingos PrsaNeELLI (S. Paolo - Brasile)

Sunto, - Si d& una formola per la rappresentazione dei funzionali n-li-
neari continui su uno spazio J0(0,) X ... XX ¥(0,); questi vengono ca-
ratlerizzati da germi di funeioni analitiche in CO, X ... XX CO0,, e si
caratterizeano pure ¢ funzionali, analitici secondo Fantappié, in
aperti stellati dello spazio 3(0).

Come si sa, la teoria dei funzionali analitici di Luict FaNTaAP-
PIE, & stata sviluppata specialmente prendendo come spazio base
lo spazio [F'] dei germi di funzioni analitiche inforno ad un com-
patto della sfera complessa. In questo lavoro estendiamo la teoria
allo spazio #(0) delle funzioni analitiche in un aperto 0 della sfera
complessa, nulle all’co. munito della topologia della convergenza
uniforme sulle parti compatte di 0. In questa direzione esisteva
soltanto la formola dei funzionali lineari e continui data da Can-
pipo LiMa da Sinva Dras, LeoroLpo NACHBIN e A. GROTHEN-
piEcK [1], [2]. Estendiamo — innanzi. tutto — quest’ultima ai fun-
zionali n-lineari e continui (proposizione 1). In seguito adattiamo,
al caso presente, la formola di maggiorazione dei differenziali di
uu operatore G-analitico (lemma) che abbiamo ottenuto in [3], con
lo scopo di caratterizzare i funzicnali analitici in un aperto stel-
Jato di #(0) (proposizione 2).

In un prossimo lavoro estenderemo le proposizioni 1 e 2 quan-
do lo spazio dei valori & uno spazio localmente convesso completo
e separato.

Il presente lavoro & stato sviluppato in seminari durante i
mesi di Maggio e Giugno del 1965 e ne abbiamo dato una comu-
cazione al “5° Coléquio Brasileiro de Matemitica” che ha avuto
luogo a ‘“Pogos de Caldas” durante il mese di luglio del 1965.
Vogliamo porgere i nostri ringraziamenti al collega RosErTo Ro-
MaNoO che si & incaricato di dare una prima redazione al presente
lavoro.

NOTAZIONI

C = corpo complesso
S = sfera complessa

0 = aperto di §, 03=¢, 0 S
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B (8, R) = sfera di centro § € C e raggio R. Quando f =oo, —
— B(B, R) = complementare in S della sfera chiusa
di centro zero e raggio R.

¥(0) = spazio vettoriale su C delle funzioni analitiche in 0,
nulle all’co, con la topologia della convergenza uni-
forme sulle parti compatte.

[F, % .. F,] =spazio vettoriale su C dei germi di funzioni
analitiche intorno a F, X ... X F,,

F; = compatto di S, FiEg@, FiES (1l<i<n).

I = bordo orientato di un compatto

|| = lunghezza di T.

#(0,) >< ... X ¥(0,) = prodotto vettoriale topologico degli spazi
xO)(A<<i<mn).

|lm|=m, 4+ .. =m, quando m = (m,, .., M,)

I - Funzionali lineari e continui in ¥(0). (*)

Sia ®: ¥#(0) — C lineare e continuo. Si avra che esiste un nu-
mero M >0 ed un compatto K <0 in modo che

¢)) I(I’(h)[_<_M<=pK(h)=srt;plhlgl.

&) | D) = E;lr-;fr u(@) h(x) dx=

dove h e #(0), u & analitica in CK e nulla all’oco, T" & il bordo di
un compatto H, essendo Hc< 0, e H > K, orientato in modo a la-
sciare a sinistra F=C 0.

Si ha
1 xe B®, R)
® ww) = = (= —Hm® ((t— .B)"'+‘) 8e0, B = dist 8, K)
“) w(e) = = Tnli—x(b (tm) « € B(co, R)
mzo'x

se coe 0 e R=sup |#|. Si pud supporre f(:i:g e di conseguen-
za R=3=0. K

II - Funzionali n-lineari e continui in 3#(0,) > ... > #(0.).

Sia @: #(0,) X< ... X ¥#(0,) — C n-lineare. Supponiamo che esi-
stano un numero M > 0 e compatti K; < 0;, tali che

®) [D Ry, oy b)) | < M<=pr,(h) <1 ... pr,(h)<1.

(*) [1], pag. 52: [2], pag. 47.
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Siano
Rioc = sup [#]
6 K
; R; = dist (F;, K;) F;=C0;

Sia u la famiglia di funzioni (ug) (Be F, X< ..x F,) (0 <<p <mn)
dove

1 1
DN — ¥ - . _
o “g(«) l_mlioflgml‘i—‘ a,m, 1 Gt oty o (@n — B0 <
1 1
By ey by ™ s,
> (I)( 104 ) bp p’(tp+1—ﬁp+1) mp+1+1 (t,, _ B")m” + 1)

Quando p =0 si avrd una serie di potenze ad esponenti non
negativi. Quando p = % si avrad una serie di potenze ad esponenti
negativi.

E;

izl _ RBjoo
! -

2

a=(%,., %), a;€B0, Sj)) e Sj=—08;

secondo sia 8; € 0; complesso o infinito.
Siano Q; = UB(8,, S;), e =0Q,, X..X Q,.
/€ CO;

1
In seguito dimostreremo che u & effettivamente una funzione

di Q, ciot i valori locali coincidono nelle parti comuni.

LeMuMA - Con le notazioni adottate abbiamo

®) |u(®)| << (—1_23)” M o Q

dove R & il piii piccolo dei numeri (6). Difatti si ha da (7)

1 1 1
o] =B, ™ [up| — Bp Bpt1 — |opt2 — Bpar| ™~
1
" Rn_l“n_.ﬂnl

an 2\n
=M R BomBps B = M(R)

TeOREMA 1 ~ Supponiamo @ n-lineare in ¥(0,) >< ... < ¥#(0,) e
<che esistano M > 0 e compatti K; = 0; tali che

| 'ug(a) <M

| @y, ..., B)| < M<=pg,(h) <1, .., prah)<1.

Esiste allora % analitica, detta indicatrice di @ in Q data lo-
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calmente da “B e nulla all’co, e

® Db, vy b= oy / Wty s o) () -
NHX..XI'n
cho(e,) dxg .. da,

dove T; & il bordo di un compatto H;<0,, HQJ D K,, orientato
modo a lasciare a sinistra i punti di F,.

DiMOSTRAZIONE ~ Quando #=1 si ha la formula (2). Suppo-
niamo che (9) sia vera per n — 1. Fissato &, € #(0,) si ha da (8)

(10) I(D(hi 9 vy h’n)l < MpKn(hn) <= pKl(h'l) < 1 . p[{n_l(hn—l) = 1.

Si avrad allora un fuonzionale (r — 1)-lineare e, dall’ipotesi di
induzione:

1
1 oMy, ..., h,)= W[ (%, ooy Ap—; B,) X
X .XT'n—
X hy(x1) oo By (%—y) Aoy o do, )

dove u(x,, ..., an—1; h,) & una serie del tipo della (7) che defini-
sce un funzionale misto, analitico in (x, ..., on—1) € Q X ... X
Qy—; e lineare in A, € J((0,). Dal lemma e da (8) si avra

[y y von y 25 )| << (R)”—l Mp[\ (h,,), ciot w(x;, ..., dp—, h,)

¢ pure continuo in k, € #(0,) per ogni (x;, ... ax—). Applicando
a questo funzionale il risultato pexr » =1, si avra:

1 .
(12) (D(h‘, vea b)) = (Z?T—’l,)”[ (/ V(%gy oeey Ay, oc,,)h"(tx“)dtx”) >
NMX..XI'm—, I'm
X (%)) oo Bu—i(an—1) doy ... doay—,

dove v(%y, ..., @n—y, ,) & Pindicatrice di w(x,, ..., ®p—y; k,) in Q,.
Dalla convergenza assoluta della serie che definisce v(x,, ..., an—y, ,)
si avrd che questa & data localmente da ug(u‘, wey @,). Da cid e
da (12) risulta la (9).

Risulta pure quello che abbiamo dichiarato al principio, cioe
che la famiglia di funzioni uf definisce effettivamente una fun-
zione in Q (la v(x,, ..., «,)).
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TeorEMA 2. - Sia wu(%, .., «,) analitica nell’aperto o = v,
. X 0, Fy X< ..x F,enulla all’co. Allora il funzionale ® de-
finito da (9) in 3(0,) > ..>< ¥(0,) & n-lineare e continuo. T, sono
in questo caso bordi di compatti H; < 0, tale che loi,-: Cu,.

DimosTRAZIONE — Che @ cosi definito sia n-lineare & imme-
diato. Per provare che & continuo basta osservare che:

(@ oy 1)< Mpu () .. pa,(h.)
dove
[Ty e U]

M= mass |u(ey, ..., %,)] @2m)n

Nx..xT

Dal teorema 1 si ha che esiste I’indicatrice » di & in un aperto
Q> F, X..X F,. Dimostriamo ché v =v in o N Q. Infatti, la
V(. .o,y %,) & data da una serie del tipo della (7) dove al posto
di ®() si ha

1 £ i om 1
Cri)» )« '“’XN e R g — ey,
VX ...

1

m(—t;——?p__,,)'”u""dt‘ .. at,.

Come per ipotesi u & analitica in » N Q, 1’ultima espressione
pud essere scritta:
1 1 1
(my + 1) 7 (mp + 1) mpy, ! 7T

1 om 4+ ... +m, ot 8 .
. '”. Q..! ax‘ml-l-L .. a“p";p+lazp+1'n@p+1 . 31u”‘n) (OO, ey, OO0, PO ey }5&)

Da cid & evidente che u=v in o N Q. I due teoremi 1 e 2
possono essere riuniti in un unico enunciato:

ProrosizioNg 1. - @: ¥#(0,) x .. #(0,)— C & n-lineare e con-
tinuo quando e soltanto quando esiste u € [F; ><...>< F,] tale che:

-
Dk, oy B = (72?)“] Wy, ey %) B () o
I‘]X.'.XPN

. hy(a,) doy ... do,

dove I'; & il bordo di un compatto H; <0, orientato in modo a
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lasciare i punti di. F; a sinistra e tale che CH, x ... X C H, sia
contenuto nel campo di definizione di un rappresentante di w.

11T - Funzionali analitiei di 7(0).

TeorEMA 3. - Sia V aperto e stellato in ¥(0). ®: V— C
G-analitico e continuo pud essere sviluppato secondo la serie

1 1
(13) @(h)z@(())—l—nilm@n—i)".[u"la,, )
I'n

> k() ... k(x,) dx, ... dx,

dove u,(%, ..., «,), detta indicatrice nma di @, & analitica e sim-
metrica in O, essendo Q un aperto conveniente di S, I' il bordo
di un compatto H < O(f:[: C Q) orientato in modo a lasciare i punti
di CO a sinistra.

DimosTrAZIONE - @ funzionale G-analitico in un aperto stel-
lato V, pud essere sviluppato secondo la serie di TaYLOR [3], pg. 26):

QM) =3 1 m®0, iy he V.
n>oMN .

Siccome @ & continuo la disuguaglianza fondamentale ([3],
rg. 29) ci darhy
[3%DO, hy, ..., h,) < n*<=pxh) <3, ..., pr(h,)<3, n=>1

oppure

a9 (0O, by, ., b)) |t 5 <= prt) S 1 - prlh) <1

se |®(h)|<1 quando pk(h)<<3>0. Essendo " ®(0, h,, ..., h,)
n-lineare e simmetrico, il teorema 1 ci permette di scrivere:

. 1
a*®@O, hy, ..., b)) = @iy [un(u‘, wey @) Ry(xy) ..
NX..XIn
v b)) doy, ..., d«,

con u,(%, ..., ®,) analitica e simmetrica in Q"(Q = CK). Quando
hi="hy,= .. h,=h, si pud prendere, come & facile vedere, I', =
= .. =TI, =T bordo orientato di un compatto Hc< 0, I?I: K.
Siccome 3®(0, h) =8 ®(@. h, ..., h) si avra la (13).
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CoROLLARIO — Se @ & un funzionale analitico secondo Xan-
TAPPIE in un aperto stellato di 3(0), allora vale lo sviluppo (13).

DiMoSTRAZIONE - Siccome lo spazio 3(0) & metrizzabile e per-
cid super-induttivo ([4]) pg. 8), si ha che ® analitico secondo
FaxTAPPIE & continuo ed evidentemente G-analitico.

ProposizioNE 2 - Esiste una corrispondenza biunivoca tra i
funzionali analitici in aperti stellati di #(0) e le successioni di
funzioni (u,.(x))n>0 (#, € C) analitiche e simmetriche in Q"(*) (nulle
all’cc) essendo Q aperto in S, tali che:

n_
lim Va—'; <+ a,=sup |u,@@)| n=>1
n: or

DimosTRAZIONE - Da (4) e dal lemma si ha che wu,(a), indica-
trice nme di @ in Q", soddisfa alla disuguaglianza:

2\n
| IM,"((X,) l S n (ﬁa) o€ Q" -
Sia

a, = sup |u,(x)|. Si avra
Qﬂ

n 2\»
a, <<n (B.-R

n

=—1/C
lim m<+°°'

La simmetria di »,(x) in Q" é conseguenza della simmetria di
@O, hy. ..., h, in [HO)]".

Viceversa supponiamo che (%,(x))n>o 8ia una successione che
soddisfa alle condizioni fissate. Costruiamo

(15 @ =w+ 3 % (21%)” /'u,,(a,, oy w) e -
I'n

v h(2,) day ... do,

con I' bordo orientato di un compatto H< 0, BEo K.

(*) @ pud variare col funzionale.
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Si ha

1 1
‘m (2'5—1')“ r» “n(‘j'li ey a,,) h(xl) e h(l,,) d“l e d""n'

. [mass [B[\"
< r
n: 2n

donde la convergenza uniforme di (15) nell’ aperto stellato

mass |h|<< 2np 1 — /@,

Si avrad allora I’analiticith, secondo FanTarrrr, di (15).
Dalla simmetria di w,(x) in Q" si avra ([3], pg. 28, pag. 24):

1
Bnq)(O, hq, ey h,,) . (27-1’)"/ n u,,('/., W ey ’I.,,) h,(oq) aee

o () dxy . do,

e da ci6 Uindicatrice nme di ® e w,(x) definiscono lo stesso ele-
mento di [F; > .. F,] (proposizione 1).
La biuniviocita ¢ immediata.
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