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Sulla quantificazione simultanea nelle algebre cilindriche

Piero MaNGaN1 (Firenze) (%)

Snnto. - In questa nota si mostra come sia possibile introdurre, in molti
casi, U'operazione di quantificazione simulianea nelle algebre cilindri-
che, ¢ si famno alcuni confronti fra le algebre cilindriche e le algebre
poliwadiche.

Premessa.

L’ algebrizzazione del calcolo dei predicati del primo ordine (con
o senza identitd) ha condotto allo studio di alcune strutture alge-
briche, quali le algebre cilindriche e le algebre poliadiche (Cfr.
2] e [5)).

Ricordiamo che nell’ordinario calcolo dei predicati ogni formula
contiene un numero finito di variabili libere, mentre sono stati
studiati recentemente calcoli con espressioni infinitamente lunghe
(cfr. [3] e [6]) nei quali certe espressioni contengono un’infinita di
variabili libere ed & possibile quantificare ogni formula rispetto a
tutte le variabili dalle quali essa effettivamente dipende. Per I’al-
gebrizzazione di alcuni di tali calcoli le algebre poliadiche appaiono
un mezzo piu adeguato delle algebre cilindriche.

Nella presente nota, dedicata al confronto fra le algebre cilindri-
che e le algebre poliadiche sopratutto relativamente alla questione
della quantificazione simultanea, mostreremo che il «comporta-
mento» dei due tipi di strutture non &, in generale, troppo diverso.
La nostra ricerca sara di carattere puramente algebrico e quindi
rinviamo il lettore, per ogni riferimento alle connessioni fra alge-
bra e logica, ai volumi di Harumos e di KarP ed alla memoria di
HENKIN e TARSKI.

Ricordiamo ora alcuni concetti che saranno utili nel seguito:

Un’algebra cilindrica di dimensione « (brevemente AC,) & un
sistema

< A, Ck, dr). >k, <x

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei gruppi di ricerca ma-
tematici del C. N.R. per I'anno 1966/67 (Gruppo n. 87).
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in cui:

1) « & un ordinale > 0

2) A & un’algebra di BooLE (A=<@, +,.,’,0,1>) e
drr€ A, per ogni k, A < «.

3) Ck &, per ogni k < «, un quantore su A4.

4) CxCy = C\Ck .

5) drx = 1.

6) Se k, A, o <« ek, Ag=u allora dix = Cu(dk, - dy).

7) Se k, A <o e k==X allora, per ogni xe 4, Cr(dk + ) - Cx(dis +
') = 0.

Se x € A. per «dimensione» di = intendiamo I’insieme Ax di
tutti gli ordinali k(< «) tali che Crax3=2=.

Un’algebra cilindrica si dird «localmente finita» se, per ogni
x e A, Ac risulta finito.

Un’ algebra poliadica di grado . (brevemente AP,) & un sistema

<A, 1 8§ C>
in cui:
1) A & un’algebra di BoorLE (A=<@, +,.,’,0,1>)ed 1
© un insieme non vuoto di cardinale p.

2) § & un’applicazione da I! all’insieme degli endomorfismi
di A e C & una applicazione da $(I) all’insieme dei quantori su A.

3) Se 3 & l'identita su I allora Si3) & ’identita su A.

4) Se o, 7 € Il allora S(et) = S(c)S(7).

b) C\@) & il quantore discreto su A.

6) C(J U K)= C(J)C|K), se J, K< L

7) Se o, te Il e coincidono su I — J(J < I) allora S(c)C\J) =
= 8S(=}C(J).

8) Se se Il ed & biiettiva su ¢—1J(J < I} allora C(J}S(c)=
= 8(o)C(o—1J ).

(B utile tenere presente che, considerando I come insieme di

« variabili individuali », S(c), con ¢ e I, pud essere pensata come

operazione di sostituzione simultanea e C(J), con J < I, come ope-
razione di quantificazione simultanea rvispetto alle variabili di J).

Se <A, I, S, C> & un’algebra poliadica, un elemento xz e 4
si dice «indipendente» da J(J < I) allorche C(J)x = = -
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<A4,1, 8§, C> si dice «localmente finita» allorche, per ogni x € 4,
esiste un sottoinsieme cofinito J di I tale che x & indipendente da J.

Notiamo che sia le algebre poliadiche sia le algebre cilindriche
associate al sistemi classici di calcolo dei predicati sono tutte local-
mente finite.

La struttura di algebra poliadica pud essere arricchita in mo-
do da servire anche per l’algebrizzazione del calcolo dei predicati
con identita. Per questo introduciamo il concetto di « predicato »
su di una data algebra poliadica: se < 4, I, S, C> & un’algebra
poliadica ed # & un’ordinale finito (> 0), un’applicazione P di I
in A tale che, se o€ I, S(c)Piiy, ..., 3,) = P(ot,, ..., 0i,) si chiama
« predicato n-ario» su <4, I, §, C>, Un predicato binario P si
dice «sostitutivo» allorché: x. P, j) < S(i/jx (*) (4, je 1; x € A).

Un predicato binario P si dice «riflessivo» allorche: P(i, i) =1,
per ogni ¢e I

Un predicato binario riflessivo e sostitutivo si chiama «egua-
glianza». B noto che due eguaglianze sulla stessa algebra poliadica
coincidono.

Per «algebra poliadica (di grado ) con eguaglianza» intendiamo
ora un sistema <{ A4, I, S, C, E > tale che:

1) <4,1, 8, C> & una AP,.
2) E & un’eguaglianza su < 4, I, S, C >.

Le piu appariscenti differenze fra le algebre cilindriche di di-
mensione o e le algebre poliadiche di grado u (con Card o = ) con
eguaglianza, stanno nel fatto che, mentre un’algebra poliadica
possiede le operazioni di sostifuzione e di quantificazione simulta-
nee rispetto ad ogni insieme di variabili, un’algebra cilindrica
non & dotata di operazioni di sostituzione (?) e la quantificazione
& definita soltanto rispetto a ciascuna variabile.

(E facile tuttavia controllare che, se < A. I, S, C, E> & una
AP, con eguaglianza, ordinati gli elementi di I in una sequenza
di tipo ordinale « la struttura << 4, Ck, dk) >k,1<sy in cui Cp =
= C(}{tt) e dkr = E(ix, %), risulta un’algebra cilindrica di dimen-
sione «).

(!) Se o & un «rimpiazzamento> su I (ciod esistono due elementi 4, jeI
tali che oi=j. ok=1Fk se k3=14) indicheremo I’endomorfismo S(s) con il
simbolo S(4/j).

(3) E noto, tuttavia, che in una AC, si pud introdurre, per definizione,
una operazione di sostituzione corrispondente al «rimpiazzamento»: Cfr.,
ad esempio, HENKIN [4].
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Una conseguenza notevole delle differenze sopra accennate &
la seguente: ogni algebra poliadica & semisemplice menire non ogni
algebra cilindrica lo é (%).

E noto tuttavia che, nel caso che le algebre in questione siano
localmente finite (di dimensione e di grado infinito), esse risultano
sostanzialmente equivalenti, poiché anche ogni algebra cilindrica
pud essere dotata di una struttura di algebra poliadica con egua-
glianza. Cid significa che i due tipi di algebre sono ugualmente
adeguati per V’algebrizzazione dei calcoli classici dei predicati.

Nella presente nota ci proponiamo di discutere piilt in generale
la questione del confronto fra le algebre cilindriche e le algebre
poliadiche, sopratutto riguardo alla questione della quantificazione
simultanea.

1. - Il fatto che in una AC, si chieda la permutabilith di due
{e quindi di un numero finito) di quantori risulta naturale da un
punto di vista logico ed ha come conseguenza che, se k,, ..., k,
sono ordinali < «, Vapplicazione C di A4 in s& definita da Cx =
= Ck,Ck, ... Ck,x risulta un quantore su A, di codominio f Ck,(4).

1=i<n
Cid mostra come, in una qualsiasi AC,, sia possibile introdurre
1’operazione di quantificazione simultanea rispetto ad un qualsiasi
numero finito di variabili.

Prima di iniziare il nostro studio vogliamo fare alcune osser-
vazioni per meglio sottolineare il significato della condizione di
permutabilith di due quantori in un’algebra cilindrica.

Sia, per questo, << 4, C,, C,>> una terna in cui: A & un’algebra
di BooLE e C,, C, sono quantori su A. B facile controllare che,
in generale, C,C, e C,C, non sono quantori su A (si potrebbe age-
volmente provare che essi risultano sempre operatori di tipo Vpp:
cfr. [8]), pur esistendo, se C,(4) N C,(4) & relativamente completa
in A4, un quantore su A associato appunto a C,(4) N C,(A).

Ora si ha: C,C, e C,C, risultano quaniori sud (se e) solo se C,
e C, sono permutabili.

Se C, e C, sono permutabili si controlla con facili calcoli che
C,C, (= C,C) & un quantore su 4, di codominio C,(4) n Cy4).

Siano, viceversa, C,C, e C,C, quantori su A; si ha allora:
C,Cx=C,C,C Cix=C,C,Coxe = C,C,x, per ogni xeA; analogamente

(?) Dire che un’algebra cilindrica (poliadica) & semisemplice significhe
ra per noi che l'intersezione di tutti gli ideali cilindrici (poliadici) massi.
mali & | 0. Tale significato coincide tuttavia, per cose ben note, con I’al-
tro per cui semisemplice equivale, per un’algebra, ad essere piodotto sot-
todiretto di algebre semplici.
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C,Cix = C,C,x, per ogni x e A e percid C,C,= C,C,. Ovviamente.
se C,C, e C,C, sono quantori su A, essi hanno per codominio
Cy(4) n Cy4).

Fatte queste osservazioni, passiamo a discutere le algebre cilin-
driche localmente finite prima di studiare, nei successivi paragrafi,
il caso gemnerale.

Sia << A4, Ci, dix >k,2<z una AC, localmente finita, ¢ D un
insieme di ordinali <<«. Consideriamo I’insieme @p di tutli gli
elementi x di 4 tali che Cyx = x per ogni } e D. Valgono i seguenti
risultati:

i) €p= n Cx(4) (e quindi @p & una sottoalgebra di A).
2ED

ii) @€p & relativamente completa in A.

La verifica di i & immediata. Per provare ii si osservi dapprima
che, essendo la data algebra cilindrica localmente finita. Ax & finito
perogni xe 4 e tale 8 AxND. Siaora xc€ A ed I={2z.2eCp,2>xl.
Proviamo che I ammette minimo, precisamente si ha: min =
= C,,C,, ... C‘,px, dove v, vy, .., vo | = A2 N D. () Infatti C,C,, ...
..C,x eI ed inoltre, se ze I, si ha C,,C,,... C.,ng C,C,,... C,,Pac, ciod
2> C,C,.. C, x.

@p definisce quindi su 4 un quantore Cp che possiamo consi-
derare come operazione di quantificazione simultanea rispetto alle
variabili di D.

@p sard chiamato D-ceniro della data algebra cilindrica- Se D
coincide con I’insieme di fuiti gli ordinali < a«, Cp si indicherax
con @ e si chiamera il centro di < A, Ck, dry >r,1<«- Se C indica
il quantore su A associato a @, la coppia < 4, C> & ovviamente
un’algebra monadica e C(4) risulta I’insieme di tutti gli elementi
x e A per i quali Ax = (.

Da quanto osservato sopra seguono, per le algebre cilindriche
localmente finite, queste importanti proprieta:

a) Sia << A4, Ck, dix >k,3<o una AC, (localmente finita): allora
ogni suo ideale cilindrico & un ideale monadico di <4, C> e
viceversa.
b) Un’ algebra cilindrica localmente finita & semplice se e solo
se il suo centro & 'algebra di BooLE semplice.
¢) Ogni algebra cilindrica localmente finita & semisemplice.
(Tralasciamo, per la loro semplicita, le dimostrazioni di @, b, c).

(*) La permutabilita di un qualunque numero finito di quantori dell’al-
gebra garantisce che 0,,Cy, ... C, x coincide con Cv,Cv,, - Ov‘pac, dove
44y %2, .y 2p) & una qualunque permuiazione di (1, 2, .., p).
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Poiche sappiamo che ogni algebra cilindrica semplice, localmente
finita, di dimensione infinita & rappresentabile come algebra cilin-
drica di insiemi (cfr. [4]) segue da ¢ che ogni algebra cilindrica
localmente finita e di dimensione infinita & (isomorfa ad un) prodotto
sottodiretto di algebre cilindriche di insiemi e questo, com’& noto,
equivale al teorema di completezza per i calcoli classici dei predi-
cati del primo ordine. Poiche, inoltre, in un’algebra cilindrica
localmente finita di dimensione infinita, ogni elemento xe A4 di-
pende «effettivamente » soltanto da un numero finito di variabili,
si pud dimostrare (cfr. [1]) che una tale algebra pud essere dotata
della operazione di sostituzione simultanea. Si pud quindi affermare,
efficacemente anche se non in modo rigoroso, che non ¢’ nessuna
differenza sostanziale fra le algebre poliadiche con eguaglianza
localmente finite di grado infinito e le algebre cilindiiche di dimen-
sione infinita e localmente finite: come gia abbiamo osservato
ambedue i tipi di strutture sono egualmente adeguati per 1’alge-
brizzazione dei calcoli classici dei predicati del primo ordine.

Sappiamo, invece, che uwon ogni algebra cilindrica di dimensione
finita & rappresentabile. In queste algebre non & possibile, in gene-
rale, introdurre Voperazione di sostituzione simultanea poiché alcu-
ni elementi possono dipendere «effettivamente» da fuife le varia-
bili. Per ulteriori discussioni in proposito rinviamo alla memoria
di HENKIN e TARSKI ([5]).

2. - Se <4, Ck, dcx>x <~ ® un’algebra cilindrica non localmente
finita, le nozioni di centro e di D-centro (oon D insieme di ordinali
< a) 8i possono evidentemente ancora introdnrre (si ha ancora,
ovviamente, per ogni D, Cp =, nD Ci(4)).

.€

Tuttavia non sard pih, in generale, possibile introdurre opera-
tori di quantificazione simultanea rispetto ad ogni insieme D, poichée
Cp non risulterd, per ogni D, relativamente completa in A.

Supponiamo ora che 4 sia un’algebra di BooLe compleia. In
tal caso ogni D-centro risultera relativamente completo in 4 (essendo
una sottoalgebra completa regolare di A) e definird quindi un
quantore Cp su A. Si ha inoltre il seguente:

TreorEMA 1. - Ordiniamo gli elementi di D im una sequenza
< ki>i<p (d¢ tipo ordinale ¢) e definiamo poi la seguente sequenza
di¢ applicazioni di A in sé:

Ckox = Cyy. ‘)

Crix = Cr (Cki—yx), se i & uwordinale successore zxed

4
Ckiax = Ck(\V Ckx), se i & un ordinale limite.
i<i
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4
Se poniamo C*x = \/ Ck.x, per ogni xe A, si ha allora C*= Cp.
1<

Noi proveremo, pr;r dimostrare il teorema, che C*x &, per ogni
x € 4, il minimo di tutti gli elementi z e €p tali che 2>, da cui
seguird sia che C* = Cp sia che C* non dipende dall’ordinamento
scelto per gli elementi di D.

(B facile tuttavia comtrollare direttamente, tenendo conto della
permutabilitd di due qualsiasi quantori Cx, Cy della data algebra
cilindrica, che C* & indipendente dall’ordinamento scelto per gli
elementi di D).

Proviamo quindi, in primo luogo, che C*xe Cp. per ogni xze A.
Basterds verificare che Ckx(C*x) = C*x, qualunque sia ke D: cid si
controlla facilmente tenendo conto della definizione di C* e delle
proprietd di un quantore.

Ovviamente C*r=ax; resta quindi da provare che per ogni
ze @p tale che 2>z, si ha 2> C*x. Sia 2e€ Cp e z>x: ovvia-
mente Ckiz > Ck.x, per ogni ¢ <Cp, da cui, tenendo conto che Crz =2

A
per ogni k e D, segue z = C¥k.x (per ogni s <p) ed infine 2=\ Ckx =
. i<
= C*x. 11 teorema & cosi provato. f
Vale anche il seguente:

TeEoREMA 2. — Se D e D' sono insiemi di ordinali <w, allora
Cpyp = CoCp.

Tale teorema & un’ovvia conseguenza del teorema 1.

Quanto abbiamo visto permetie di enunciare la seguenle pro-
posizione:

In ogni algebra cilindrica completa << A, Cx., drx>k,2<~ 81 pos-
sono introdurre gli operatori di quantificazione simultanea rispet-
to ad ogni insieme D di variabili; la struttura < A, 1, C, E> in
cui I & I'insieme di tutti gli ordinali <<«, C & P applicazione da
&(I) all’insieme dei quantori su 4 definita da C(D)= Cp(D < I) ed
E & Yapplicazione di I* in I definita da E(k, ) = dxr, risulta
un’algebra di quantificazione dotata di elementi » diagonali-.

Osserviamo ora che i risultati ottenuti possono essere generaliz-
zati considerando algebre cilindriche << 4, Cr, dxy >k, <+ tali che
A sia urw’algebra di BooLe Card a-completa (°). B quasi immediato
infatti controllare che in questa ipotesi i teoremi 1 e 2 continuano
a valere: queste algebre possono quindi essere dotate di tutte le

(5) Un’algebra di BooLE 4 si dice p-completa (con p cardinale infini
to) allorcheé esiste il supremo di ogni famiglia ¥ di elementi di 4 tale che
Card F=yp.
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operazioni di quantificazione simultanea.
Passiamo ora a discutere il caso generale.

Sia < A, Ck, dry >k, <q un’algebra cilindrica. Sappiamo (Cfr-
[4]) che essa pud essere «immersa» in un’algebra cilindrica
< A, Ck, di.>k,1<» completa e atomica, nella quale saranno dunque
definibili le operazioni di quantificazione simultanea. Non & tutta-
via tale immersione che qui ci interessa, in quanto essa, per cosi
dire, «disturba» al massimo ) algebra di partenza (I’algebra di
BooLe 4 non risulta, ad esempio, in generale, sottoalgebra regolare
di A),

Noi considereremo invece un’alfra immersione di < 4, Ck,
dky >k, <« Si ha infatti il seguente:

TeorEMA 3. - Sia & = <4, Ck, drr >k, 1<x_un’algebra ctlindrica.
Esistono allora un’algebra ci lmoh ‘ica completa 8= <A, Cr, A >kp<x
e un monomorfismo ¢ di & in & tali che:

1) A risulta estensione minimale di p(A), cioe o(4) & densa (e

quindi regolare) in A.

ii) Per ogni monomorfismo regolare ¢ di & in un’algebra ci-

lindrica completa A* esiste un monomorfismo p di & in &* {ale che
$ = p9-

Per dimostrare il teorema ricordiamo anzitutto che, se 4 &
un’algebra di BooLE, esiste sempre una coppia (4, ¢) tale che 4
¢ un’algebra di BooLE completa, ¢ &€ un monomofismo di 4 in A
e o(A) & una sottoalgebra densa di A.

Una tale coppia (unica, a meno di isomorfismi) si chiama «com-
plezione» di A.

Sia ora & = < 4, Ck, dr), >k, <« la data algebra cilindrica e
(4, 9) una complezione di 4. E ovvio che < ¢(4), ¢Ck, Ak >k, 1<
risulta un a]gebxa cilindrica (isomorfa alla data). ! noto d’altronde
{cfr. [7]) che ogni quantore su ¢(4) pud essere «esteso» in uno ed
in un solo modo ad un quantore su A. Sia allora Cx 1’estensione
ad 4 di cka(k < a): con facili calcoli si prova che, posto odky = dr,
la struttura & = <;1 t’k,—dkx >k, <q risulta un algebra cilindrica
(ovviamente ¢ risulta un monomorfismo di & in CL)

Sia ora ¢ un monomorfismo regolare di & in un’algebra cilin-

drica completa O* = < A%, C;:, d;:1>k,1<4; ¢ & anche un mono-
morfismo (regolare) di 4 in A* e quindi (tenendo confo del fatto
che (4, 9) & una complezione di A) esisteri un monomorfismo re-
golare) p di 4 in A* tale che ¢ = pew. Mostriamo ora che p & anche un
monomorfismo dell’algebra cilindrica & nell’algebra cilindrica &*.
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Si ha infatti:
pdry = p(odir) = Vdir = dia(k, X < a).

Se ze A si ha:

da cui

_ _ 4 i _ i
oCkz = pCr( V ax) =p( V Cikox) =p( V ¢Crx) =
Q_)ESZ G'J.TSZ

pr<e
a4 4 x *
= V poCrx = V Ck Y = Crpz.
pr<e pr<<g

11 teorema & cosl provato.

La coppia (&, ¢) sard chiamata «complezione dell’algebra cilin-
drica & ».

B immediato che la complezione di un’algebra cilindrica &
determinata a meuno di isomorfismi.

Ricordando ora i teoremi 1 e 2 si ha che, se & & un’algebra
cilindrica ed (€. ¢) la sua complezione, € pud essere dotata della
struttura di un’algebra di quantificazione.

Possiamo dunque enunciare il seguente:

CoroLLARIO 1 - Ogni algebra cilindrica pudé essere immersa
«regolarmente » in un’algebra cilindrica nella quale sono definibili
tutte le operazioni di quantificazione simulianea.

In modo meno preciso ma pilt espressivo possiamo dire che
I’introduzione dei supremi {e quindi degli infimi) delle famiglie
infinite di elementi di un’algebra cilindrica & (da un punto di
vista logico: 1’ introduzione delle operazioni di «congiunzione »
e «disgiunzione» infinite) permette di definire tutte le operazioni
di quantificazione simultanea.

Pud essere di un qualche interesse osservare che, se @ & una
AC, localmente finita ed (&, ¢) & la sua complezione (%), indi-
cando, per ogni insieme D di ordinali <C«, con Cp I’operatore di
quantificazione simultanea definibile in & si ha Cpyx = 9Cpx, per
ogni ® € @ (Cp definito sull’algebra localmente finita come al pa-
ragrafo 1).

Per concludere osserviamo che, se & = << A4, Ck, diy >k,r<a ©
un’ algebra cilindrica completa o Card a—completa (e quindi in essa
sono definibili le operazioni di quantificazione simultanea rispetto

{6) S1 osserverd che, in generale, @ non risultera localmente finita.
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ad ogni insieme D di ordinali < «), non necessariamente ogni
ideale cilindrico di € risulterd chiuso rispetto ad ogni quantore
Cp (a tale ideale dovranno appartenere, per questo, i supremi di
certe famiglie infinite di suoi elementi). Tuttavia un ideale cilin-
drico completo o, pitr in generale, Card x-completo & chiuso rispetto
ad ogni Cp. Il quoziente di & rispetto ad un tale ideale, risultando
un’algebra cilindrica completa o Card a~completa, si pud dotare di
tutte le operazioni di quantificazione simultanea e queste risultano
le operazioni «quoziente» dei quantori Cp rispetto al dato ideale;
pit precisamente, indicato con J un ideale completo (Card a-com-
pleto) di &, si ha che: €/J & un’algebra cilindrica completa (Card «-
completa) e, se denotiamo con ¢ l'epimorfismo canonico di & su &/J
e (per ogni insieme D di ordinali < «) con Cp le operazioni di quan-
tificazione simultanea definibili in @/J, risulta ¢Cpx = Cpsx, per
ogni x e 4.
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