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Alcune osservazioni su certe famiglie di Hmitati 
di uno spazio lineare 

S E R G I O S P A G N O L O (*) 

Siinto. Si danno alcuni esempi d% coppie (X Y) di spazi lineari in duaïi-
tà tait che esistono delïe bornoïogie loc. convesse su X di duale Y, sen-
sa che ve ne sia un a più fine di tutte. Tali esempi rispondono in par* 
te ad una questione suggenta in [4], pag. 39. 

1. - Richiami . 

Nel seguito, X i nd i che rà sempre uno spazio l inea re di d imen-
sione inf in i ta sul corpo K dei n u m e r i rea l i o complessi e X* il 
suo dnale algebrico. U n a par te non vuo ta di X si c h i a m a disco 
se, coutenendo due vet tor i a; e t / , cont iene anche il ve t to re Xas + py, 
con X e [A n u m e r i ta l i che | X | + | jx j < 1 ; pe r ogni p a r t e A di X 
esiste il min imo disco di X che cont iene A, esso sa rà ind ica to D(A). 

Si ch iamerà bornologia loc. convessa su X ogni famig l ia p di 
par t i di X ver i f icante le seguen t i p r o p r i e t à : 

(&,) As% Be$^>A \JBe$ 

(62) A e p, B<^A^Be$ 

(b3) Aefr X e t f ^ X A e p 

(64) xeX^\x\ e p 

(65) l e ^ f l ( 4 ) e p 

p si d i ra poi separata se ver i f ica ino l t re la 

(66) Se W è u n sottospazio di X e W e S ^ W = | 0 | . 

Ogni bornologia loc. convessa p su X i n d i v i d u a il sot tospazio 
di X * : 

X^t = j x' € X* : x* è l imi ta to su ogni A e p | 

cioè l ' i n s i eme dei funzional i l i nea r i p- l imi ta t i , det to i l duale bor-
noîogico di (X, p) o anche i l duale di p. 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dei Gruppi di Ricerca per la Matema-
tica dei C. M". E. nelPanno 1965-1966. 
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Si dice che uua bornologia loc. convessa 8, su I è più fine di 
un'al tra 62 se p, ÇZ p2; se inoltre p( 4= P2 8i dice che la p, è stretta-
mente più fine délia 82. 

Si noti che p, CI p4 implica X # CI Xgf. 

Su X esiste la più fine bornologia loc. convessa, si tratta délia 
famiglia p0(X) di tutte le parti di X contenute nell'involucro dis-
cato di qualche parte finita; essa sarà chiamata la bornologia finita 
su JT, il suo duale è tutto X*. 

In corrispondenza ad ogni sottospazio Y di X si introduce 
un'altra bornologia: 

p y = | A Ç X: ogni y' e Y è limitato su A } 

detta la bornologia debole (su X) relativa ad Y. 
I l suo duale contiene certamente Y, ma puô non coincidere 

con esso. 
Riportiamo il Teorema di Mackey sulle topologie loc. convesse 

in dualità: 
«Sia Y un sottospazio di X* e T(X; Y) la classe di tutte le 

topologie loc. convesse su X di duale Y. Allora si ha 

(i) T(X; Y) non è vuota; 

(ii) T(X; Y) ha un minirao e un massimo; 

(iii) la famiglia dei limitati di ogni xe T(X; Y) è Pr.» 

I l problema di caratterizzare la classe B(X] Y) di tutte le bor-
nologie loc. convesse su X di dato duale Y présenta invece mag-
giori difficoltà. 

Quello che si puô verificare facilmente è che 

(i) B(X] Y) è non-vuota se e solo se py ha per duale Y 

(ii) Se B(X; Y) è non-vuota, Pr è la meno fine fra tutte le 
$eB(X; Y). 

Un caso in cui esiste anche la più fine, fra tutte le p e B(X; Y), 
è quello in cui Y == X* : infatti B(X; X*) consta délia sola borno­
logia finita po(X). 

Alla questione se per ogni Y esista una più fine p € B(X; Y) 
si risponderà negativamente. 

2. - Bornologie cartesiane. 

Sia E = | e% | t e l u u a D a s e di Hamel dello spazio lineare X{à\ 
dimensione infinita su K) e sia t A I *er l 'insieme dei funzionali 
su X definiti da /,(¾) = ^ per i e I, j e I. 
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Se ^ : I—+- /?+ è una funzione reale non-negativa definita su 
J, chiameremo E-parallelepipedo di lati <l(ï) il sottoinsieme di X: 

P(4» = ! x e X: | /.(as) | < <K»), V * e 11 

Per i parallelepipedi valgono le seguenti propriété, di facile 
verifica : 

(i) P(<J>) CI P(cp) se e solo se ù < cp 

(ii) riJP(+-> = ^P0nf I +- I) 

(iii) P(p+) = PP(+) (p>0) 
(iv) P ( | ) |J P(?) Ç P(max | <p; ? | ) 

Dalla (ii) segue che si puô associare ad ogni parte A di X su 
cui gli /, sono limitati il minimo £-parallelepido contenente A^ e 
cioè l'insieme 

P(A) = P(ÛA) ove *„(*) = sup | fi(x) | 

Sia ora S una bornologia loc. convessa su X; diremo che p è 
E-cartesiana se possiede una base costituita da ^-parallelepipedi, 
cioè se A e p implica P(A) e p. 

In ogni caso se gli ft- sono p-limitati si puô costruire la più fine 
bornologia JE-cartesiaua su X che sia raeno fine délia p, précisa-
mente : 

pfJ = | A Ç X: a B e p per cui A Ç P(B) | 

Non è detto che p e pp abbiano lo stesso duale. Una bornologia 
£-cartesiana è individuata dalla famiglia dei suoi parallelepipedi 
e quindi dalla famiglia délie funzioni non-negative su I che ne 
rappresentano i lati. Ad esempio la bornologia finita, %(X), che è 
ovviamente £-cartesiana, è rappresentata dalla famiglia W0 délie 
funzioni su I non-negative e quasi-ovunque (1) nulle. 

Yiceversa, una famiglia *F di funzioni reali non-negative défi-
nite su I rappresenta (nel senso suddetto) una qualche bornologia 
jE-cartesiana, che chiameremo py, se e solo se 

(c,) f e ï , tp e V = ^ max ! +, ® | e V 

(c2) ù e ^ , cp ^ + = ^ ? e V 

<<j) + € * * , P > 0 = # > p ^ e ^ 

(c4) w0 C V. 

(') Qui e nel seguito l'avverbio «quasi» sta ad indicare l'eventuale 
esclusione di numéro finito di casi. 
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Osserviamo inoltre che py, C pys se e solo se x¥l £ y¥t. 
La ricerca dei funzionali lineari limitati su di una bornologia 

cartesiana si puô eseguire con l'ausilio dei seguente 

LEMMA.. - «Sia P(tJ;) un JE-parallelepipedo di X, x'e X*. 
Allora x' è illimitato su P(^) se e solo se vale la formula 

(*) SJ^)|a/(e,)| = +oo (4)» 
tel 

DIMOSTRA-ZIONE. - Osserviamo anzitutto che per ogni x e X si 
ha x = S tt(x)e%. Ora se x' è illimitato suP(vL), per ogni intero r>0 

tel 
esiste un xt. e P(J>) taie che \x'(x,)\>r, ma allora dalla formula 
xr = S fq(x,)et, segue subito r ^> E ^(i) | x'(e*) | e quindi la (A), 

tel iei 
Se poi vale la (A), Pinsieme T = \ i e I'. x'(et)^=0 | è una parte 

infinita di J e si puô definire per ogni i e F il numéro pt = 
= ^V/U-'te )| e quindi, per ogni parte finita J di T9 il vettore xd = 
= 2 +(*)pie,. Si ha allora che Xj e P('J>) mentre sup | x'(xj) \ = + oo, 

cioè x' è illimitato su P(^). 

Dal lemma segue che x' è illimitato su di una bornologia car­
tesiana pq' se e solo se esiste una ^ e W per cui valga la (A). Si 
puô provare il seguente: 

TEOREMA. 1. - « Sia p^ una bornologia ^-cartesiana su X avente 
per duale un sottospazio Y di X*. 

Esiste allora un' altra bornologia U-cartesiana p<t> strettamente 
più fine délia py ma avente lo stesso duale. » 

DIMOSTRAZIONE. - Poichè Y è différente da X*, si puô trovare 
una <f0 e V ed uua parte infinita J0 di I in modo che v}/0 non sia 
mai nulla su 70. Ripartiamo quindi J0 nell'unione di una famiglia 
infinita di parti infinité e vicendevolmente disgiunte: 

ô = U ^* (1>L e la insiemi infiniti, Ia f| Ip = 0 se a=|=P) 

e definiamo la sottofamiglia di ^ 

<i> = | d/ e *F ; v|* è quasi ovunque nulla su I9, per quasi ogni a e A | 

È facile verificare che 4> soddisfa agli assiomi (c,) e quindi défi-
nisce una bornologia JE-cartesiana B<D che è strettamente più fine 

(2) Se « una funzione reale non negativa definita su un insieme I; 
porrerao S a(*) = sup | S a(a) : J parte finita di / | . 

tel ieJ 
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délia py dal momento che, per costruzioue, ^0 appartiene a XV ma 
non a 4>. 

Il teorema sarà allora provato se mostreremo che il duale di 
•p*, già contenente Y, è anche contenuto in Y, ciô che per il Lemma 
•équivale a dire che per ogni funzionale lineare x' non appartenente 
.ad Y si puô trovare una cp e <t> per cui 

S <i) | x(et) | = + oo (P) 
16/' 

Ora, in corrispondenza di x\ esiste certo una ^ e V per cui 
S «î) | x\e%) | = + oo 

*ei 
Si danno allora tre casi : 

(I) S +(t) | x'ieù | = + oo 

(II) S <\>(i) \ x'{ed | = + oo per un certo y e A 

(III) 2 ù(i) | x'(e() [ = ba < + oo per ogni a e \ ma S 6« = + oo 

ISTel caso (I) si def inisce la cp ponendo cp(i) = 0 per ie I0 e o(i) = 
•=• ty(i) per i restanti valori ie 1; nel caso (II) si pone iuvece tp(*) = 0 
per * £ J r e cp(i) = '̂ (i) per gli altri i e I. 

Quanto al caso (ILI) si osserva che per ogni a e A si puô trovare 

una parte finita Ja di I% per cui S ty(i) \ x'(e%) | ;> -ba e quindi, po-
sto J0 = U J a , si ha i6t/<* 

»e A 

2*»|« ' (e f ) |2>S (56«) = 
fG^o a S A \ ^ / 

+ 00 

Si def inisce allora cp(«) = 0 per * £ JQ e cp (¾) = d>(t) per gli altri i e L 
In ogni caso si ottiene una funzioue © e <J> che verifica la (P). 

3. - Conclusione. 

Il teorema 1 ci permette di individuare una classe di sottospazi 
Y di X* soddisfacenti aile richieste enunciate nel sunto 

TEOREMA 2. - « Sia Y un sottospazio proprio di X* per cui esis­
te una base di Hamel £ e d una bornologia £-cartesiana p^ avente 
•duale Y. 

Allora fra le bornologie loc. convesse su X di duale Y non ve 
ne è una più fine di tutte». 

DIMOSTRAZIONE. - Se per assurdo vi fosse una certa p di duale 
Y e più fine di ogni bornologia loc. convessa su X avente lo stesso 
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duale, passando alla bornologia £ -cartes iana associata pp si avrebbe 

p Ç pfî £ Pi di modo che Y sarebbe anche il duale di pp e allora 

pp sarebbe la più fine bornologia / i -cartes iana su X di duale Y* 

Ma ciô contrasta con il Teorema 1. 

Resta ora solo da mostrare qualche esempio di bornologia car-
tesiana. 

Premett iamo la seguente nota 

O S S E R V A Z Ï O N E . - « Sia W la classe di tutte le funzioni reali 
non-negat ive definite su un ins ieme L Introduciamo le seguenti 
sottoclassi di W 

^o = 1 t G ^ • ^ ^ quasi ovunque nulla su I \ 

rçr = | ^ € *F ; 2 [Mi)]» < + oo | p intero ^ 1 
tel 

Wœ = | ^ e V : sup | +(¾) | < + oo | 
iei 

Allora d/ e V è taie che S &(iX(i) < + oo per ogni cp e *Fp (risp. 
iei JL 1 

«p 6 V) se e solo se + e Wq (risp. + e ^ ) ove — h - = 1. » 

Con la nomenclatura dell'ossservazione précédente, enunciano 
gl i esempi: 

E S E M P I O 1. - «S ia X uno spazio lineare su ^Tdi base E= \ e% \%ei-
Allora T verifica le condizioni (cf) e definisce quindi una bor­

nologia f ' -cartes iana P>F il cui duale è il sottospazio di X* 

Y0 = | a;' e I * : x'(et) = 0 per quasi ogni i e 1 \. 

Si vede subito che Py coincide con la bornologia debole su X 
relativa ad Y0 , e che inoltre py è la meuo fine bornologia £ - c a r -
tesiana su X » 

E S E M P I O 2. - « Sia X corne sopra. Wp (1 < p < oo) verifica le (c*> 
e definisce quindi la bornologia p^ il cui duale (grazie al Lemma 
e ail' Osservazione) è 

Yq=\x' e X*: X\ x'(ed \ * < + oo | (ove - + - = l ) 

Ne l caso p = oo, faœ è la bornologia debole relativa ad Y^; per 
p =|= oo si ha invece che p^ e diversa da Py . 
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