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Dei sistemi lineari di quadriche di S,
a matrice jacobiana nulla identicamente

Piero BonNERA (Bologna) (%)

Nora I

Sunto. - Sv 1eca U attenzione sulla matrice jacobiana del sistema e si met-
tono wn luce talune proprietd algebriche della malrice, che servono per
grungere a talune proprietd geometriche del sistema (*)

1. - Nello spazio lineare §,, riferito a coordinate proiettive
omogenee x, 0 x* (¢ =0, 1,.., ) di punto, si assumano k 4+ 1> ¢
quadriche indipendenti linearmente tra loro (*¥):

a:kxew;‘:O G k=01, ..,7;j=0,1,.., k)
e, posto: .
f;(x(),xl 3 ey x') = a;kxg Xy,

si consideri il sistema lineare oo’ :
1) Nfy =0
individuato dalle quadriche predette.

Cid premesso, si supponga che la matrice funzionale o jaco-
biana delle forme f,, cio2 che la matrice (di » + 1 righe ed » + 1
colonne):

_|lafh
J= Hax.-

sia nulla identicamente e di caratteristica .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca N. 26
del Comitato Nazionale per la Matematica del C.N.R

(**) In questo lavoro la sommatoria si indica con 1'ormai nota serit-
tura abbreviata

() Cir., anche per altri riferimenti bibliografiei:

C. BoNFERRONI, Sus sistemi lineari dv quadriche la cue jacobiana ha
dimensione irregolare <R. Ace. Sc. Torinos, vol, 50, 1914-15.

L. MuraccHINI, Sulle varietd Vs ¢ cui spazi tangents ricoprono
una verietd W di dimensione inferiore alla ordinaria (Parte 1I), «Riv.
Mat. Univ. Parma», 3, 756-89 (1952).

L. DeGoL1, Sui sistem lineari di quadriche a Jacobiana identicamente
nulla di caratteristica =<r, «Acc. Sc. Bologna, Rend.» Serie XI, To-
mo X, 1963.



260 PIERO BONERA

Allora sara nullo identicamente il determinante (d’ordine r--1):

A= ‘ o
o0xq

@=0,1, .., r—110,

essendo I uno qualsiasi dei numeri 7, ..., h, mentre, invece, non
sard nullo identicamente uno (almeno) dei minori d’ordine r della
matrice J e precisamente, detto ¢!(¢ =0, 1, ..., 7} il complemento
algebrico di éf,fox; in A,, non sia nullo identicamente, ad es., il
determinante (d’ordine 7) ¢".

Percid non sard nulla identicamente neppure la matrice (di »
righe ed r + 1 colonne):

rof

ox;

(8=0.1, .., r—1).

2. - Giova per il seguito osservare che, se (come si supporri)
non sono nulli identicamente tutti i minori d’ordine » — 1 comuni
a due qualunque dei determinanti ¢* s=0, 1, ..., » — 1), anche
due qualunque di questi non sono nulli identicamente.

Se, invero, fossero nulli identicamente, ad es., ¢° e ¢!, un
punto di S,, che non annulli tutti i minori d’ordine » —1 ad
essi comuni e che del resto sia qualunque, annullerebbe pure ¢" (3,
che, essendo una forma (di grado ) nelle x,, sarebbe quindi nullo
identicamente, contro 1’ipotesi.

Ora si dimostrera la seguente proposizione, utile pit avanti:

Se uno dei determinanti ¢°, ad es. 0% & nullo identicamente e i
minori d’ordine r — 1 appartenents ad r — 1 colonne qualunque di
o® son primi tra loro, ¢ delerminanii o' ({=1, 2, ..., r) (nessuno
dei quali, per [’ osservazione premessa, 0 per ipotesi, & nullo
identicamente) differiscono lra loro soltanto per fattori costanti
non nulli.

Invero, un puntfo di S,, che annulli uno qualunque dei ¢*, ad
es. ¢!, ma non tutti i minori d’ordine r — 1 comuni a ¢° e a ¢!,
annullerd pure tutti i ¢ (=2, 3, ..., )'®, che, in conseguenza,
saranno tutti divisibili per ogni divisore primo di ¢' (i minori pre-
detti essendo primi tra loro).

Allora, applicando (colle ovvie necessarie modificazioni) a cia-
scuno dei ¢7 I’argomentazione precedente, si & condotti a scrivere
le seguenti identita (rispetto alle a;):

®) of = Koot o ..« B2 =1, 2, .., 7,

(?) L. KrRONECKER, Werke, 1, Leipzig, 1895, p. 238.
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essendo «, .., § polinomi omogenei irriducibili distinti, a,, ..., b,
interi non negativi (non tutti nulli), soddisfacenti le:

a+ .. +b=r,

ed infine le k' costanti mon nulle.
Per dimostrare 1’asserto occorre ora provare che coesistono le:

(6)) @G = .. =0,=0a, ..., b= ... =b,=0b,

essendo @, .., b interi non negativi (non tutti nulli).

Allo scopo suppongasi che gli @, non siano tutti uguali e che,
ad es., sia @, > 1, precisamente dapprima a, —=2.

Allora sopra Vipersuperficie (irriducibile) « —=0 coesistono le:

“@ =0 k=0,1, .., r):

Derivando rispetto ad x* le seguenti r + 1 identita:

0, .
a%qﬂs ¢t=0,1,..,r;,9=0,1, ..., r — 1, ),

che deduconsi subito dal determinante A, (nullo identicamente),
si ottengono le altre:

®) 2agqi + A2 2 — g

ot goc*

avendo posto, per comodita di scrittura:
a,:l,c = af," .

Bssendo ¢°= 0 e ricordando le (2),(4), le (5) divengono,
sopra «a=0:

ofq 097
#ﬁ‘:c’ (7:2,3, ...,T),
che, per ciascuno dei valori ammessi di %k, possono riguardarsi
come 7+ 1 equazioni lineari omogenee mnelle r» — 1 incognite
997 [ dxc* .
Ebbene, siccome la matrice (di » 4+ 1 righe ed » — 1 colonne):

ofq

oxT

@=0,1,..,r—1,1;t=2/3, ... )
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non s’ annulla nel generico punto della o =9, si dedurranno le:

, 09"
4) =0

cosicché la « = 0 & componente doppia almeno delle ¢7=0, ossia
e a.=2.

Ora suppongasi a, = 3.

Allora sopra o =10 coesistono le:

9°
(6) ax':?axp 0 (5, p=0,1, .., ).

Derivando le (b) rispetto a x?, si ottengono le:

of, ot
0%t dxckoxr —

201.,,c ax” + 2a ,p am" + =0,
le quali, essendo ©°=0 e ricordando le (4), (4'), (6), divengono,
sopra «=0:

oy de _

P =2 3, .., 1.

Procedendo come nell’ipotesi a,=—2, deducesi che, sopra x=0,
coesistono le:
o%gT
axkoxr —

cosicche « =0 & componente tripla almeno delle ¢v—=0, ossia &
a.=3.

Cosl proseguendo, si pud ormai concludere che, in ogni caso,
8 a-=a, e, analogamente, b. = b, (se gli interi b, non sono tufti
uguali ed & b, > 1).

Allora, applicando (colle ovvie necessarie modificazioni) a cia-
scuno dei ¢7 le argomentazioni finora svolte (com’® lecito, essendo
a.=>a, e percid a.> 1), si conclude che devono coesistere le (3)
e percid, grazie alle (2), le:

) of = ktad . ...« B ¢t=12 .., 7.

L’ asserto & dunque dimostrato.

3. — Si consideri il sistema lineare co™! di quadriche:

(1) Mf, =0 (=0, 1, ..., r—1),
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subordinato del sistema (1) ed associato alla matrice J' (num. 1).

Orbene, se un punto z = (x,, ,, ..., #,) di S, non annulla la
matrice (non nulla identicamente) J’, gli iperpiani polari di zx,
rispetto alle singole quadriche f, =0, cio& gli iperpiani:

) anjx.:o G=0,1, .., r),

® P’ =ot,
essendo p un arbitrario fattore di proporzionalith e:
W= (@, Xyy e, X,).

Premesso cio, dal num. 2 pud dedursi che, se (come si suppor-
ra) il sistema (1) & privo di punti base doppi, nessuna delle forme
ot (1=0, 1, ..., 7) & nulla identicamente.

Se, invero, fosse nulla identicamente una delle forme ¢¢, ad
es. ¢° a norma del num. 2 coesisterebbero le (2%¥) e percid anche
le ¢t==0 (il punto  non annullando la matrice J').

Allora le (8) diverrebbero:
02t Lt =0: k" .. k",

ossia «' sarebbe indipendente da x e percio esso sarebbe base
doppio per il sistema (1), contro I’ipotesi.

- Giova osservare che !l’ipersuperficie (d’ordine r) ¢t =0 ¢&
il luogo dei punti coniugati dell’ iperpiano x, =0 rispetlo alle sin-
gole quadriche del sistema (1).

Infatti, si considerino gli » punti-vertice della piramide fon-
damentale, opposti alla faccia a; = 0, indi gli iperpiani polari dei
singoli punti nominati rispetto ad una quadrica qualsiasi del si-
stema (1), cioé gli iperpiani di equazioni:

"g,% 0 (=0,1, ., 7 —1;t=0,1, ., i—1,i41, .., 7).
Allora l’equazione del luogo sopra nominato risulta elimi-

mando le ' (non tutte nulle) dalle equazioni precedenti e percid
sesa & appunto ¢t =0.
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Ora si consideri il sistema lineare oco" di quadriche:
(1) Mf, =0 =0,1, ..., r—1, 1,

subordinato del sistema (1) e contenente il sistema (1').

Posto cid, si osservi che il punto .v_c, considerato nel num. 3,
non annullando la matrice J’, ossia non giacendo nella varietd
jacobiana, ®, del sistema (1'), & doppio per una sola quadrica, Q,,
del sistema (1,) e che i parametri A di @, son dati dalle:

) AN = %l o,

essendo 07 il complemento algebrico di &f,/ox® nel determinante
Ay e

9% = 4%y, ..., &,).

Non giacendo il punto x mnella varieta ¢, la quadrica @, non
giacera nel sistema (1') e percid sarad A, 3=0.

Supposto (se & possibile) che il punto x, pur non giacendo
nella varieth &, giaccia nell’ipersuperficie ¢ = 0, ossia [usando
una notazione pi1t semplice (num. 2)] nell’ipersuperficie ¢° =20,
dalle (9) si dedurranno (essendo X ==0) le:

o0 =10 (s=0,1, ..., r—1).

Pertanto un punio di S,, se giace nell’ ipersuperficie ¢* =0,
ma non nella variela @, giace in tutle le ipersuperficie (d’ ordine r)
¢** =0, che non siano indeterminate.

Si pud giungere al risultato precedente anche osservando che
il punto x, per la proposizione preannunciata in questo num., &
coniugato dell’iperpiano z,—0 rispetto ad almeno una quadrica,
@, del sistema (1') e che esso, percid, & coniugato dello stesso iper-
piano rispetto al fascio delle due quadriche (necessariamente
distinte) @, @,. Bte..

OSSERVAZIONE. — Lie r funzioni omogenee (di grado zero) nelle a;:

S0

-8

(10) =0,1, .., r—1)

-
<

non sono tutte costanti.
Invero, contrariamente, coesisterebbero le identita:

q;’” = hs?o ,
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le h* essendo costanti non tutte nulle, ed allora, utilizzando op-
portunamente 1’identitdh A, =0, risulta che le quadriche:

fo:01 fl:()l vy fier =0, fi=0

nou sarebbero indipendenti linearmente.

5. - Giova rilevare per il seguito che:

Le ipersuperficie (d’ordine 7) ¢* =0 (¢ =0, 1, ..., r) son tulte
riducibili.

Invero, se, contrariamente, fosse irriducibile, ad es., 1’ipersu-
perficie ¢®* =0, il punto generico di questa, se giace nella varieta
¢, giacerebbe in tutte le ipersuperficie ¢*=0 ({=1, 2, ..., 7) e,
se, invece, non giace nella varieth ®, giacerebbe in tutte le iper-
superficie ¢** = 0, che non siano indeterminate (num. 4).

Nella prima alternativa, le ¢! =0 coinciderebbe tutte con la
9 =0 (questa essendo irriducibile) e percid coesisterebbero le
identita:

¢t = k'e® t=1, 2, ... r),

le k* essendo costanti non nulle.

Segue (num. 3) che il sistema (') avrebbe un punto base dop-
pio, contro 1’ipotesi.

Nella seconda alternativa, le ¢ =0, che non siano indeter-
minate, coinciderebbero tutte con la ¢'=—0 (questa essendo irri-
ducibile) e percid coesisterebbero le identiti:

0% = h'e® s=0,1, .., r—1),

le h* essendo costanti (non tutte nulle), in contrasto con 1’ Oss. del
num. 4.

Inoltre giova osservare per il seguito che:

Se V'ipersuperficie generica ¢ — 0 del sistema lineare:
(11) [t} ‘Pl =0 (’& = 09 1, ey 1‘)

possiede una componente (multipla) «* =0, essendo « una forma
irriducibile e v un intero maggiore dell’ unity, la « =0 mnon pud
esser variabile, quando la ¢ — 0 descrive il sistema (11).

Invero, contrariamente, il luogo descritto dal punto generico
della «+ =0 giacerebbe nella varietd base del sistema (11) (3), che,
pertanto, conterrebbe la « —= 0 (questa essendo irriducibile).

(3) E. BERTINI, Sut sistemi linear:, Rend. Ist. Lomb., 15 (2), 1880.
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Dunque la a+=—0 non potrebbe esser variabile al variare
della ¢ =0.

Dall’osservazione precedente deriva che:

Se (come st supporra) il riferimento proiettivo assunto e S, &
generico, ogni eventuale componente multipla d’una qualsiasi
delle ipersuperficie (riducibili) ¢i =0 & componente di tutte le
rimanenti ed ha per queste multiplicitd uguale alla primitiva.

Segue che le forme of non sono prime tra loro.

Infatti, se cid non fosse, il punto generico d’ una qualsiasi com-
ponente «* =0, ad es., della ¢ =0 (essendo « una forma irridu-
cibile e v un intero positivo non nullo) non giacerebbe nella va-
rieth base del sistema (11), cioe mnella varieth ¢, e percid (num. 4)
giacerebbe in tutte le ¢** =0, che non siano indeterminate, ed
inoltre (secondo precede) non potrebbe esser multiplo (cioé dovrebbe
esser v=1).

Pertanto le forme ¢* (s =0, 1,..., r — 1) differirebbero dalla
forma ¢° soltanto per costanti (non tutte nulle), in contrasto con
1’Oss. del num. 4.

Se, a norma del risultato precedente, si chiama ¢° il m.c.d.
(massimo comune divisore) delle forme ¢f, si hanno le 1dentita:

(12) ¢t =0 . Wi 6=0,1, .., 1),

dove le ¥* son effettive forme (d’ugual grado, prime tra loro), al-
trimenti le o¢f differirebbero tra loro soltanto per costanti non
nulle, in contrasto con I’ipotesi del num. 3.

Ora si osservi che le forme ¢° e W° son prime tra loro.

Infatti, se, confrariamente, ®° e ¥° avessero un divisore comune
« (non costante), multiplo secondo ¢, > 0 per ¢° e secondo p, >0
per W%, la ¢°=0, per la prima della identitd (12), avrebbe la
componente multipla amters =0 (u, 4 v, =>2), la quale, per un ri-
lievo precedente, sarebbe quindi componente di tutte le ¢'=0
(t=1, 2, ..., ), cosicche ®° sarebbe divisibile per am+p , anziche
soltanto per ap.

Dall’ osservazione precedente deriva che ogni eventuale compo-
nente della ¥*—=0 non pud esser multipla (altrimenti la stessa compo-
nente apparterrebbe a tutfe le ¢o* =0 e percid alla ¢°=0).

Dopo di cid, si conclude, a norma d’un risultato del num. 4,
che la W° =10 & componente di tutte le «*> =0, che non siano inde-
terminate, e quindi che si hanno le identita:

129 ¢ = P Yo (@=0,1, .., r—1,1,

I’ultima delle quali si ottiene dalla prima delle (12), osservando
che & ¢° =o' e ponendo ®'° = d°,
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OSSERVAZIONE. - Secondo precede la wvariela ¢ si distribuisce
nell’ ipersuperficie :

(13) »°'=0,

essendo @° il m.c.d. delle forme ¢i, e nell’ eventuale iniersezione
delle ipersuperficie residue ¥* =0.
Aggiungasi che I’ipersuperficie (13) non pud esser un iperpiano.
Se, infatti, I'ipersuperficie (L3) fosse un iperpiano, coesistereb-
bero le identita:

P =ctixr; (:=0,1, ..,7;9=0,1, .., r—1, 1),

le c? essendo costanti non tutte nulle.
Se, ad es., noun fossero tutte nulle le ¢, I’identita:

a?QO
"oz =0
che pud dedursi dall’altra A, =0, condurrebbe, ricordate le (12),
al medesimo assurdo, che si & incontrato nell’Oss. del num. 4.

6. - Essendo nullo identicamente il determinante A,, ossia il
determinante funzionale delle r 41 forme quadriche (num. 1):

(14) Yo =[xy, 2, ., ) (@=0,1, .., r— 1, D),

dove 1 & uno qualsiasi dei numeri 7, ..., kb, ma non essendo nulla
nel punto x, considerato mel num. 3, la matrice J’', ossia la ma-
trice funzionale delle prime 7 delle forme (14), esistera un intorno
ad » dimensioni di «, nel quale la y, & funzione delle Yor Yo
Y .—,, ossia:

ves y

(15) yl:Fl(yO: Yy oo y-——x):

mentre le y,, ¥,, ..., Y¥.—, son indipendenti funzionalinente.
Sostituendo alle a; le ha; (A 3=0) e ponendo A?=k, la (15), te-
nute presenti le (14), diviene:

kyl :Fl(kyo, kyl3 ey ky,._)) .

Dunque: la F,(yy, ¥,, - Y.—,) & funzione omogenea di primo
grado delle wvariabili indipendenti y,, 9,, ..., Yo, € percid le
oFjoy. 8=0, 1, ..., r— 1) son funzioni omogenee di grado zero
delle stesse variabili.

19
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7. - Le (14), sostituite nella (16), la soddisfanno identicamente
rispetto alle x; nell’intorno di x, considerato nel num. 6, e per-
tanto, derivando rispetto ad ., si ottengono le identitd seguenti:

== ¢E=0,1,..,r;s=0,1, ., r—1).

Hssendo le identitd precedenti lineari omogenee nelle:

oF, ol

—1
Yy’ Y-y’

e supponendo che il punto x non giaccia nell’ipersuperficie gle=0,
si deducono, per x;= x;, le:

50
oF ¢ (=01, .., r—1,
ay’ lo
avendo posto:
= - - ol <8Ft)
s = [s\&yy o0y &,)y =— = {— — e
Yy f@yy s )3ayo 2Yo) Ys = ¥

Essendo, per I ipotesi, ¢°4=0 e quindi, per I’ultima delle (12'):
Plo . —lif—o* 0,
le ultime uguaglianze possono scriversi, ricordate le (12°):

o
(16) aTFl _— =
ays & lo

che serviranno nel seguito.

8. - I1 punto x', dato dalle (8), & distinto dal punto z, se
questo (come si supporrd) non & base del sistema (1').

Pertanto il punto x’, supposto (se & possibile) non situato nella
varieta ©, non & base del sistema (1'): invero, contrariamente, la
retta x 2’ sarebbe coniugata del punto z' rispetto al sistema (1) e
percid il punto z’ sarebbe doppio per qualche quadrica del siste-
ma stesso, ossia giacerebbe mnella varietd ¢, contro I’ipotesi.

Ordunque non somo tutti nulli cosl i valori y,, come i valori
Y, assunti risp. in x, «’' dalle r + 1 forme quadriche nelle a;
(num 1):

Yo=oa)xiz, (G, k=0,1,..,7;,9g=0,1, ..7r—1, 1)
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Siccome i valori assunti dalle precedenti forme nel punto mo-
bile sulla refta xa’, cio® nel punto:

®i == v\@i + v, %'s,
son espressi dalle:

.2 ik = 2.7
Yo=Yy + 2vs0q i’k + VYo,

che, essendo x e « mutuamente coniugati rispetto al sistema
(1) (%), possono scriversi:

(17) Yo = "f?;q + ":?;’q s

segue che le y, non sono tutte nulle identicamente rispetto allev,, v,.

Ora si osservi che il generico punto x della retta xx' non
giace nella varieth @ (ivi non giacendo x) e che, pertanto (num. 6),
esiste sulla retta 2 2’ un intorno di «, nel quale & applicabile la (15).

Allora le (17), sostituite nella (15), la soddisfanno identica-
mente nell’intorno suddetto e pertanto, derivando rispetto a cia-
scuna delle v,, v,, si ottengono le seguenti identith (rispetto alle

Vi) V)i

a_F’ s _ Y _ 0
0Ys ov, v,
(18) =01 .., r—1
oFoy oy _
Ys dvy  Bvy,

Se, allora, si considerano le identitd (rispetto alle v,, v,):

oY —
ET: =2v,Y,,
oY -

Ev: = 2v,9,,

ottenute derivando le (17) rispetto a ciascuna delle v, v,, le (18),
supposto v, + v,54=0, divengono:

oF, - -

a—%ys—yz—O,
(18)

aFl ol o

oy Y =0

(4) Infatti (num. 4) la quadrica del sistema (1;), che ha punto doppio
in 2, non giace nel sistema (1').

Di qui deducesi che e ' son altresi mutuamente coniugati rispetio
al sistema (1).
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Siccome (num. 7) il punto z non giace uell’ipersuperficie
¢’* =0, ivi non giace neppure il generico punto x della retta xa’
e quindi le (16) sussistono altresi sostituendo il punto x al punto z.

Dopo di cid, le (18%), ove le ¢F,/dy, sian calcolate nel suddetto
punto x, divengono:

Gy —
(19) v =0
by’ =0,

Infine si osservi che i primi membri delle (19), essendo forme
(di ugual grado) nelle coordinate x; del punto x sopra considerato
e percid nelle variabili (non entrambe nulle) v,, v,, son nulli
identicamente rispetto a queste.

9. - Se dalle (17) si eliminano le v,, v,, si & condotti ad annul-
lare la seguente matrice:

Yo Y Yoy U
(20) Yo Y1 Yo Y
Yo Y, o yr—-l Y

Supposto (se & possibile) che non sia nullo, ad es., il seguente
minore:
Y Y

Yo Y\
estratto dalle prime due righe della (20), segue che, delle r + 1
forme quadriche nelle v , v,, date dalle (17), le 4., ..., ¥,—, W
son combinazioni lineari omogenee a coefficienti costanti delle
Yo, Y, (entrambe non nulle identicamente, altrimenti sarebbe D =20,
contro Y ipotesi).

Ora si considerino le (19) e si supponga che in queste le &
sian calcolate in un dato punto della retta x ', ad es. in =, co-
sicché subito deducesi Videntita (rispetto alle v,, v,):

0y, + viy') =0,
ossia, per le (17):
(21) q_)lqu =0.

Allora, essendo il primo membro della (21), per un rilievo
precedente, una combinazione lineare omogenea a coefficienti
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costanti delle y,, ¥,, segue che le due coppie di punti della retta
xx':

it + 2y = 0,

";?_/l + "::'_/’1 =0

devono coincidere e percid che dev’essere D = 0, contro 1’ipofesi.

Si conclude, dunque, che la matrice formata con le prime due
righe della (20) dev’essere nulla e quindi, per =7, .., h, che
dev’ essere:

22) Y, =cy, (j=0, 1, .., h),

essendo ¢ una costante non nulla.

10. - Dalle (22) subito deducesi che le quadriche del sistema
(1), che passano per x (o x'), passano tutte per x' (o x).

Essendo x e ' mutuamente coniugati rispetto al sistema (1),
segue che le quadriche del sistema (1), che passano per x, conten-
gono tutte la retta xx'.

Le quadriche suddette non possono contenere tutte un mede-
simo spazio S,, con d > 1, uscente dal punto x, altrimenti questo
sarebbe doppio per qualche quadrica del sistema (1°) e percid gia-
cerebbe nella varietd &. contro 1’ ipotesi.

Dunque 3l sistema (1) & composto con una congruenza lineare
di S,.

Osservato (num 6) che, per le prime r delle (22), coesistono le:

oF, _ o,

= = (S:—:.O, 1, ...,')‘——1)

Ys  Ys
e che, se x' non giace nella ¢’°=0 (ossia nella ¢°= 0), le (16) sussi-
stono altresi sostituendo x’ ad x, deduconsi subito le:

‘I’I”":Yq_’qa (QIO, 1, vy r—1, l)’

essendo y una costante non nulla e ®'7° =% (', .., ',).
Allora, per le (9) e le (12'), risulta che la quadrica del sistema
(1), che ha punto doppio in « (o in &), ha pure punto doppio in
x (o in z).
Segue che le oco"~" quadriche del sistema (1), che hanno punio
doppio in x, contengono tutte la retta xx' come retta doppia.

Pervenuta alla Segreteria dell’ T M.I.
il 31 maggio 1966.



