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Trasformazîoni puntuali fra due Sa a configurazione 
caratteristica quasi armonica 

MARIO PEZZANA (Bologna) 

NOTA I I (*) 

Sunto. - Si veda la Nota I. 

3. - Data uaa coppia regolare A, B di punti che si corrispon-
douo in uaa trasformazione p un tu aie, la giacitura di un piano per 
A si dice giacitura caratteristica se alla calotta del secondo ordine 
con centro in A, che appartiene al piano, corrisponde nella trasfor­
mazione una calotta piana del secondo ordine (con centro in B). 
Condizione necessaria e sufficiente affinchè in una coppia di punti 
v i sia una giacitura caratteristica è che tre direzioni caratteristiche 
fiiano complanari ('). 

Si ha subito allora che, nel noatro caso, sono caratteristici i 
quattro sistemi di faccette o>x == 0, o>8 = 0, wt + o>2 + w3 = 0. 

Cerchiamo ora le condizioni affinchè esse siano organizzabili . 
A taie scopo occorre calcolare le espressioni 

<15) [dw,]Awi. [doit]/\oh, [du,] A"». [ d K + w 2 + w 3 ) ] A K + w j + w
3 ) 

e vedere per quali valori degli invarianti esse si anuullano. Si 
trova rispettivamente 

<16) X + v—4 = 0, ^ +X —4 = 0, v + [* — 4 = 0, X = a = v . 

Resta cosï intanto dimostrato che, per una trasformazione ge-
nerica del tipo di trasformazioni considerate, le faccette caratteri­
stiche non si organizzano in superficie. 

4. - Esaminiamo il caso in cui si ha X = [/. = v. 
Per differenziazione esterna délie (14) si ottiene 

X = y = v = ± - ^ — e p = d b 4 i \ / 3 — 3 . 

(*) La Nota I appare a pag. 161 del fascicolo précédente. 
(1) L. MuRACCaiNi, Alcune propriété in grande délie trasformasioni 

puntuali fra spasi, « Boll. Un. Mat. Ital.» (3) 7, pp. 123-131, n. 4 (1952). 
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Si vede allora subito che in tal caso nessun altro sistema di fac­
cette caratteristiche si puô organizzare. Cosi pure si vede che non 
possono organizzarsi contemporaneamente gli altri tre sistemi di 
faccette caratteristiche, in quanto si avrebbe allora X = [x = v = 2, 
il che risulta assurdo per quanto detto sopra. 

È perciô dimostrato che non vi possono essere più di due si­
stemi di superficie caratteristiche e, se taie sistema è quello dél ie 
faccette w2 +

 b>% + w
3 = 0, taie sistema è unico. 

5. - Bestringiamo ora le considerazioni al caso X = y = v = 

= =t — Ô — • Si tratta di due sole trasformazioni, con le loro inverse, 

s* intende a meno di omografie. 
Si osserva subito che o), + OJ8 + w3 è un differenziale esatto. 
L'equazione délie asintotiche délie superficie integrali di o>, -f-

+ «i + 0), = 0 è 

(o)n + o)j2 + 0),3)0), + (o)21 + w „ + o>„)wf - f (oJ3, + o)g2 + o)33)o)a = 0 

che è indeterminata per le (12). 
I l sistema délie predette superficie è perciô un sistema di pianL 
Inoltre si osservi che, detti A, Ax, A2, Az i punti fondamentali 

in uno spazio e B, ^ , £ , , B3 quelli delF altro, si ha 

d{Al — A3) = (oin - w31) (Al — AJ + (o)lg — M32) (At — A3) 
(17) 

d(Aî — AB) = (OJ2I — oj31) {A, — A9) + (o)22 — w32) U 2 — Az). 

Le (17) ci dicono che la retta congiungente i punti Al - A.K e A% — A9 

è fissa. Perciô il sistema di piani è un fascio. L'analogo si ottiene 
nello spazio délie B. 

Operando corne nelle (15), si vede che le faccette definite da 

f 1±*V3 n 1±*V3 w i + ô w2 = ^ e 9 0Ji + w
a = 0 sono organizzabili in 

entrambi gl i spazi. 
Operiamo allora le sostituzioni 

o,, = (-t i\3 + 3)w, =p 2iV3 w2 

(o2 = rp 2i\/3 w, + (± i V3 + 3)w2 

W l + W i + W 3 = 3w3. 
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Poniamo ancora o>,, OJ2, OJ3 al posto di o),, o)2, o>3 per semplicità 
di scrittura. 

Si ha allora 

0>oo = ± * V 3 w , 

W10 = W20 = W30 = 3 ( ± 4 * V 3 - 3)0J3 

M u = J l l 

O) 

(18) 

22 

W33 = 

0 ) ] 2 = 

W 23 = 

W 3 l = 

O) 21 

qp 5*\/3 — l)o), + (zp Si V3 + 5)o)2 

± 3 i \ ' 3 — 7)o), + (=t 4êV3 + 2>)2 + (3 zp i\/3)o)3 

=b 2i\ 3 + 8)o>, + (zp *\/3 + 7)o)2 

db 3/V3 — 7)o>, + (rfc SiVS + 2)w8 + (3 zp. 2^V3)w3 

± 2 i V 3 + 8>>, + ( q r 3 i \ / 3 — l3)o)2 =fc «Y3o)3 

zp 5*V3 - l)o), + (zp 6»V3 + H K + (=*= 2«V3 — 6)o)a 

=P 5 i \ /3 — l)"i + (-+= *V3 + 11K — 3o)3 

± 3i\ 3 — 7)o), + ( ± 6¾\/3 - 4)o>2 + (6 zp 2« \ 3)o)3 

= b 2 i V 3 + 8)o), + ( z p : 5 i V 3 - 7)o)2, 

e inoltre 

*I0 = T20 = Tao = 3(d= te V 3 - 6)0), 

: 8iV3 + 2)o), + (zp 3*V3 + 11)«, + (=t 2*V3 — 6)o>s 

: 3iV3 — !3)o)x + (rb 7*V3 - l)o)2 + (zp i\/H + 6)oja 

;+ 5»V3 + 11)«, + (zp 4*\'3 — 10)o)2 

(19) T„ = ( ± 5 i \ 3 - 7)0), + ( ± 7«V3 - 1 K + C+: 2tV3 + 3)u, 

± i V 3 + l l ) o j l + ( z p 4 i \ ' 3 —10)oj2 + (= t iV3 - 3)o)s 

4= 6*V3 — 4)o), + (zp 3*V3 + 11)«, + (zt 2«V3 - 6)OJ9 

zp 4»V3 + 2>3, + (zp 3i \ /3 + 11>», - 3o)3 

± t V 3 - 7>), + (=fc 7*V3 - 1 K + (zp 2»V3 + 6)tos 

rh 3*V3 + 5)o), + (zp 4i \ /3 - lO)w 2 + 3o)3 . 

L Î I — 

T32 = 

T13 = 
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Nelle (18) e (19) bisognerà considerare tutti i segni superiori o tutti 
gli inferiori. 

Le quattro trasformazioni omograficamente distinte sono le due 
che si ottengono per il doppio segno dei coefficienti e quelle che 
si ottengono da esse scambiando i ruoli dei due spazi. 

Operiamo nei due piani le sostituzioni dei punti fondamentali 

Âx = ( ± iV3 + 3) U , - A?) zp 2iVS (At - A3) 

(20) Z , = =p 2iV9(Al - A3) + ( ± iVS + 3) (A% - A,) 

I3 = SA3 

e 

5 , = (=t iVÏÏ + 3) (B, - B3) =p 2i]/3(Bi - B3) 

(21) B, = zp 2tV3 (B, - B3) + (zt iVS + 3) (Bt - B3) 

B3 = SB3. 

Poniamo poi nuovamente Al9 As, A3 e B , , B2 , B3 al posto di Â}, 
Aiy Az e B , , B2, B3 per semplicità di notazione. 

Si ha nei due spazi rispettivamente 

dA = zp iVS o)3A + 0),.4, + o)gJ42 + O)3J43 

dA, = ~ ^ ( ± iV3 + S)^3At 

(22) cL4, = [6(± i]/S + l)o), zp 2*Vs'wi]^I + | (zh iV3 + l ) M | 4 t 

dil3=9(zb4él/3+3)o)3A+£[-(zir7«V^ 
1 
2 

dB = zp iVÎÏ OJ3JB + o),B, + o32B2 + o>3B3 

3 
2 

+ g [9(zi= iV3 + l)o)2 =p 4îV3 o)3]4, 

dBl=~r (=L- il/3 + l)o)3B, + [6(zt i]/S + l)Wl zp 2iV3 wt]B, 

(23) <*B, = 5 ( ± 5*V3 + 3)o)3B, 
1 
2 

dB3 = 9(=t 5*^3 - 6)o>3B + i [— 9(zt *V3 + l)Wl ± 4»V3 «8]B, + 

+ ^ [zp 4*\/3 o), + (-t lliV3"+ 9)o)2 zp 4tV3"«,1B,. 

Nelle (20), (21), (22), (23) occorrerà prendere o tutti i segni superiori 
o tutti i segni inferiori. 
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Si osservi che, per le sostituzioni eseguite, le coppie AxBl} AtBif 

A3B3 non si corrispondono più in una omografia tangente aile tra-
sformazioni in esame. Basta notare che esistono rette in uno spazio 
(le AAj) che non si trasformano in rette nell'altro. 

Le (22) e (23) sono utili ciô nonostante perché si possano tra-
durre in sistemi aile derivate parziali che si possono integrare. 
Ponendo OJ, = adu, o)2 = bdv, o)3 = dw e indicando con x, as,, as2, x3 

rispettivamente le coordinate di A, A,, A^, A3 le (22) diveugono (*) 

dx dx» 
r~ — axi r - = 0 
du l du 
fis» f)Y 

- = 6*. - » = 8 ( ^ 3 + 1 )^ , 

(24) 
% = -iV*x + * d^ = -2iVsXi + yVs + i)Xl 

P=o 
du 

^ = - 2 ( 7 ^ 3 + 9)«^, 

S = ° S? = ~ 2imx> + h^+^ 
—; = „ - ( ^ 3 + 3)^ ^==9(teV3-3)x + 2iVSxl-2iV3xt. 

Analogamente, indicando con y, yï9 y%i y3 rispettivamente le coordi­
nate di B, B,, Bls B3 le (23) divengono 

du JX du 

dv ai dv 

(25) 
%—rtïïy + y, d£ = l(5iV3+3)yt 

%. = 6(iV3 + 1)ayt g? = _ 9 (.vâ-+ % i _ 2 . ^ ayt 

S = - | ( * V â + % , 2iVS», g = 9(5*V3 - 6)t/ + 2*1/%, - 2*V3t/,. 

(2) Nelle formule seguenti si terra conto solo dei segni superiori. I / altro 
intégrale si otterrà cambiando i in — *. 
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Le condizioni di intégral) ilità dei due sistemi porgono 

a = e—(Ws+a)*»; 5 _ e(2iV3+3)w 

Eliminando nelle (24) le funzioni incognite as,, .x2, x3 si ottiene il 
sistema nella sola x: 

^ = 0 ; *» 0; , i5L—5(^8+1)?; ^=6(*V3+l)e(Wï+9)^; 
ate2 ' dudv ' ?udw 2V ^ ' dw ' OU* ^ ~ ' dw' 

(26) 4 ^ - = - 2»VS *<*Vï+i>w^ + ^ (7tV3 + 9) ^ ; 
v ' cvdw du ' 2 ' 'a-u 

^ = 9 ( 4 i V 3 " - 3)JC + 2 t V 3 e f W ï + a ) ^ * - 2 i V 3 fl-(2i\/ï+i)H»?? _ i V 3 —. 
awr dw 0¾ dw 

Cosi, eliminando nelle (25) yv, i/2, 2/3 si ottiene 

(2?) i5S = 3 ^ 8 + 1 ) ^ , 

- ^ = _ i \ / 3 ^ + 9 ( 5 * V 3 - 6 ) t / + 2 t V 3 ë ( « ' V « + i ) w ^ - 2*V3e-<»Vï+8 " > ^ . 
5«? aw ^ lu dv 

La prima délie (26) e la prima dalle (27), tenuto conto délie seconde 
di entrambi i sistemi, ci dan no 

(28) x — <x.(w)n + p(u, w); y = OL(W)V + J3(M, W). 

Sostituendo le (28) nelle quarte equazioni di (26) e (27) si ottiene 

(29) a = fc,e-2(l^+1)M,
; « = h e « w r + , , w . 

Le terze dei due sistemi danno 

P = 3&'<iV3~ + D«*< T , v i + , ) ,V + V-Mv + X(W) 
* ) - - i ,- _ 

p = 3Ji,(iV3 + i)a-t<1, 'vi+»)wai + ^ ) ^ + X(M,). 

Sostituendo le (29) e (30) nelle (-28) e queste nelle rimanenti equa-
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zioni dei due sistemi, si ottengono, per f/., X, p, A, délie equazioni 
differenziali lineari a coefficienti costanti. 

Integrando queste ultime si ottengono gli integrali generali : 

x = &Je-f ( iV3+1)wte + 3(tY3 + l)eï ( 7^3+0 ) KV + 

2tY3 + 3 " J ( , / i l 

+ A; 
0{(Ti \ /3+9)^ + 

( 4 ^ 3 + 3 ) (2^3 + 3)8 

1 

3(*V3 + 1) (tV3 - 2)* 

+ *I6Î<T^i+B>w + kf-l{iy,ï+l)W 

eï(*\/s+D» + 

+ 

» = * ! 6 |<^3+l)« t t + 3(^3 + 1 ) e - î< l^\ /3+9)^ 3 + 

+ _ ^ J e-W*+l»Dv + , - 2 ^ + , - cj(W«+»)« 

(31) 
* V 3 - 4 (i)/3-2)(iV3 — 4) + 

+ hje-i(11^"+0)wt,- + 
3(*V3 + 1) (iV3 - 2) 

e-l(*Vi+i)« + 

A meno di omografie nei due spazi, si possono allora interpretare 
«orne coordinate omogenee dei punti nei due spazi gli integrali par-
ticolari distinti che si ottengono supponendo nulle tutte le costanti 
t ranne una. 

Fassando a coordinate non omogenee, eliminando i parametri 
e rimettendo il doppio segno Bi ottiene 

c' - 3(L zt iV$)B'-ly'*—ys-1 + : 

(32) | 
x — yz''x — 3(1 zh iV3)B-*y* + 

3(ldL*V3)(-2ztr*V3) 

4 

2 _ i 
"30' 3 = 0 

— 2±iV3 

5(1 =L i]/3) 

__2 __i 
yz *z' 3 — 

3(-4ziz*V3)(-2zL-iV'3) 

1 2 

>t'9±U\la == 3—9+10^/3 

dove ancora i segni vanno presi corne notato in precedenza. 
Queste trasformazioni ammettono un fascio di piani corrispon* 
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denti, come si sapeva, e sono i piani z = costante, ai quali corri-
spondono piani pure délia forma z' = costante (3). 

Su ciascuna di tali coppie di piani stibordinano una trasforma­
zione cremoniana, anzi biintera (4). 

Infatti le (32) assumono la forma 

| x' + ay'2 + by + c = 0 
(33) < . , 0 . , A ( c o n a> 6 ' c> a> & ^ costanti). 

I x + «2T + &y + Y = 0 

I l sistema (33), sia risolto rispetto ad x e y, che risolto rispet-
to ad x' e y\ dà dei polinomi ai secondi membri. 

La rete omaloidica sui piani z = h assume la forma 

*[a(*y* + x + y)2 — b^y + cp>] + ^ay* + x + v) + v = 0 

e quella sul piano corrispondente è analoga. 
I punti base, che saranno in numéro di 15, trattandosi di una 

rete omaloidica di quartiche, saranno tutti impropri e coincidono 
tutti nei punto improprio dell'asse x. 

Pervenuta alla Segreteria delVV. K.I. 

il 22 Aprile 1966 

(3) La coppia di piani s = s' = 0 è evidentemente eccezionale. 
(4) M. V I L L A , Un'osservasione sulla geometria affine délie trasformamo-

ni puntuali, « Boll. Un. Mat. I tal . » (3) 19, pp. 53-59, n. 2 (1964). 


