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Trasformazioni puntuali fra due 8; a configurazione
caratteristica quasi armonica

Mario Pezzana (Bologna)
Nora II (¥

Sunto. - Si veda la Noia I.

3. - Data una coppia regolare 4, B di punti che si corrispon-
dono in una trasformazione puntuale, la giacitura di un piano per
A si dice giacilura caratteristica se alla calotta del secondo ordine
con centro in 4, che appartiene al piano, corrisponde nella trasfor-
mazione una calotta piana del secondo ordine (con centro in B).
Condizione necessaria e sufficiente affinche in una coppia di punti
vi sia una giacitura caratteristica & che tre direzioni caratteristiche
siano complanari (*).

Si ha subito allora che, nel nostro caso, sono caratteristici i
quattro sistemi di faccette v, =0, v, =0, v, + 0w, + v, =0.

Cerchiamo ora le condizioni affinch® esse siano organizzabili.

A tale scopo occorre calcolare le espressioni

{15) [do,]JAw, [doy Ao, [de]Avs, [, Fo0,+0)d]A(»,4v,+o05)

e vedere per quali valori degli invarianti esse si annullano. Si
trova rispettivamente

16) A4v—4=0, p42—4=0, v4p—4=0, A=u=v.

Resta cosl intanto dimostrato che, per una trasformazione ge-
nerica del tipo di trasformazioni considerate, le faccette caratteri-
stiche non si organizzano in superficie.

4. - Esaminiamo il caso in cui si ha A = p =v.
Per differenziazione esterna delle (14) si ottiene

2%V3
3

e p=+4iV3 —3.

A=y =v=1=*=

(*) La Nota I appare a pag. 161 del fascicolo precedente.
(!) L. MurACCHINI. Alcune proprietd in grande delle trasformazioni
punituali fra spazi, «<Boll. Un, Mat. Ital.» (3) 7, pp. 123-131, n. 4 (1952).
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252 MARIO PEZZANA

Si vede allora subito che in tal caso nessun aliro sistema di fac-
cette caratteristiche si pud organizzare. Cost pure si vede che non
possono organizzarsi contemporaneamente gli altri tre sistemi di
faccette caratteristiche, in quanto si avrebbe allora \ = p =v =2,
il che risulta assurdo per quanto detto sopra.

B percid dimostrato che non vi possono essere piu di due si-
stemi di superficie caratteristiche e, se tale sistema & quello delle
faccette w, + v, 4+ v, =0, tale sistema & unico.

5. - Restringiamo ora le considerazioni al caso A=p =v =

..c\/

= = . Si tratta di due sole trasformazioni, con le loro inverse,

1ntende a meno di omografie.
Si osserva subito che v, + w, 4 w, & un differenziale esatto.
L’equazione delle asintotiche delle superficie integrali di o, 4-

+ o, +o0,=028
(), + 0,5 + 00, + (v, + 0y, + 0y)0, + (035, + 00z + 035 0, = 0

che & indeterminata per le (12).
11 sistema delle predette superficie & percid un sistema di piani.
Inoltre si osservi che, detti 4, 4,, 4,, A;i punti fondamentali
in uno spazio e B, B,, B,, B, quelli dell’altro, si ha

d(4, — 4y) = (), — vy,) (4, — A;) + (0,3 — 0g9) (4, — 4))

17)
( d(4, — 4;) = (05, — 0g)) (4, — 4y) + (045 — 00,) (4, — A)).
Le (17) ci dicono che la retta congiungente i punti 4, - 4,e 4,— 4,
¢ fissa. Percid il sistema di piani & un fascio. I’ analogo si ottiene
nello spazio delle B.
Operando come mnelle (15), si vede che le faccette definite da
1+4V3 1+4V3

o, + v, =0 e —5 it oe,= 0 sono organizzabili in

! 2
entrambi gli spazi.
Operiamo allora le sostituzioni

v, = (£ iV3 + 3, 3 2iV3 o,
= £ 2V3 0, + (£ iV3 + 3)u,
w, + 0, + v, = 3u,.
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Poniamo ancora v,, v,, v, al posto di w,, v,, v, per semplicita
di scrittura.
Si ha allora

v, = £ iV w,
gy = Vg = 0050 = B(F= 4V3 — B)u,
oy = (F 5iV8 — Do, + (= 3iV38 + b,
0y = (£ 3iV3 — Do, + (£ 4iVE + 2o, + B £ iV 3o,
055 = (£ 26V 3 + 8o, + (V8 + Mo,

(18) o, = (% 3iV3 —Dou, + (£ 8iV3 + 2w, + B = 2iV 3w,
0y = (= 20V3 + 8)o, + (= 3iV8 — 18)0, = i V3w,
0y = (F65iV3 — Do, + (5= 5iV3 + 11w, + (= 2iV3 — 6)u,
0y = (£ 5iV3 — Do, + (£ V3 + 11)o, — 3u,
0y = (X 86\ 3 — N, + (= 6iV3 — 4w, + (6 =20\ B)uw,
0, = (£ 2V3 + 8)n, + (F 5V3 — Do,,

e inoltre
oo = F V3 v,
T = Ty = Tgo = 3(EBi V3 — 6)w,
1, =(F8 V3 + 2o, + (=3V3 + 110, + (4 2%V3 — 6)n,
Ty = (£ 31V8 — 13w, + (£ 7%V3 — Do, + (V3 + 6)w,
143 = (£ 55V3 4 110, 4 (3= 46\'3 — 10)u,

(19) 7= (£ 5\ 3 — Do, + (£ 74V3 — Do, + (7 2iV3 + B)w,
T = (£ VB + 1o, + (= 4V — 10)0, 4 (£ iV3 — 3y,
T, =(F6iV3 — Do, + (5 35V3 + 11w, + (= 2iV3 — 6w,
Ty = (7 4V3 + v, + (=3iV3 + 11)w, — 30,
T3 = (£ V8 — Do, + (=7 V3 — Do, + (5 2V3 + 6)v,
T3 = (£ 35V + B)o, + (= 46 V3 — 10)w ,+ 3u,.
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Nelle (18) e (19) bisognera considerare tutti i segni superiori o tutti
gli inferiori.

Le quafttro trasformazioni omograficamente distinte sono le due
che si ottengono per il doppio segno dei coefficienti e quelle che
si ottengono da esse scambiando i ruoli dei due spazi.

Operiamo nei due piani le sostituzioni dei punti fondamentali

A, =(xiV3+3)(4, —A4,) =2iV3 (4, — 4,)
(20) 4, = 5 2iV3 (4, — 4,) + (£ V3 + 3) (4, — 4y)
~:s = 3Aa
e
B, = (+iV3 + 3)(B, — B,) = 2iV3(B, — B,)
1) B, = = 2V3(B, — B,) + (== iV3 + 3) (B, — B,)
B, = 3B,.

Poniamo poi nuovamente 4,, 4,, 4; e B,, B,, B; al posto di a,,

Ay, A; e B,, B,. B, per semplicita di notazione.
Si ha nei due spazi rispettivamente

dA = 5 iV8u,4 4+ v, 4, + 0,4, + 4,
dA, = — %(i— iV3 4 3)w,4,
(22) d4, = [6(= V3 + )0, 5= 2iV3 »,)4, + g(i V3 + o, 4,
dA,:9(i41l\/3+3)m,11—|—%[—(—*_‘7iV§—|—9)ml_|—_4iV§m,1—4iVi—iwa]A,—i—
+ %[9(;& iV3 + Do, o= 4iV3 v,]4,
dB = =iV3v,B + v,B, 4 v,B, 4+ v,B,
dB, = — g(i- iV3 + 1o, B, + [6(z V3 + 1)w, 5= 2iV3 v,] B,
(28) dB, = %(—!_— 5iV3 4 3)u, B,
dB, = 9(== 5iV3 — 6)»,B + %[- (2 iV3 + o, += 4iV3 »,)B, +
+ %[$ 4iV8 o, + (= 11iV3 + 9o, 5= 46V3 »,]B, .

Nelle (20), (21), (22), (23) occorrera prendere o tutti i segni superiori
o tutti i segni inferiori.
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Si osservi che, per le sostituzioni eseguite, le coppie 4,B,, 4,B,,
A;B; non si corrispondono pit in una omografia tangente alle tra-
sformazioni in esame. Basta notare che esistono rette in uno spazio
(le AA)) che non si trasformano in rette nell’altro.

Le (22) e (23) sono utili cid nonostante perche si possano tra-
durre in sistemi alle derivate parziali che s1 possono integrare.
Ponendo v, = adu, v, = bdv, v; = dw e indicando con =, x,, z,, z,
rispettivamente le coordinate di 4, 4,, A4,, A4; le (22) divengono ()

a—u = ax, BTA =0

ox ox S

3 = bz, 37’ = 6(;V3 4 1)bx,

?i——iV3“x+x M o 2%V a +§iv3_+1)x

w T -1t :
29 2

ox, 0z, _

= 0 0 (7@V5 + 9ax,

ox ox A 2 =

a_'ul =0 a'v_—s = — 2iV3bx, + g(ﬂ/3 + bz,

aw’ -3 ('a V3 + 3)x, 6703 =9(44V3 — 3)x +2iV3x, — 24V3x,.

Analogamente, indicando con y, y,, ¥, , ¥; rispettivamente le coordi-
nate di B, B,, B,, B, le (23) divengono

% Wy _
au ayl au -
% _ %, _
by = 0¥ . =0
ZJU =—iV3y+y, a‘"’ = %(&W 3+ 3)y,
(25)
EZ“' = 6GV3 + Day, % =— £—)(131/3_+ )y, — 2V3 ay,
Yy &
BTI =0 aza = 2(11"V—+ 9)by,
3!/.

2(1,V3+1)y, 2iV3y, a%: —9(5iV3 — B)y 4 2iV 3y, — 2iV3y, .

(%) Nelle formule seguenti si terra conto solo dei segni superiori. L’ altro
integrale si otterra cambiando ¢ in — 4.
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Le condizioni di integrabilith dei due sistemi porgono
= e——(“\/§+8)m; b = etz 43)m,

Eliminando nelle (24) le funzioni incognite x,, «,, x, si ottiene il
sistema nella sola x:

"z 0% o’z

aac ax . ox
=% 5u50="% Fumm= 2( V3+1) _6(zV3+1)e( -~/a+s>w—

(26) ;;m = —2iV3 ee(:\/a+x)ma_ + 2(7“/3 + 9)
%"; = 9(4iV3 — 3)x + 2iV3_e(4i\/§+a)wZ; — 2:V3 e—(zi\/§+3)‘w§% _ zvga%-‘

Cosi, eliminando nelle (25) y,, y,, ¥, si ottiene

a’ a?,‘ a 1 ay
a??{ =5 auél/u =0; 5,‘2 = 6(5V3 4 1)e—(10iv/3: 3+0)w Y
¥y 9 = oy
vow 3GV3+1) Pt
) .
a y V3 a_:q 24/ A ald /— a_y .
puaw 2 (115V3 + 9) Pl 25V/3 e—stivatw =
= 3ts wY
510° ——1,\/3—+9(52V3 6)y+2zV3e(4:Vs+;).u__ 26V 3e—(2vts i,

La prima delle (26) e la prima dalle (27), tenuto conto delle seconde
di entrambi i sistemi, ci danno

(28) x = x(w)it + B(v, w); y = a(w)v + Blu, w).

Sostituendo le (28) nelle quarte equazioni di (26) e (27) si ottiene
(29) o = kle—: (l\/§+1)w; ; —h e:(i\/s—-}-l)w.
Le terze dei due sistemi danno

B = 3k,(iV3 + Det V3T 1)y - Aw)

30) _ _ - _
B = 3R,(iVB + Dem 2™ VaHImye 4 Uiy 4 ().

Sostituendo le (29) e (30) nelle (28) e queste nelle rimanenti equa-
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zioni dei due sistemi, si ottengono, per p, A, _, T, delle equazioni
differenziali lineari a coefficienti costanti.
Integrando queste ultime si oftengono gli integrali genmerali:

x = kl[e—g(i'\/?h)wu + 36V3 + l)e%(-:i\/a_-}-o)m 0t +

24V
2%V3+3

iz tymw 3iV3 —Livs4s)w

e "t aiviraeivis e’ +
1

8G6V3 + 1) V3 — 2)°

_I_k’[e%(vi\/i;-s)mv_'_ e:(i\/s_-l—l)wl +

+ kse;(ﬁ\/;{-o)w + k e—g(i\/i-l-l)m

Y= h.[e—g(i\/a—l)m’u —+ 3(1,1/3__'_ 1)8—;(11i\/§+9)w,v? +

2 — 331 27"[5 +1 L o1/ 8w
an tE—at ey as—g +

At 1ivE . 1 8=
h (11i\/340) e, _ _ (z\/s+1)wl
+ ’[e ’ STV +DaVE—2) ° +

+ h‘e—%(m'«/ s+oyw + h‘e%(i‘/ s+um

A meno di omografie nei due spazi, si possono allora interpretare
come coordinate omogenee dei punti nei due spazi gli integrali par-
ticolari distinti che si ottengono supponendo nulle tutte le costanti
tranne una.

Passando a coordinate non omogenee, eliminando i parametri
e rimettendo il doppio segno si ottiene

— 2 2 1
2’ — 3(L £ iV8)z'—ly’t —yz—? = —z 82 3 =10
( Y Y A B 2= iVE)
B VBt bty
@2 x—y'z (1 £14V3)z—y +—2-_':iV3 ye 32 s
B(1 = 4V3) —L—t_ o

—_ — — 2
3(— 4 +4V3) (— 2+ 4V3)

2'9E8i3 — g—9F10iy/3

dove ancora i segni vanno presi come notato in precedenza.
Queste trasformazioni ammetiono un fascio di piani corrispon-
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denti, come si sapeva, e sono i piani 2z = costante, ai quali corri-
spondono piani pure della forma 2’ = costante (°).

Su ciascuna di tali coppie di piani subordinano una trasforma-
zione cremoniana, anzi biintera (4).

Infatti le (32) assumono la forma

' +ay?+by+c=0

, (con a, b, ¢, x, 8, y costanti).
®+oy®+ 08y +y=0

(33) {
Il sistema (33), sia risolto rispetto ad « e y, che risolto rispet-

to ad ' e y', di dei polinomi ai secondi membri.
La rete omaloidica sui piani 2 = k assume la forma

Na(y' +© + 1) — b8y + f' ]+ e + 2+ v) +v =0

e quella sul piano corrispondente & analoga.

I punti base, che saranno in numero di 15, trattandosi di una
rete omaloidica di quartiche, saranno tutti impropri e coincidono
tutti nel punto improprio dell’asse x.

Pervenula alla Segreteria dell’ U. M.I.
il 22 Aprile 1966

(°) Lia coppia di piani 2=2'=0 & evidentemente eccezionale.
(4) M. ViLLA, Un'osservazione sulla geomeiria affine delle trasformacio-
ni puniuali, < Boll. Un. Mat. Ital.» (3) 19, pp. 53-59, n. 2 (1964).



