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Su una limitazione per soluzioni di equazioni ellittiche

Nota'di CarLo Puccr (¥)

Sunto. - Si prova una particolare limitazione integrale per le soluzioni
di equazioni ellittiche linear: del secondo ordine a coeffictenti misura-
bilr in m variabili con secondo membro in L, .

Summary. - We establish a bound of integral type for solutions of Lu ={,
where L is a linear elliptic operator of the second order in wm variables
with measurable coefficients and f is of class L,,.

Si indica con Q la sfera, dello spazio euclideo R™, con centro

1
nell’origine e raggio 1; « & una costante, 0 <a << s @ somo fun-

zioni misurabili in Q verificanti le condizioni:

m 1,m
1) .Z aiilx) =1, 2 a,i,,(x))\,)\i =al}| . xeQ, Ae Rm™,

i=1 t,7

TEOREMA. - Sia ue CQ) N CHQ), fe Lm(Q),

,m a!

=f in Q u=0 su 3Q;

ne segue
¢ H 1—|=| “ L, (@) Sﬁ% 1—(m—1)x§"‘"f" L@ -

Si noti che la limitazione per # non dipende dalla continuita
dei coefficienti ai;. In una precedente ricerca (*) & provata per u,
soddisfacente alle ipotesi del teorema, la seguente limitazione
puntuale:

1
4) |ul@) <kl —[2|tm|f|L, @, e,

m

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del gruppo n° 23 del Comitato Nazionale
per la Matematica del C. N. R..

() C. Pucci: Limitazioni per soluzioni di equazioni ellittiche in corso
di stampa su « Ann. Mat. pura appl.».
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ove k & una costante dipendente solo da « ed m. La (4) non impli-
ca la (3) né viceversa. Il teorema pud essere riformulato in ipotesi
pit generali per quanto riguarda (2, equazione ellittica e la classe
delle soluzioni analogamente a quanto & fatto mel lavoro citato in
(") Il procedimento per dimostare la (3) & in parte lo stesso di quel-
lo seguito per provare la (4) e cioé & fondato su la stessa limita-
zione dell’hessiano di # in dipendenza di || f|| L, (0). La dimostrazio-
ne si basa anche su la seguente proprieta delle funzioni convesse (*):
Sia u convessa in Q, ue C'(Q) N COQ), u =0 su ¢Q; si ha

“ u()

1—J=| “ L, (= [2is VU] )

()
Per LedQ sia

() =sup | A max [ XA (i — &) — u(x)] =01.
r€Q
Notiamo che

{6) Q=lyiy=2N 0=} <ul), (e} < Vu(Q).

Infatti se ye (2, si ha y =2A( con {eaQ e >0 ed esiste alme-
no un 1 in Q tale che

) max [_3‘.” (s — L) — u(x)] =.'_§} A(i — L) — u(n) > 0.

zen =1 ¢

m
Siccome # =0 su Q e X {mi<<1, 1 non pud essere su Q. Per la
=1

(2) Una funzione u si dice convessa in Q°se fissato comunque x ed y
in @ si ha ufte + (1 — fiy] <<tu(x) 4 (1 — )u(y) per 0 ¢t <<1.

(®) Vu«(2) & I'insieme dei valori assunti dal gradiente di # in . Si noti
che la (5) non pud essere migliorata. Infatti fissato p, 0 <p <1, esiste
un 1, t>1, tale che posto u(x)=|x|7 —1, risulta u convessa in €, u € C'().
u=02su9Q e

u(ax) . Y
|| T—x| H L,,,(Q)>p [mis 7u(Q)]m .

Si osservi che nella (5) il segno di uguaglianza sussiste solo se u=0. La
(5) pud essere provata anche per funzioni convesse continue in €, nulle su
@2, senza supporre u € C'(Q) dando una naturale estensione alla definizione
di Vu(?), precisamente Vu(Q) =Q, definito dalla (6). In questo caso il
segno di uguaglianza sussiste nella (5) solamente per u(x) =c¢(l —|x|) con
¢ costante non positiva
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(7) si ha anche
wn
w(x) — ul(q) = X yila; — 1y),
=1

e quindi Vu(v) =4y.
Per la definizione di w({)

I | u(t?) |

1_Itc|}£m§) per 0<<t <1, {e2Q,

e la (5) segue dalla (6) e da

f u(m)
=i

Proviamo ora il teorema. Nella classe I' delle funzioni » conti-

nue e convesse in ) con v<<u in Q esiste una # tale che

"

dx << ;}@/pm&)drx =mis Q,.
a0

u{x) =>v(x) per zeQ, vel;
analogamente fra le funz10n1 v continue in Q con — v convessa e
v=u in Q, esiste una, 'u,, pin piccola. Lie funzioni % e w sono di
classe C'(Q) n C%Q). Poniamo

Ot=|x:2eQ, ux)=u)l, O—=|x:x€Q, u(x) = ulx) |.

Indichiamo con H il determinante hessiano di % e proviamo
la seguente utile relazione

(8) |H|<<|f]|™, in QO+ ein Q-

con

9) Yo = MMM — (m — 1)x]~L

Indichiamo con @,, ..., @, gli autovalori della matrice hessiana di

%, @ << ... << Cu. Per le (1), (2) esistono delle funzioni «, in Q tali che

n
Yaj=1, o >«, 2.0(.(‘3, f ).

i=1

(!} Vedere C. Pucct Operatori ellittici estremanti «Ann. Mat. pura appl.»
1966, pag 144.
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In QO+ le &, sono non positive e pertanto

|thz@;l'”>|oc2@.+[1—(m—1x]@m|m

=1
dalla condizione @,<Z 0 segue che

m—1

Yale 2 @4 [l —(m—1)p@n|™<|C,..Cn|=|H|,
=1

e quindi si ha la (8) relativamente ad Q+; analogamente si prova
la (8) in Q—.
H & lo jacobiano della trasformazione y = Vu(x) e quindi

mis Tu{Qt+) < [] H | dx, mis u(Q—) g[| H | dex;

o Q-
si ha inoltre

TulQ+) = Tu(@+) = Tu(Q), V(@) = Vu(Q-) = Vu(Q),
e quindi

mis Vu(Q+) < n[l f| mdx, mis TU(R-) < 14 [| f|mdx.
4 Q

Per la (5)
uiz) _. ) f m
(10) “1—IWI |z, =" “[ “ T— ol L, @=" | f]mae.
o

Dalla relazione ugugu in Q segue quindi

_ul(x) m _ulx)
U =

1—Tx| L(n) 1 — ||

" I u(x)

L”l(n)— l 1_Ix|

| mglge,
L, (n)SY;.[IfI v

OsservazIioNE 1. - Notiamo che in Q-+ risulta f non positiva
e quindi, posto 2f— = |f|— f, dalla (10) segue

ulz) H -
‘ 1 — le Lm(ﬂ) " f I Lm(ﬂ) )

analogamente si ottiene

‘ u(x)

< m f+
l_lxl = Y, il Iz Q)

m

Lm o)
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si tratta di due limitazioni pit forti della (3).

OsseRvaziont II - Nel teorema la ipotesi ue C¥Q) N C°)) pud
essere sostituita dalla ipotesi u € H2m((), ove H%™(()) & il comple-
tamento dellc spazio delle funzioni v:

1

m im ni
ve CHQ), IV |l m2mg) = 3[("’ + 2v/4+ 3 Vf,)?dx m < + oo,
1=1 1,j
Q

completamente effettuato secondo la morma || || m2m(q)(®). Per pro-
vare questa estensione basta approssimare w in Hzm(2) con la
successione |u,| di funzioni in C’(Q) nulle su 2Q. Siccome le
funzioni

% 0
fo= 20y —
Wi X0,

convergono ad f in Lwn(f}), dalla limitazione provata per le wu,
segue la (3).

OssErRVAZIONE III- - Sia I' la classe delle funzioni % con
ue H%™(), u =0 su 8Q; sia £, la classe degli operator1 ellittici

1,m 3
= ¥ . _
= a;,(ﬁ) — s

i bacinac,

con ai; misurabili in (2 soddisfacenti alla (1). Posto

| _ulx)
swe (| 1—Jw| ||z 0
b= Tee, TLulz
si & osservato che
1
Pa << Yo'

Si vuole notare che questa limitazione é quantitativamente
accurata. Precisamente

1
—1—(m— 1)x

" _ S . A
Mo = Yo" T — 2)a *

(5) Una funzione in H? m(Q) pud essere prolungata con continuitd in
ed in questo senso & considerata.
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Infatti posto

1 — 1m 250 0*
=1 — 1—(m—1)a = , _ 112
u(x) | x| y L %:’ adi; + (1 — ma) (2] 2] dxio, ’
risulta
—(m — 2)a —
r Y _ — 1—(m—1)a
wel, Le,, Lu mx = 1)‘x| x|
— (m — 2)a [
" Lu " Lm Q) = (m _ 1)@ )m Yo m( ,’

o

1 -z
u(x) 1 (1 _ ;1+1—(m—1)a) . ©m
—_— = L —_— "— m
H - |z| “ AN R L—s e >( )
o

Pervenuta alla Segreteria dell’U.M.I,
1l 27 giugno 1965

(°) w,, & 'area della superficio della sfera di raggio 1 in Rm,



