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Su un a limitazione per soluzioni di equazioai ellittiche 

N o t a d i CARLO P U C C I (*) 

Sunto. - Si prova una parhcolare limitazione intégrale per le solutioni 
di equazioni ellittiche hneari del secondo ordine a coefficienti misura-
bi/i in m variabili con secondo membro in Lm. 

Summary. - We establish a bound of intégral type for solutions of Lu = f 
where L is a linear elliptic operator of the second order %n m variables 
with measurable coefficients and f is of class Lm. 

Si indica con fi la sfera, dello spazio euclideo Rm, con centro 

nelForigine e raggio 1; a è una costante, 0 < < x < — ; aij sono fun-

zioni misurabili in Ci verificanti le condizioni: 

(1) S au(x) = 1, S ait,(x]ktlj^a | X | 2, « e f i , Xe R» 

TEOREMA.. - Sia ue C°(Q) H C^Q), / e L m ( 0 ) , 

{2) }ai}Wfai=f iU ° > w = 0 s u dÇÏ'> 

ne segue 

u(x) 
(3) 

1-1*1 ^ ( n ) ~ «*a ( 1 — (m — l)a 

i 

« Il f II L(n). 

Si noti che la l imitazione per u non dipende dalla continuità 
dei coefficienti aij. In una précédente ricerca (1) è provata per w, 
soddisfacente aile ipotesi del teorema, la seguente limitazione 
puntuale: 

W !«•(*) 1 ^ * 1 l - | * | l » l l / i : £ w ( n ) , » 6 f i , 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo n° 23 del Coraitato Nazionale 
per la Matematica del CN. R.. 

(1) C. Pucci : Limitazioni per soluzioni di equasioni ellittiche in corso 
di starnpa su « Ann. Mat. pura appl. ». 
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ove k è u n a cos tante d ipenden te solo da a ed m. L a (4) n o n impli-
ca la (3) ne v iceversa . I l t eorema puô essere r i formula to i n ipotesi 
p iù genera l i p e r quan to r i g u a r d a O, l 'equazione e l l i t t ica e la classe 
dél ie soluzioni ana logamen te a quan to è fatto nel lavoro ci ta to in 
(1). I l p rocedimento pe r d imostare la (3) è i n pa r t e lo stesso di quel-
lo seguito per p r o v a r e la (4) e cioè è fondato su l a s tessa l imi ta­
zione del l 'hess iano di u in d ipendenza di |[ f\\ L (n). L a dimostrazio-
ne si basa anche su la seguente p ropr ie tà délie funzioni convesse (*): 

Sia u convessa in Ci, ue C'(O) fl C°(0), u = 0 su dd ; si ha 

(5) 

P e r Ce 30 sia 

u(x) 

1 — 1*1 L (n) 

(x(Ç) = sup | X ; max [ S Ki(xi — U) — n{x)] > 0 | . 

Not iamo che 

(6) n l S i y : y = xc, o ^ x o K ) , Çesoj e v«(n). 

In fa t t i se yeCtl si ha y = XÇ con Ce 90 e X ^> 0 ed esis te a lme-
no u n v] in O ta ie che 

(7) max [ S XC,(*4 - Ç.) - «(s)] = S Xï̂ fo, - y - ufr) > 0. 
«en i==1 *= 1 

m 

Siccome u = 0 su 30 e 2 Ç f H < l , "1 non puô essere su dO. P e r la 

(2) Una funzione u si dice convessa in Q se fissato comunque x ed y 
in 2 si ha u[tx -+- (1 — % ] < £w(5c) + (1 — t)u(y) per 0 < < < 1. 

(3) V t t(2) ® l'insieme dei valori assunti dal gradiente di u in 2. Si noti 
che la (5) non puô essere migliorata. Infatti fissato u-, 0 < p. < 1, esiste 
un x, x > 1, taie che posto u(x) = \ » k - l , risulta u convessa in 2, u G Cv(2), 
M = 0 S Q 92 e 

1-1*1 r m ^ f 1 l m i s V«(2|] f f l. 

Si osservi che nella (5) il segno di uguaglianza sussiste solo se w = 0. La 
(5) puô essere provata anche per funzioni convesse continue in 2, nulle su 
92, senza supporre u e C'(Q) dando una naturale estensione alla definizione 
di S/u(Q)y precisamentc V**(2) = 24 definito dalla (6). In questo caso il 
segno di uguaglianza sussiste nella (5) solamente per u(x) = c(i — | x |) con 
c costante non positiva 
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(7) si ha anche 

CARLO P U C C I 

i(x) — ttft) > 1 yt[Xi — rn), 

e quindi S/u(r^) = y. 
P e r la def in iz ione di <JL(Ç) 

«(«) I 
1 — | K . 

e la (5) segue da l la (6) e da 

u[x) 

[/.[£) per 0 < £ < 1 , Ce 30, 

/Ir X 
doc- - J ^(O^-misO,. 

3fi 

P r o v i a m o ora il t eorema. Nel la classe P délie funzioni v conti­
n u e e convesse in O con v < u in O esiste u n a u ta ie che 

u(x) > v(x) per o; e O, v G T ; 

a n a l o g a m e n t e fra le funzioni v con t inue in O con — v convessa e 
v>u in O, esis te u n a , u} p iù piccola. L e funzioni ~%t e u sono di 
c lasse C'(O) n C°(0). P o n i a m o 

OH- = | x : x e O, u(z) = ïé(a:) | , O - = | x : x e O, «(as) = «(x) | . 

I n d i c h i a m o con H il d é t e r m i n a n t e hess iano di u e proviamo 
la s e g u e n t e u t i l e re laz ione 

(8) \H\<,\f\»*ta in 0 + e in fi-

(9) Ya = m-mai-»»*[l - (m — l )* ] " 1 . 

I n d i c h i a m o con <Bt, ..., <2W gli au tova lor i dél ia mat r i ce hess iana di 
**? Oi < — < <2m. P e r le (1), (2) esistono délie funzioni a, in O tali che 

^a* = 1, *i>*, Z<x.tet=f{4). 

(4) Vedere C. Pucci Operatori ellitttci estremanti « Ann. Mat. pura appl.» 
1966, pag 144. 



SU XJNA LIMITAZIOVE PER SOLVZIOXI DI EQUAZIOXI ELLITTICHE 2 3 1 

I n 0 + le Sj sono non posi t ive e perfcanto 

m »«—i 
| S oii& |« > | a 2 S4 + [1 — (m - l)a]®„ |» ; 

da l la condizione (3¾ < 0 segue che 

m—i 

ï« | a 2 <& + [1 - ( « — !)*]«« I w ^ | <B, ... e M | = | H | , 
i=i 

e qu ind i si ha la (8) r e l a t ivamen te ad 0 + ; a n a l o g a m e n t e si p r o v a 
la (8) in O - . 

H è lo j acob iauo dél ia t rasformazione y = \7M(UÎ) e q u i n d i 

mis V«lO+) < \H\dx, mis V ^ ( O - ) ^ J | •# | dœ; 

si h a inol t re 

Vw(£i+) = Vu(Q+) = V«(Q), V U ( Q - ) = V M ( Q - ) = V«(Q), 

e qu ind i 

mis V 

P e r la (5) 

u(x) 

7«(Q+) < Y* / | f | w<to, mis Vw(Q-) < Y* / | f \ mdx. 

(10) 1 - 1 * 1 *-(«) 
* = T . / | f|mcfo, 

u[x) 

^«.(ft)" 
r./i Y« in»"*». 

n~ 

Dal la re laz ione W < M < Î « in Cl segue qu ind i 

u(x) 

r=n^i KA&)~ 

u(x) 

1 - 1 * 1 *•« <n> + 
'w(x) 

£»,<">" 
• r* f\rrnx. 

O S S E R V A Z I O N E I . - Not iamo che in Î Î + r i su l t a f non pos i t iva 
e qu ind i , posto 2 / - = \f\ - f, dal la (10) segue 

w(as) 

ana logamen te si o t t iene 

û(x) 

£«<n> ̂ ? a IIMlV")! 

i . (n) 
^ ï « 11/^-111,.(105 
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si tratta di due limitazioni più forti délia (3). 

OSSERVAZIONI IL - Nel teorema la ipotesi ue C2(Q) fl C°{CÎ) pu6 
essere sostituita dalla ipotesi « e fl2>n,(fi), ove H^m(Cl) è i l comple-
tamento dello spazio délie funzioni v : 

( Ç m i . f» m ) 1 

v e &[(!), || v || m M(n) = \] (v" + 2 v« + 2 v^Tda m < + oo, 

completamente effettuato secondo la norma || || Hv»(n)(5). Per pro-
vare questa estensione basta approssimare u in /?a»m(IÎ) con la 
successione \un\ di funzioni in C9(Cl) nulle su 3Q. Siccome le 
funzioni 

convergono ad f in L m (n) , dalla limitazione provata per le t*M 

segue la (3). 

OSSERVAZIONE III- - Sia r la classe délie funzioni u con 
ueH2*miCl), u = 0 su dCl; sia £ a la classe degli operatori ellittici 

l ,m g* 

con a«; misurabili in Cl soddisfacenti alla (1). Posto 

u{x) 

sup 1 - 1 * 1 *»<n> 
i e £ a H ^ Il i w (n) 

si è osservato che 

f*«<Y« • 

Si vuole notare che questa limitazione é quantitativamente 
accurata. Precisamente 

± 1 — ( m - l)q 
f*«>Y« 1 _ ( m _ 2 ) « -

(5) Una funzione in if2, »*(Q) puô essere prolungata con continuità in Q 
ed in questo senso è considerata. 
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Infatti posto 

.Hv- l ,m 
U(X) = 1 — | X 1 i -Cm-i)« ï jr _ S 8«, + (1 — ma) 

aîta;; 7 32 

\X\*J dXidXj ' 

risulta 

%i e r, L G £a , Lu 
1 _ ( m _ 2)a , , , a

 s - i 

1 — (m — l)a ' ' 

M r „ 1 — (m — 2)a / w m \ j _ _ i 

w(a;) 

r^~ î ^-(«) /H^îHM^. 

Per«e«w(a aHa Segreteria cfeïï'U.M.I. 
ti 27 giugno 196b 

(6) com ^ l'area délia superficie délia sfera di raggio 1 in Rm. 


