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SEZIONE SCIENTIFICA 
BREVI NOTE 

Remarque sur un théorème (l'A g ni on et 
applications à quelques problèmes de perturbation singulière 

p a r D E N I S E H U E T (Nancy, F rance) 

Résumé. - Soient Q un ouvert très régulier de Rn de frontière JD et M€ la 
solution d'un problème aux limites de la forme: - sAu& -+- M£ = h dans 
2, J3/we = 0 sur T, l < j < m où A est elliptique d'ordre 2m, \Bj\ est 
un système normal qui recouvre A est satisfait à une condition d'Agmon 
garantissant que l'axe réel > 0 est un rayon de croissance minima 
pour le résolvent dans LP(Q) ; A et Bj sont à coefficients très réguliers. 
On montre que si h est indéfiniment différentiable à support compact 
dans Q, M£—-0 plus vite que toute puissance de e dans un voisinage 
V dans lequel h est nulle. 

1. - In troduc t ion . 

Soient Q un ouver t de R l de front ière [\ On cons idère , lo r sque 
£ —» 0, la solution u e , su r Q} d 'un problème aux l imi tes homogène 
pour l ' équa t ion 

(1.1) — zAue + Us = h 

où A est uu opé ra t eu r e l l ip t ique et h u n e fonction donnés . 
Da ns des t r a v a u x a n t é r i e u r s (D. H U E T [5], [6] et [7] ) on a v u 

que , sous des hypothèses convenables , pour h i ndé f in imen t diffé­
ren t i ab le à suppor t compact dans Q, on a, pour r en t i e r > 0 (et 
même r réel ;> 0) 

oû les Wp(Q) sont des espaces de S O B O L E V . 
On se propose ici d 'é tudier de façon p lus précise le comporte­

m e n t de u& dans un vois inage de T d a n s lequel h est nu l l e , et de 
m o n t r e r que pour u n e ce r t a ine classe de problèmes aux l imi tes , 
d a n s un tel vois inage , « ua t end vers 0» plus v i te que t o u t e 
pu i ssance de s ( théorème 2). 
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Pour obtenir ce résultat, on utilise une légère généralisation 
(théorème 1 formule (3.3)) d'une inégalité classique d'AGMON (for­
mule (3.2)). Dans le cas p = 2, la formule (3.3) est un cas particu­
lier d'une inégalité oblenue par Y I S H I K et AGRANOVICH [9] (voir 
aussi [8]) par une méthode tout à fait différente ('). 

2. - Notations et hypothèses. 

Soit Q un ouvert borné de Rn dont la frontière dû = F est 
une variété indéfiniment différentiahle de dimension n — 1, Q 
étant d'un seul côté de I\ 

On utilise les espaces de SOBOLEV, Wp(Q), pour s entier > 0 
et p réel, avec l < p < + oo. Eappelons que Wp(Q) est l'espace 
de BANACH des fonctions u € L^(Q), dont les dérivées (au sens des 
distributions) d'ordre inférieur ou égal h s, sont dans LP[Q), muni 
de la norme 

(2-1) HMVcii> = < S II £««!£/>(«) F-

On désigne par Wp(Q), l 'adhérence, dans Wp(Q), de l'espace 
®(Q) des fonctions indéfiniment différentiables à support compact 
dans Q. 

On considère l'opérateur différentiel d'ordre 2m 

(2.2) A = S aa(x)D*. 

On suppose que les coefficients aa(ar) sont dans ®(Q), espace des 
fonctions indéfiniment différentiables dans l'adhérence Q de Q, 
et que A satisfait aux hypothèses: 

Hl: A est proprement elliptique dans Q. 

(- 1)'"A (x l) — 
H2: —r-,—(*

m tx\—4=^ pour tout l réel 4=0 et tout acÇ û , avec 

(2.3) Aim(x,\)= S aa(x)l*. 

On introduit en outre m opérateurs frontières 

(2.4) B3 = S 6/p(«)BP 

d'ordre m3 < 2m — l, j = 1, ..., m, à coefficients fyp indéfiniment 
différentiables sur T. 

(*) Voir aussi la remarque finale. 
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On fait en outre les hypothèses: 
H3: Les opérateurs B3i j = 1, ..., m forment un système 

normal, au sens de ARONSZAJN-MILGRAM [3]. 

H4: En tout point x Ç I1, soit v la normale à C intérieure à 
Qf et 54=0 un vecteur tangent à T, et soient tk(x; Ç, y, X) les m 
racines à parties imaginaires positives du polynôme en t 

(2.4) ( _ i r ^ > ; Ç + / v ) - X 

où X est un nombre réel >Q quelconque. Alors les polynômes en t : 

(2.6) Bhm(x; g + h) = S b^(x) (g + *v)P, j = 1, ..., m 
3 I3l=m;-

sont linéairement indépendants, modulo le polynôme 
m 

(2.7) II ( t - f f (as ;Ç,v ,X) | . 

On désignera encore par Wpm(£2; |BjiJLi) le sous-espace de 
WpWl(Q) des fonctions u qui vérifient .5,^ = 0 sur V pour y = 1 , ..., m. 

3. - Le théorème d'Agmon (AGMON [3J). 

Désignons par Ap l'opérateur non borné de LP(Q) daus LP(Q), 
de domaine %)(AP) = W£m(Q ; jjBji/Li), défini par 

(3.1) Apu = Au pour u£$)(Ap). 

On a alors le 

THÉORÈME D'AGMON. - Sous les hypothèser Hl^ H%* Jïd, i /4 , le 
spectre de Ap est discret et il existe / . 0 > 0 tel que pour X>X 0 ? 

(—Ap + XI) soit inversible et tel que 

2m ;_ 

(3.2) £ X l «- || u \\Kln) <Z c, || - 4 , » + >« \\Lpin) 

pour tout M ê ¥ p m ( û ; IjBji^Li). 
I l est alors facile d'en déduire, par une adaption de la démon­

stration donnée par AGMON dans [1], de 

THÉORÈME 1. - Sous les hypothèses du théorème d'AGMON, pour 
k entier > 0, il existe X2, dépendant de fc, ;> X0 tel que, pour 
X > X , : 

(3.2) 2 À m || « \\vi <; ct 21 •» Il _ A,u + lu | | ^ ( n ) 
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pour tout «€Wp m (Q)[\WpV"{Q) \Bj\"Li). Notons que la constante 
c2 dépend de k. 

DÉMONSTRATION. - Désignons par S le domaine cylindrique 
formé des points (x, t) avec x £ Q, — oo < t < + oo. Il résulte des 
hypothèses i2, à i?4 que l'opérateur 

est proprement elliptique dans S et que les opérateurs J3,, ,; '=1,..., w 
recouvrent £ sur la frontière de S. 

En appliquant les inégalités à priori d'AGMON-DouGLis-NiREN-
BERG [2], on obtient 

(3.5) H « 11^+^ ,^^111^1^ ,2 ,+H «llz^i, 

pour toute fonction v(x. fl6WjM+ (S), ^= 0 pour \t\>U et sati­
sfaisant, sur la frontière de S, aux conditions aux limites 

(3.6) B}v = 0 j = 1 m. 

Soit Ç(£) une fonction fixe, indéfiniment différentiable, 0 < Q i ) < l , 

Ç(J) === 0 pour | 11 ;> 1 et = 1 pour | 11 < =, et soit u. un nombre 
réel. 

Désignons par S, la partie de S dans | t | < r. Si 

u£Wr+k
{Q)r\W;'(Q; \Bj\r=>), 

on peut appliquer (3.5) à -

(3.7) vp(x, t) = Ç(t)el\*u{x) 

ce qui donne 

(3.8) || v, | |^„ 1 + t ( 2 i ) < c, 11| £tv ||,r,(2i) + || t,, ||i/)(2i) t. 

Notons tout d'abord qu'on a, pour k entier > 0 , et M Ç W P ( Q ) : 

(3.8) || Qt)eWu(x) | ^ ( 2 i ) <; c4 J ^ | (l |*-' |. u \\w.{a) 

ainsi qu'une inégalité analogue lorsqu'on remplace Çl£) par l 'une 
de ses dérivées. 

Or 

(3.10) JCt̂  = Ç(t}eW{Au - n ,m«) — 

/2m-i (2m\ \ 
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Par suite 

(3.11) j| net** 11^,,,+.(^, = Il v^ 11^»+*,,^, <. I' «p 1^ .+^ , , < 

<; c311| ^t)e^(Au - fu) || . + 

+2yQ ( 2 r ) i v-|a i! i)2m"a K ^ » ] e ^ 1 1 ^ , + i i «v 'Hyf(2|) ' 

On en déduit facilement, en tenant compte de (3.9): 

(3.12) \\ueto* | | ^ „ , + J ( 2 i ) < c 5 j j j j ^ |*-» || 4 « - ,1*»« | | ^ ( n ) + 

2m+fti 
+ S |u.l*'«-l + *-* J ' i r*fnï 

Mais on a, pour tout j < 2m + /c 

(3.13) || i»*!- | | ^ „ 1 + , ( ï ) ) ^ | ^ | " « + * - J || « || 
2 

et par suite 

(3-14) So 1 ^ 1 ^ ^ 1 1 - 1 ^ , ^ 

<(2w + k + lie, j S l|i|*--||^« — n*-« |L,m . + 

Toutes les constantes c, introduites, dépendent de k. 
Alors, si | fxI I = 2(2m + k + l)c5, pour l > X, - Sup(À0, | ^ |**)f 

ou a (3.3) ce qui démontre le théorème. 

Posons e = j - Alors, sous les hypothèses du théorème d'AGMON, 

il existe £ 0 > 0 tel que, pour e > e 0 , — zAp + I soit inversible et 
tel que 

(3 15) £ e « . || « | | N (fl) < Cl || - eApu + u \\LpW 

pour tout ueW™(a; \B,\T-Ù-
Et on déduit du théorème 1, le 

COROLLAIRE 1. - Sous les hypothèses H,, Ht, H , , if4, pour k 
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entier > 0, i l existe £ ! < £ „ (dépendant de k) tel que, pour g <C et 

2m+fc J_ k J_ 

pour tont u € w £ m + * f\ W2™(Q ; | B,| JLO • 

A £2m I" « «iri u» ^ < \ £ £2MH " 'A* + M H„.<«> 

4. - Appl ica t ions a u x perturbat ions s ingu l i ères . 

Nous reprenons l'opérateur A, défini par (2.2) et satisfaisant 
aux hypothèses 27, et Ht et nons prenons comme opérateurs fron­
tières 

(4.1) Bj = ., s+j-i (dérivée normale d'ordre s + j — 1) 

où s est un nombre fixé avec 0 < s < m , j =1, ..., m. L'hypothèse 
jfiT3 est alors satisfaite, et, comme ces opérateurs déterminent un 
problème aux l imites absolument elliptique au sens de HÔRMANDER 
[4] , il en est de même de HA. Remarquons que, pour s = 0, ou 
retrouve les conditions de D I R I C H L E T at W£ m ( î î ; jBjjJLi) = 
= W2

p
m(Q)[]Wp(Q). 

Soit ^ 6 © ( Q ) . Soit, pour £ < s 0 , w 6 Ç S ( û ) la solution de 

(4.2) — EAUE + %K — h. 

(4.3) 5 ,u 6 = 0 sur T, j = l, 2, ..., m. 

On sait déjà, d'après D. H U E T [5] que, pour k entier > 0 , on a 

(4-4) | | « . - f c | l i r j ( n ) < c s . 

On va montrer le 

THÉORÈME 2. - SoiJ fe€®(Q). Considérons un système de cartes 
locales d'un vois inage de T dans lequel h est nulle . Sous les 
hypothèses Hl et i ? 2 , soit, pour £ < s 0 , la solution uz de (4.2) et 
(4.3), où les B3 sont donnés par (4.1). Alors, pour toute carte locale 
U du système, et tout entier r>0, M6 —• 0 dans Wp{U). plus vite 
que toute puissance de E, quand £ — - 0 . 

DÉMONSTRATION- - U est l ' intersection avec Q d'un ouvert 0 
tel qu'il existe un difféomorphisme (t> de 0 sur le pavé P = \xÇ.Rn; 
0<xl<l pour i = l , ..,, n — lr et | x H | < l | appliquant U sur 
P + = \x£P; xn>0\ et 0f\V sur P ° = \x£P; xn = 0 | . 
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Soient A [resp. w6] l 'image par $ de la restriction à U de A 

Jresp. *ec]. Alors uE satisfait à 

<4.5) — zÂug + uc = 0 dans P *". 

<«) 3 - ^ è = 0 dans P» 

«t, en outre, d'après (4.4), on a, pour k entier >Q 

Pour 0 < 5 < 5 , posons 

(4.8) Ps=\x£Rn; 8<xt<l — 5 pour * = 1 , ..., n — 1 , et | X | I |<1—61 

p + = i £ C e p 5 ; ~n>0\ et P 8 « | J C 6 P * ; asB = 0 | . 

i\fous poserons d'autre part x = (#', *n) avec a;' — (aSj, ..., »„_,) . 

Soient, pour 0 < 6t < 5 < g , as,s,(x') une fonction indéfiniment 

différentiable dans U 1 - 1 , = 1 ponr 5 < x , < l — 5 , i = 1, ..., n —1 

et = 0 pour xl<-:~-Lxl^l — l-¾^ J > * = *> »••»—*> e t pMi(x») 

une fonction indéfiniment différentiable, s i pour [ xn | < 1 — 5 

Alors 

<4.9) «PMiW = <*sMx')fcM**) 

est indéfiniment différentiable dans R'\ = 1 dans Ps et ^ 0 dans 
un voisinage de la frontière dP^ de P s : . Bu outre 

<4.10) ^ ^ = 44)^^)=0 dans P° 

axw 

pour tout r > 0 . 

Considérons ?$,stï*£. D'après (4.5) on a 

{4.11) - ^ ( ^ , ^ ) + (^,51^) = 2^1^) d a n S P+ 

où Âx est un opérateur différentiel d'ordre 2m — 1, à coefficients 
indéfiniment différentiables à support dans P« t . En outre, les 
conditions (4.6) impliquent, en vertu de (4.10) et de la définition 
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de 95,5, : 

(4.12) - ¾ ^ (<PM.«M = 0 sur 3P+. 
dXrT1 

j=l, . . . ,m. 

On peut appliquer le corollaire 1 dans P + à A agissant sur 
?s,SiWs: pour k entier > 0, existe £, (dépendant de k) tel que, pour 
e < £ n on ait 

2»i+fc J_ k ,J_ 

(4.13) 2 e*« l|*M.«Mlir/(P+ j < C, 2 £ 1 + ^ | | i i ^ l ! l r , P - r 

On déduit que, pour e < £ i , on a 
2»i-|-fc _£_ _ 2m+fc JL 

(4.14) S e .~[ |« , | | = S £ - 1 1 , , , ^ , 1 1 
s = o P 1 J CS ' s=o P ( 5 } 

2Mi+A: _£_ 

< £^ -119 . . . , 5 .1^ - , 

<C, S 6^112,1,11 + =C, I e^Hl^ll ,. 

< C, 2 £ 1 + - | | ^ l ! ï ï ^ + J - ] ( P + ) 

où Cs est indépendante de £, mais dépend de ^ , ¾ . 
On va en déduire le 

LEMME 1. - Pour tout k entier ^>0, il existe e 2 > 0 (dépendant 
de k) tel que, pour £ < et et 0 < s < 2m + fc, on ai t : 

(4.15) || £B |LV I ,4 . . < C , e ^ - S i . 

Le théerème 2 en résulte immédiatement. 
La démonstration du lemme 1 se fait par récurrence sur k. Il 

est vrai pour k — 0 d'après (4.7) et (4.14). Supposons le démontré 
jasqu'à l'ordre k. D'après (4.14), il existe £ Ï > 0 tel que pour E < Ê A 

et pour 0 < s < 2m + k + 1, on ait: 

(4.16) e ^ || ûe\\ < Ct
kî\l+™ || « ||1r!w+J_1(p+) • 

Mais d'après l 'hypothèse de récurrence, en existe ÊS tel que, pour 
e < e*j 0 < , / < & + 1, on ait : 

(4.17) || ^£ 1 1 ^ , - , ^ , < C5£1+ - - - . 
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P a r suite, pour £ < £3 = i»f (e,, £2) et 0 < s <2m + k + l, on a : 

(4.18) £2- !| U, \\w.(ph < C4£2+ m̂ C.Q R D . 

R E M A R Q U E (2). - On peut d é m o n t r e r le théorème 2 a u t r e m e n t . 

Tout d 'abord, on r e m a r q u e q u ' i l suffit de faire la démons t r a t ion 

dans W2(U), le théorème de S O B O L E V p e r m e t t a n t a lors de passe r 

à Wp(U). 

P o u r la démons t ra t ion dans Wl(U) on peu t u t i l i se r l ' i n é g a l i t é 
de Y I S H I K - A G R A N O V I C H , s ignalée dans T in t roduct ion , et va l ab le 
pour des problèmes aux l imites homogènes ou non. I l n 'es t a lors 
plus nécessa i re d ' impose r à cps,^ des condit ions aussi r es t r i c t ives 
e n t r a i n a n t (4.11). E t on voit alors faci lement que cet te nouve l l e 
démonst ra t ion s 'étend aux problèmes aux l imi tes g é n é r a u x in t ro­
dui ts au n. 2. 
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