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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Remarque sur un théoréme d’Agmon et
applications a quelques problémes de perturbation singuliére

par Dexise Huer (Nancy, France)

Résumé. - Soient @ un ouvert trés régulier de R de frontiére I et u. la
solution d'un probléme aux limites de la forme: —cdu:+ u:=h dans
Q, Bjue=0 sur ', 1<<)=<m oit 4 est elliptique d’ordre 2m, |B;| est
un systéme normal qui recouvre A est satisfait @ une condition d’Agmon
garantissant que l'axe réel >0 est un rayon de croissance minima
pour le résolvent dans Lr(Q); A et B; sont d coefficients trés réguliers.
On montre que si h est indéfiniment différentiable & support compact
dans Q, u:— 0 plus vite que foute puissance de ¢ dans un voisinage
T dans lequel h est nulle.

1. - Introduection.

Soient Q un ouvert de R* de frontiere I'. On considére, lorsque
£ — 0, la solution u., sur Q, d’un probléme aux limites homogeéne
pour I’équation

(L.1) —sAu+u.=nh

ou 4 est un opérateur elliptique et A une fonction donnés.

Dans des travaux antérieurs (D. Huer [5], [6] et [7]) on a vu
que, sous des hypothéses convenables, pour % indéfiniment diffé-
rentiable & support compact dans Q, on a, pour + entier =0 (et
méme r réel = 0)

{1'2) “uﬁ—h”'nr'(n) =ce
»

ol les Wp(Q) sont des espaces de SOBOLEV.

On se propose ici d’étudier de fagon plus précise le comporte-
ment de #. dans un voisinage de [' dans lequel % est nulle, et de
montrer que pour une certaine classe de problémes aux limites,
dans un tel voisinage, <u. tend vers 0» plus vite que toute
puissance de t (théordme 2).
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Pour obtenir ce résultat, on ufilise une légére généralisation
(théoréme 1 formule (3.3)) d’une inégalité classique d’Aamon (for-
mule (3.2)). Dans le cas p =2, la formule (3.3) est un cas particu-
lier d’une inégalité oblenue par VisHIK et AGRANOVICH [9] (voir
aussi [8]) par 'une méthode tout & fait différente ().

2. - Notations et hypothéses.

Soit Q un ouvert borné de R" dont la frontidre 79Q =TI est
une variété indéfiniment différentiable de dimension n~— 1, Q
étant d’un seul coté de I

On utilise les espaces de SOBOLEYV, W;(Q), pour s entier >0
et p réel, avec 1 <<p <<+ oco. Rappelons que W,:(Q) est D’espace
de BanNacH des fonctions u € L,(Q), dont les dérivées (au sens des
distributions) d’ordre inférieur ou égal & s, sont dans L,(Q), muni
de la norme

i
b : — 14 »
(2.1) % Ly s (m—(hislll)““llllp(m) .

On désigne par V.V;(Q), I adhérence, dans W4(Q), de l’espace
D(Q) des fonctions indéfiniment différentiables & support compact
dans Q.

On considére Popérateur différentiel d’ordre 2m
(2.2) A= X aux)D=>.

la|<<zm

On suppose que les coefficients a,(x) sont dans 9(Q), espace des

fonctions indéfiniment différentiables dans I’adhérence Q de Q,
et que A satisfait aux hypothéses:

H,: A est proprement elliptique dans Q.

(- 1)"Aymla, §)

Hy: ——F—5—
* | A2m(x9 E)l

(2'3) Aim(m’ E): E aa(x)iﬂ.

|zl=2m

=1 pour tout § réel 3=0 et tout x¢ Q, avec

On introduit en outre m opérateurs frontidres
(2.4) B, = 23X b;g(x)DE

d’ordre m,<<2m — 1, j=1, ..., m, & coefficients b;pg indéfiniment
différentiables sur I

() Voir aussi la remarque finale.



BEVARQUE SUR UN THEOREME D’AGMON ET APPLICATIONS, F1C. 221

On fait en outre les hypothéses:

H,: Les opérateurs B,, j=1, ..., m forment un systéme
normal, au sens de ARONSZAIN-MILGRAM [3].

H,: En tout point x € I', soit v la normale & [' intérieure a
Q, et E3=0 un vecteur tangent a I', et soient t}f(x; E, v, ) les m
racines & parties imaginaires positives du polynéme en ¢

(24) (—1),"142,"(3'1; E + t‘l) - ;‘
olt A est un nombre réel =0 quelconque. Alors les polynomes en ¢:

(2.6) B,,mj(x; €+ tv) =|BIZ‘, bip(x)(E +tv)B, =1, .., m
=m,
!
sont linéairement indépendants, modulo le polyndéme
2.7) I (¢ — te(x; €, v, M)
k=1

On désignera encore par W;,"”(Q; 113,.:;';1) le sous-espace de
2m

Wy (Q) des fonctions w qui vérifient B,u =0 sur [’ pour j=1, ..., m.
3. — Le théoréme d’Agmon (Aemon [3]).
Désignons par 4, I'opérateur non borné de L, (Q) daus L, Q),
de domaine D(4,)=W3"(Q; |B,i"~.), défini par
3.1) A= Au pour u€D4,).
On a alors le

THEOREME D’AGMON. - Sous les hypotheéser H,, H,. H,, H,, le
spectre de A, est discret et il existe .,> 0 tel que pour 2=J,,
{(— A, + 2I) soit inversible et tel que

e 7
(3.2) 2N m |l

j=o0

— )
wi(Q) scll—Au+lu III,,,(n)
pour tout uEW;m(Q; IBJ{;":,).
Il est alors facile d’en déduire, par une adaption de la démon-
stration donnée par AeMoN dans [1], de

THEOREME 1. ~ Sous les hypothéses du théoréme d’AeMON, pour
k entier >0, il existe A,, dépendant de k, =7, tel que, pour
A=A

amtk | i E 1
(3-2) IED A zm ” w IlW;(Q) é c! ’Eo)‘ 2m H - AI’IM’ + )‘u’ ”W”l (Q)
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2m--k

pour tout w €Wy " (Q) Wp"(Q; 1B,ij=.). Notons que la constante
¢, dépend de k.

DEMONSTRATION. -~ Désignons par % le domaine cylindrique
formé des points (x, £) avec x¢€ Q, —oo <t <+ oco. Il résulte des
hypothéses H, & H, que opérateur

2m

at'.'m

(3.4) =4 —(—1)"

est proprement elliptique dans I et que les opérateurs B,,j=1,..m
recouvrent £ sur la frontiére de X.

En appliquant les inégalités & priori d’AeMoN-DoUeLIS-NIREN-
BERG [2], on obtient

(3.5) 19 sy < € 20 gy F+ 11015
pour toute fonction wv(x. f) EI/V;"'+k(Z), =0 pour |{|=>1, et sati-
sfaisant, sur la frontiére de X, aux conditions aux limites
(8.6) Byv=20 i=1, .., m
Soit {(#) une fonction fixe, indéfiniment différentiable, 0<<{(#)<1,

1 .
C#)=0 pour |[{|=>=1 et =1 pour |¢|<5, et soit p un nombre
réel.
Désignons par X, la partie de X dans || <<r. Si

weW N wrlQ; 1B,

on peuf appliquer (3.5) & -
(3.7) vul, t) = {(t)errtu(x)
ce qui donne

(3.8) I v ”W,’,"”"‘(El) ¢ il Lo, ”"rg.)(zl) + 1 vp “L[l(zl)' .

Notons tout d’abord qu’on a, pour k entier =0, et u ET'V,’;(Q):

k
(3.8) 1Ct0e ) [y s, < 00 3 11w [y
ainsi qu’une inégalité analogue lorsqu’on remplace {if) par I’ une
de ses dérivées.
Or

(3.10) Lo, = Qit)eivi(Au — p*"u) —
2m—1 (2’”’&

— (2 (7

a=0

) Gy Dem—sp ] eivutz).
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Par suife

(311) 'l uei}lt ”W;"H'h(zl_) = ” 'UP' ”W;"‘*‘"(Zl_) = |‘ 'UP' ‘W;”'*‘"(El) =
2 7

< c; 1 || Git)eir(Auw — niu) ”w"(z)

2m—1
#7500 L e Do Rt 104 ]

a=0 e

On en déduit facilement, en tenant compte de (3.9):

(3'12) ” uei}# ”]V!lll-b-L(Z )< cs ! E | ] |k_) H Au - p.?mu ||w'; Q) +
am Lk 1+k
T— —3
+ 2 fel Iulun(m
Mais on a, pour fout j<<2m + k
(3‘13) “ uelp.t ”’W;tll-i-’-'(zl_) —->— ‘ p' |"”+k—J || u ||W;(ﬂ)
2
et par suite
2m+-k
(3.14) S Ap T g, 6 <
1=0 »
X
=@m+k+le ) Sl du—p*ull,, o+
*{ s=0 » ()

1 2m+4k—1 o
JE— 2m —_
LT L e U

Toutes les constantes ¢, introduites, dépendent de .
Alors, si |, | =2(2m + k + 1)c;, pour A =%, = Sup (X, |, 1),
on a (3.3) ce qui démontre le théoréme.

1
Posons ¢ = 5 Alors, sous les hypothéses du théoréme d’AcMON,

il existe ¢,> 0 tel que, pour e¢>¢,, —ed, + I soit inversible et
tel que

(3 15) 2; szmllull <c || —ed,u+

w3 () u ”L,,(n)

pour tout ueT/V;m(Q; iB,I;"_,).
Et on déduit du théordme 1, le

CorOLLAIRE 1. - Sous les hypothéses H,, H,, H,, H,, pour k
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entier =0, il existe ¢, <<¢, (dépendant de k) tel que, pour ¢ <<g,

em+tk I lf 1
120 g2m || g ||W’,, o= c,ﬁo e2m|| —ed,u + u ”W,:(n)

pour tont w €W TN WE"(Q; 1B, my).

4. - Applications aux perturbations singuliéres.

Nous reprenons l’opérateur A, défini par (2.2) et satisfaisant
aux hypothéses H, ot H, et nons prenons comme opérateurs fron-
tieres

a:+]-—l

(4.1) B, = (dérivée normale d’ordre s + j—1)

ysti—1
ot s est un nombre fixé avec 0<<s<<m, j=1, ..., m. L’hypothése
H; est alors satisfaite, et, comme ces opérateurs déterminent un
probléme aux limites absolument elliptique au sens de H6RMANDER
[4], il en est de méme de H,. Remarquons que, pour s =0, on
retrouve les conditions de DiricHLET at Wj'(Q; |B,ie) =
=Wy"QNWF(Q).
Soit h € D(Q). Soit, pour & <Cgy, %, € D(Q) la solution de

(4.2) —cdu, +u. = h.
4.8) Bu,=0 sur T, j=1,2, .., m.
On sait déja, d’aprés D. HUET [5] que, pour k entier =0, on a

(@) = e

(4.4) . - Rl

On va montrer le

THEOREME 2. - Soit 2 € D(Q). Considérons un systéme de cartes
locales d’un voisinage de [' dans lequel % est nulle. Sous les
hypothéses H, et H,, soit, pour e <g,, la solution u, de (4.2) et
(4.3), ol les B, sont dounés par (4.1). Alors, pour toute carte locale
U du systéme, et tout entier >0, u. — 0 dans W;(U). plus vite
que toute puissance de g, quand ¢ — 0.

DEMONSTRATION- — U est I’intersection avec Q d’un ouvert 0
tel qu’il existe un difféomorphisme (b de 0 sur le pavé P = {x¢ R";
0<o, <1 pour i=1,.,, n —1, et |x,|<<1} appliquant U sur
P* =|x€ P; x, >0} et O)[ sur P° = |x€ P; x, = 0f.
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Soient A [resp. w.] I’image par @ de la restriction & U de A4
{resp. u.]. Alors . satisfait &

{4.5) —eAu; +u.=0 dans P+
o H1—iu,
'{4.6) a—‘;ﬂ: =0 dans P°

et, en outre, d’aprés (4.4), on a, pour k entier =0

@7 |l %e |]W(U) <ce.

Pour 0 <3 < posons

37
4.8) Ps=|2€ R"; 3 <x,<1—3 pour i=1, .., n—1, et |x,|<<1—3!
= |z €Ps; #,>0} et Ps=|x€ Ps; x, =0}.

Nous poserons d’autre part x = (z, x,) avec ' = (x,, ..., Xy -
Soient, pour 0 <3, <8< —é . a5,5,(x’) une fonction indéfiniment
différentiable dans R'=!, =1 ponr 8 <2, <1—9,i=1, .., n—1

ot =0 pour x, < _+i =1 _(5 4‘;5‘), i=1, ... n—1, et Bs,s(wn)
uue fonction indéfmlment différentiable, =1 pour |z,|<1—20
ot =0 pour ]x,.|2(1 _5%5_1)

Alors
4.9 P8, 8,(%) = a5, 5,(") Bs, 8,(@4)

est indéfiniment différentiable dans R", =1 dans P; et =0 dans
un volsinage de la frontiére aPs5, de P5 . En outre

{4.10) ECP—S’;E = afx’) " (x,) =0 dans Pe
[}

Xn

pour tout » > 0.

Considérons ;oa,s,ﬁs. D’apres (4.5) on a
(4.11) — eA(ps, 5,08 ) + (@5, 5% ) = ed,u.) dans P+
ol A, est un opérateur différentiel d’ordre 2m — 1, & coefficients

indéfiniment différentiables & support dans P; . En outre, les
conditions (4.6) impliquent, en vertu de (4.10) et de la définition
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de o¢s,5,:
os+j—

(4.12) ¥ (cps su:) =0 sur P,
0%y

j=1, .., m.

On peut appliquer le corollaire 1 dans P+ a 4 agissant sur
45,645 pour k entier =0, existe g, (dépendant de k) tel que, pour
e <e¢g,, on ait

2ni4- k J L.
(4.13) Z 2m Il ¢, 8,0l WP + 5 C, 2051+2m || A . ”w;(p'*)'
7=0 g=
On déduit que, pour e<¢, On a
om+4-k S_ 2m+k  S_ ~
2m — 2m
(4-14) E Huf”w,;(P;) SEO € II(PS'S"""”W,;(Pg)

m+-k S ~
2 i
< szo €2 || s, 5,0 | IV;,(P")

k 1 . k _7_ -~
< ¢ 3T A =C, 3 || Ay |
7=0

2 pt +
wiPT) WHPE)

LT R
! 2m 3
= Cz]zoa ””E”W;rnt?—)(}:a)
ot C, est indépendante de ¢, mais dépend de gs,s,.
On va en déduire le

LeMME 1. - Pour tout k entier =0, il existe ¢,>> 0 (dépendant
de k) tel que, pour e <e, et 0 <s<2m + k, on ait:

~ k s
(4.15) %l pay < Ci et amam.
f AR

Le théeréme 2 en résulte immédiatement.

La démonstration du lemme 1 se fait par récurrence sur k. Il
est vrai pour k=0 d’aprés (4.7) et (4.14). Supposons le démontré
jasqu’a lordre k. D’apres (4.14), il existe ¢,> 0 tel que pour e <k,
et pour 0 <s<<2m + k +1, on ait:

s

(4.16) e || u ||

k-f‘-1 1+
W,"(Pg') S C‘ 750 2 ” u Hwtm+J—I(P+)

Mais d’aprés I’hypothése de récurrence. en existe ¢, tel que, pour
e<eg, 0<i<k-+41, on ait:
k41 7

< C Sam — 2m

(4.17) I| ve ”W’Z,"H-J—’(Pgl') —
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Par suile, pour ¢ <g;,=inf(e,, 6,) et 0<s<2m + k41, on a:
8 k42
(4.18) ezm 1|&EHW;(P8~)§ Ctm  C.QF.D.

REMARQUE (%) ~ On peut démontrer le théoréme 2 autrement.
Tout d'abord, on remarque qu’il suffit de faire la démonstration
dans W3(U), le théoréme de SOBOLEV permettant alors de passer
a WpU).

Pour la démonstration dans W3(U) on peut utiliser I’inégalité
de VISHIK-AGRANOVICH, signalée dans ! introduction, et valable
pour des problémes aux limites homogénes ou non. Il n’est alors
plus nécessaire d’imposer & 3,5, des conditions aussi restrictives
entrainant (4.11). Bt on voit alors facilement que cette nouvelle
démonstration s’étend aux problémes aux limites généraux intro-
duits au n. 2,
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