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Un’osservazione sulle equazioni paraboliche elementari.

Oscar MoxNTALDO (Cagliari) (%)

Sunto. - Si dimosira che il teorema di positivita per le soluzioni, in senso
ordinario, del problema (D3'+ (—1)nDy)u=0 in 0<xc <1, 0<y<a,
Uyyo=1{®)=0, D¥u/,,y = D¥u/,,, =0, i=0,1,...,n — 1, vale solo
per n=1.

Summary. - Let u(x,y) be, for a sufficiently smooth function f(x), the or-
dinary solution of the problem Dyu = (—1)n+1 D::"u in 0<<ax<l,
0<<y=<<a, 1t/y0=f(x), D;iu/o,:,:D:;’u/,,y:Q t=0,1.,n —1.
Then we have that f(x) =0 in [0,1] > u (2,y) =0 in 0=x<<10<y<<a
only for n=1.

Introduzione. — Sulle equazioni di ordine superiore, ellittiche
o paraboliche, pochi sono i criteri noti di dipendenza monotona
della soluzione dai dati e difficilmente si possono estendere ad
esse le dimostrazioni che si fanno abitualmente per il caso delle
equazioni del 2° ordine.

Per esempio, sarebbe di grande interesse trovare per equazioni
di ordine superiore teoremi di positivith analoghi a quelli che
si hanno per le equazioni di LAPLACE e quella del calore, teoremi
che, come si sa, sono ricchi di conseguenze.

Per quanto riguarda I’equazione del calore si ha, come & ben
noto, che, se esiste in senso ordinario la soluzione wu(x,y) del
problema

(Dz — D)u =10 in 0<z<l,0<y<a
(1) u/my=u/ny:0 per OS'!/S“
""’/-’l;o=f(x) ) 05-’”51

e se f(x)=0 in [0,1], allora u(z,y)) =0 in 0<2x<10<y<a.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di ricercho
matematiche N. 31 del C.N.R.
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Consideriamo ora 1’ equazione

L(w) = (Dz' + (—1" D) =0

e il problema

Lu)=0 in I<z<!|,0<y<a
@) D¥uj,,, = D% u),,,=0 per 0<y<a, i=01,.,n—1
u/x’o=f(x) ) OSWSI

che rappresentano per % > 1 la pili naturale estensione dell’equa-
zione del calore e del problema (1).

Se si cerca di estendere all’equazione L{u)=0 la classma
teoria dell’equazione del calore (per estensione in quesfto senso
vedansi [1}, [2], [3], [4]) 8’ incontra la difficolth che non si sa se valga
o meno per le soluzioni di L(u)=0 un teorema di massimo e
minimo analogo a quello valido per le soluzioni dell’equazione
del calore.

Non ci sembra pertanto privo di interesse mostrare in questa
Nota che la soluzione di (2) per n > 1 (supposta esistente in senso
ordinario) non soddisfa al teorema di positivitda valido per n =1;
mostrare ciod, che Vipotesi f(x)=0 in [0,1] non implica, per
n > 1, che la soluzione di (2) sia non negativa in 0 <x <1,
<y<a.

I1 risultato si ottiene semplicemente attraverso un accurato
esame della soluzione esplicita di (2) con 1’uso della formula asin-
totica di P6rva ([5]) che si adopera nelle distribuzioni di proba-
bilita di CavucHY.

1. - Sia f(x) € C2»—1(0,1) con f(2)0) = fzi1) = 0,2 =0,1,..,n — 1.
La soluzione di (2) pud allora essere rappresentata nella forma

@) w(@,y) = 3, , exp [—(hrjmy] sin (k2

‘con

¢, = 2J-f(§) sin (hn%)dt

S, ¢, sin (hra) = f(@) .
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La (3) si pud scrivere, per I’ipotesi fatta sulla f(x), e per y>0:
1
: oo
u(x,y) =2 ] f) (2, exp[ - (khx)2*y] sin (hnzx) sin (hnk))dE =
1
o

= j.f &) ]O‘E,, exp [— (kr)*™y] [cos hn (x- &) — cos hn(x+E)] | dE =
[+]

= | K g fo d&
dove o
@ R (@09 =380 (50 0) — 0. (54 0)]
con
B, (X,q) =1+ 2°1§,‘ @™ cos 2k X) ,
q = exp (—n"y).
Posto

oo
F,. (%) =j exp (— s*") cos stds,
o
si ha, per la formula asintotica di PéLva:

) O3 (X,q) o | log g |22 . By, (20X [|log g [H3) o
|log q |~ C(2rX/|log q |*/)—v.
exp (—A(2rX/|log q[H/2n)}).

cos (u (2rX /| log g |V/2m)* 4 v, 2)

{C, ), i, v, k dipendono da » ed & A >0, u30, >0, C3=0, per
%> 1) per g — 1,x fisso. La formula asintotica cosi riferise a un
errore o (| log g |~/ C(2rX/|log g [/ )~ exp (—A(2nX] | log g | */2n)*)
valido uniformemente per e < X <<1—e, ¢> 0, (vedasi [5], for-
mule (2), (8), (9), Appendix 1).
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Dalle (4) e (5) discende
1 x—E\—v x—t x—E\* ;
K(x’q;E’NWC(W) exp( (W) )COS ((L(Wz_u) +'n'v/2)

i (o 3 ) e 4+

uniformemente in un intorno di (x,%) per y — 0+.

Dunque

K(x,q;8) = "'.’I% c (Zl——zf)—u exp (—A (Z—ll_zé)k) .
. lcos(},. (‘”llzf) +x v/2) + 0(1)]

e quando y — 0%, il cos (..), poiche k> 0, assume i valori + 1
e — 1 infinite volte.

In particolare, preso 0 < §; < x, << 1, si pud trovare y, piccolo
a piacere tale che

(6) C cos (pL (z«;/—zio)‘ 4 nv/‘Z) = —1.

Sia I, =(|xz—x,| <e|t—§ | <e,|y—y,|<e) un intorno di
(2,5,9) = (%,%,¥,), 0 <i, <z, <1 con 7, piccolo quanto si vuole
tale che C cos (...)<O0.

1
§<x,,<1.

DOl =

Prendiamo £, =

Allora per la (6) esiste y, piccolo a piacere ed esiste ¢, > 0
tale che

K(x,y;5)<<0
1
in Iy @ |z—a, | < e, |y — yo[550»|=—§|_g50-

Sia K< —m,m>0, in I,. Allora se f=0 in [0,1] e
fe—ax, | e, |y —yo| <&, si ha

wz,y) = [0 Klo,y;8) & <

frteo : Yat-eo
i"mﬁ@ﬁ+MUmw&JmM)

1a—eo 0 2 —eo0
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dove

M = max | K| .

1Y—Yo |<eo
Prendiamo ora
f&)=[41-8)°
con s=>2n; f & =0 in [0,1] e soddisfa alle condizioni prescritte.
Si ha
451 —H]"< (1 —4p)°
1
per |§ _leso;
1ot Yateo
[[4&(1-&)]%15:2[[45(1 Yy E=
Yoty il
1

1
1 -
th’(l—t) "’dtz/t"dt:

1—4g2 —ac)
0 1—4g,

71 2, 9+1 2
= 2(s + 1)[1 — (1 —4¢) 1> /s

avendo posto

L (L—gye

¢ 2

Dunque
u(x,y) << —<2mjs + M(1 — 4¢))°
e preso s sufficientemente grande si ha

u(x,y) <0 in |2 — 2y | <&y 1Y — Yo | <

per
=41 -5]°
. 1
Questo qualunque sia x, > 3% =Y () y §=8 (a,), o =¢g,(2,)~
1
Dunque, per simmetria, la condizione x, > ; pud essere elimi- .

2

1 .
nata, possiamo dire che se x; 3= 5, 0<®, <1, i=0,1,..k, o se
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S =8 (%, %,,...,%), allora preso f = [45 (1 — £)]*, si pud garantire che
% (x,y) <0

per (xiy) = (wo,yo)9 (xl 3yl)""; (wk :yk), con y; =Y (xt); &= Osls"'3k .
Osservazione. - Per #» =1 la formula (5) diventa
6, (X 1 X F,(t)= L 12
s ( ,Q)NWGXP(— /y) ( ,()_Wexp — /4)

e, tenuta presente la (4) con » = 1, si pud dimostrare ancora, come
€ noto, il teorema di positivita e cid avyviene solo in questo caso.

BIBLIOGRAFIA

[1] B. Pin1, Sul. problema fondamentale di valori al contorno per una
classe di equaszioni paratoliche limeari, « Ann. di Mat. (IV)», T,
XLI1II, 1957.

[2] L. CaTTaBRIGA, Problemi al contorno per equacioni paraboliche di
ordine 2n, «<Rend. Sem. Mat. Un. Padovas, V. XXVIII, 1958,

[3] M. L. TarGHETTA, Sull’equazione parabolica elementare in due va-
riabili, «Tesi di laurea», Un. Cagliari. 1964,

[4] F. MaxDRrAS, Un problema di valori al conforno per Uequazione pa-
rabolica elementare, «Tesi di laurea», Un. Cagliari, 1964.

(8] A. WinTNER, Cauchy stable distributions and an “explicit formula”
of Mellin, « Am. J. of Math.», v. LXXVIII, 1956,

Pervenula alla Segreteria dell’ U. M. 1.
il 25 marzo 1966



