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Sul eomportamonto dél ie funzioni un iva l en t i 

n e l l ' i n t o r n o dél ia funz ione di E o e b e . 

OSCAR MONTALDO (Cagliari) {*) 

Suiito. • In questa Nota si studia il comportamento delV n-esimo coeffi­
cients an di una ft&nsione univalente f(&) = s -+- a.2z

2 -h € S, quando 
il secondo coefficiente a2 sia vicino a 2; in particolare si studiano i 
rapporti | n — Re (an) | /1 2 — Re (a.2) \ e | n — an \

2 / | 2 — az | , si dimo-
stra che questi rapporti si mantengono limitati e del tipo 0(n«), con 
a costante opportuna. 

Smiiinary. - Let f (&) = s -h a2 s
2 -+- ... e S be regvdar and univalent in 

| z | < 1. In this paper, we shall prove that \n — Be (an) | /12 — Be(a2)\ 
and \n — a « | 2 / | 2 — a*\ are bounded by 0{na), for some a, and that 
the order of magnitude of thèse bounds is best possible. 

Introduz ione . - Sia S la famiglia délie funzioni f(z) = z + 
+ a 8 s * + regolari e univalenti in \z\ < 1. In relazione alla no­
ta congettura di B I E B E R B A C H | an\ < n, ha interesse studiare il com­
portamento dei coefficient! di queste funzioni quando a2 —* 2 . 
Infatti è una semplice conseguenza del Teorema delP Area che 
a, ~* 2 implica a„ —* n, e viceversa. 

Ci occuperemo qui del problema di studiare la rapidità con 
cui an —* n rispetto aile quantità | 2 — a % | e 2 — E e (a s) . 

In questo ordine di idée, è stato risolto il problema 

l im inf n — Re (an) 
Re (as) — 2 2 — Re (a8)

 = p" 

(vedasi [1] e [2]) , facendo uso opportuno del metodo parametrico 
di LÔWNER. 

(*) Lavoro eseguito nell' ambito deli' attività del Grruppo di ricerche 
raateraatiche N. 31 del O.K.R. 
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Un esame accurato délia dimostrazione in [1] mostra che il 
metodo seguito porta a niaggiorazioni troppo elevate (valide in 
tu t ta la famigîia S) per | n — Re (a„) [ / [2 — Re (a2)), del tipo exp ina) 
per qualche a > 0 ; in questa Nota ci occuperemo del problema 
di ottenere una maggiorazione di 1 n — Re (att) | / (2 — Re (as)) vali­
da in tutta la famiglia S, e delT ordine di grandezza 0(na). Corne 
vedremo, questa maggiorazione, a parte il valore délia costante 
a, è la migliore possibile. 

Corne conseguenza del nostro procedimento dimostrativo otter-
remo anche una maggiorazione di \n — an \ 2 /1 2 — a 8 | , anch'essa 

del giusto ordine di grandezza. 
In questo ordine di idée, il piob]ema analogo \n—|a„||/(2 — 

| a2 | ) = 0 (n°) non è ancora risolto, e i metodi di questa Nota non 
sembrano adatti al suo studio. 

Infine, sarebbe intéressante stabilire i risultati ottenuti in 
questo lavoro ariche per classi più estese di funzioni, quali le fun­
zioni, arealmeute univalenti [3]. 

I l procedimento di questa Nota si basa, corne in [1], su uno 
studio dellJ equazione differenziale (non lineare) di LÔWNEE da un 
punto di vista variazioriale, con la differenza che le stime otte-
nute in [1] soltanto "localmente,, sono, nel nostro caso, valide in 
générale. 

Ci sembra inoltre intéressante osseivare che fà parte délia no-
stra dimostrazione 1' approssimazione dei funzionali discontinui in 
S, \n - Re (a J | / (2 — Re (a2) ) e \n- an | » /1 2 — at |, mediante fun­
zionali continui per i quali si puô garautire l'esistenza del mas-
simo (vedasi p. 9 e segg.); ciô permette una notevole semplifica-
zione délie dimostrazioni. 

1. - Diniostreremo i due seguenti teoremi. 

TEOREMA 1. - Esiste a finito iale che per ogni f[z)e S sia 

Se a è Vestremo inferiore délie costanti per citi vale la (i), 
allora è 

(2) 3<a<21. 

Più precisamente, per ogni e > 0 e 8 > 0 piccoli a piacere, est* 
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stono funzioni f(z) e S per le quali è 

n — Re (a9J) 1 

2 — Re (at) < 8 . 

TEOREMA 2. - Esiste p < 20 taZe che per ogni f(z)e S sia 

Se p é Vesiremo inferiore délie costanti per ctii vale la (3), 
allora è 

(4) 4 < p < 20 . 

PLù precisamente, per ogni s > 0 e 8 > 0 piccoli a piacere est-
stono funzioni f(z) e S per le quali 

' ^ > s- < — D ' ( — « r -
e 

| 2 - a 2 1 < S . 

2. - I l metodo che seguiremo farà uso del Teorenia di LOWNER, 

cosi corne in [1]. 

Il Teorema di LÔWNER si puô enunciare nella seguente forma. 

TEOREMA A. - Sia f(z, u), \ z | < 1,0 < u < 1, la soluzione delVe-
quazione 

(5) df 1 2k(u)r _ 0 v ' du "i" 1 + uk(u)f 

con la condizione al contorno 

(6) n* i l ) = « in 1*1 < 1 , 

dove &(w) (il parametro di LÔWNER) è una funzione continua in 
0 < % < 1 taie che 

(7) | f c ( * ) [ = l . 
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Allora 

(i) f (z, u)e S per 0 < u < 1 ; 

(ii) u\f(s,u)\<\s\ in | * | < 1 ; 

(iii) assegnata comunque la funzione f(z) e S, un e > 0 piccolo 
a piacere, e un r0 < 1, esiste un parametro di Lôwner k(u) ed un, 
0 5i **o < 11 ^ e c ^ e 

(8) | f (01 - f (*, »0) l < ^ in | « | < r 0 . 

In particolare, Za famiglia délie funzioni di Lôwner f(zy u) è 
densa nella famiglia /S. 

3. - Per dimostrare il Teorema 1 premettiamo 3 lemmi. 

LEMMA 1. - Sia /o la soluzione delV equazione (5) quando 
k{u) = 1. Allora 

M Ui^~uUY = zi(l-zf, 

Dimostrazione. È un risultato ben noto e, d'altra parte, la 
verifica diretta è assai facile. 

LEMMA 2. - Sia cp = l — / 7 / 0 . Allora © soddisfa alV equazione 

(10) !i + ,T^rHrM) = o 
dove T(z, u) ha le due espressioni equivalenti 

au ^.)- (i_ f c )^_a( l_k)r^_ f c_îl_ 

(11.) T ( M ) = d - » ^ | -

-rr^jrq^^-^'p + ̂ -^'p + ̂ 'î' 
con {a condizione inieiale 

(12) <p («, 1) = 0 in | z | < 1. 
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Osservazione. - È utile osservare che le funzioni <p, 2f0l(t-\-uf0)
%, 

T(z,u) sono olomorfe in | 0 | < 1. Per la <p ciô è ovvio perché 
cp(0, u) = 0 e /o(z} u) ={= 0 per z4= 0 poichè fQe S. Per quanto ri-
guarda le altre due funzioni la verità dell' asserzione consegue 
dalla (ii) del Teo. A, che mostra che 

I l + « * f l > l - | * l - | l + * / « i > l - l * l > [ l + « * / o l > l - | » l , i n | « | < l . 

Dimostrazione del Lemma 2. - Si ha per la (5) 

du /0 du "^ /"0
S du 

2k f* 2f 
f9(l + ukf) l+uf0 * 

La verifica délie (10)-(11^ e (10)-(118) si riduce allora a un 
semplice, anche se lungo, calcolo di algebra elementare. 

Il seguente Lemma è per noi fondamentale. 
LEMMA 3. - Per 0 jC ^ < 1 e \s\ = r vale la disuguagUanza 

? & u) I < (] _ rf j I 1 - *(«) l dv 

con A costante. 

Dimostrazione. Posto 

(13) 2 £ = s / ( l - s ) 2 , 

dal Lemma 1 si ricava 

2 / i / ( l + uf0)> = 2KI(1 + *»K) 

e integrando l'equazione differenziale (10) si ha, tenendo présente 
la condizione 9(0, 1) = 0: 

1 « 
(' 2~K / /' 2~K \ 

(14) <? (,, u)=J 1 + i v K T{B, v) exp ( J r ç J m dt jdv = 

- / 
2K 

(l + iuK)llz (1 + *vK)lh T(Z> V) dv * 
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La funzione 

(1 + 4MK)1I*(1 + ïvK)1!* e S 

e quindi è 

| Kl [(1 + éuE)'!* (1 + 4vK)llt] {< r / ( l - r)2 ; 

pertanto dalla (14) e la (ii) del Teo. A, presa per T(z, u) Tespres-
sione (11,), segue 

[ T{z'u) i ^ [ Î + W Î i 2 i 1 - f c i + 2 i1- f c i i !p) + i? , i i< 

da cui 

(15) l?(«,«)l ^ ( ï T T ^ / U - f c l * 0 +j"l«?l'd«). 

Mostriamo che è 

(16) \'?(u)\<^^f[l-k\dv 
U 

per 1 — 8 < u < 1, (8 = S (s) > 0). 
Sia JkfM = m a i | © | ; segue dalla (15) 

^ « < ( T 4 ^ i ( / l 1 - * l * + (i-*)Ar:) 

poichè se w' è taie che | <p (u') | = Mu, e te < i*' < 1, allora : 

l*(«)l<|?(«')| , 

\1— k[dv<l\i— k\dv, 

/1 ? I ' * < f 1 <p I * A> < (1 — «) ̂  i • 
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Preso S > 0 cosi piccolo taie per 1 — S < u < 1 

(HT^p (1 -u)Mu< {1_r)i S Mis < •', 

avremo 
A' C 

e quindi la (16) ponendo Af j(l — s') = Af -f- s . 
Prendiamo Â con Â > A'\ dalla (16) vediamo che esiste 0 < M 0 < 1 

taie che 
- i 

(17) <?(u)<(1^r)3f\i -k\dv in u0<u<l, 
U 

- i 

(18) <pK) = ( T A ^ J | i _ f c [ ^ . 
«0 

Ne segue per la (15) 

l * K ) l < ( T ^ , / | l - * l * > + (T=^i/l?WI , d*< 
«0 «o 

< ( T 4 ^ 3 / u - * l ^ + (Té^^l<PMIs< 
«o 

«0 Mo 

e se 
1 _ 

/ i i — *i<fa<(i - ry Ar A' 
J A*A' 
M0 

avremo 
1 _ _ 

l,K)|< [ 1 1 - ^ 1 ^ ( ^ + ^ . ^ ( 1 - ^ ) = 
M0 

- i 
j± r 

«0 

ci6 è impossibile per la (18). 
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Quindi 

(1 — r)6 A. A < l1 1 - k | dv . } AXA' " J ' 
«o 

Pertanto se À > A' e se 

/ | i _ k | dv < (1 - r)e ^ - ^ 4 A' 
j 11 — /c\ av < (i — r)° 

M 

allora 
- i 

A 

U 

Posto Â = 24' , è 

2,4' 
i 

*(«)!< (7=7)*j l 1 -*' $ y 

quando 
i 

/ | 1 - fc | dv < (2A')~- (1 - r ) 6 -
M 

Infine se 

/ [ 1 — k 1 dv > (24')-* (1 - r)fl 

M 

allora, poichè fff0GS, si ha 

i<p i= i i - / 7M<i + m/i/oi< 

c 
< 

(1 - r)» 

i 

A T—f?J^'k]dv 

e la dimostrazione del Lemma 3 è compléta. 

4. - Per dimostrare il Teo. 1 faremo uso délia formula 

i / 0 / ( i - B)'-m. n-a» = èî! z»+1 

c 
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dove C è il cerchio \z\ =r. Da remo u n a maggioraz ione di 
3/(1 — %y— f(z), appross imando la f(z) con u n a funzione di L Ô ­
W N E R f[z, u) e usando il L e m m a 3. 

I l nostro problema, scr ivendo an = x„ + iy„, xt = xt + % 2 , con­
siste nel t rovare l ' e s t r emo super iore Mn in S del funzionale 

„ „ I M- — as,, I 

Poichè il funzionale i?1 non ha g rad ien te finito in S n o n po-
t r emo g a r a n t i r e Fes i s t enza di u n a funzione es t remale . Conside-
r iamo al lora il funzionale 

Questo funzionale è cont inuo con le sue de r iva te e h a gra­
d ien te posit ivo ne l l a famigli a S (dato che x% < 2) e q u i n d i es i s te rà 
([4] , L e m m a Y I I ) u n a funzione faeS es t remale pe r il p rob l ema 

JfcTfI(a)= max F9\f\9 
s 

ta ie che, perso r < 1 e e > 0 piccolo a p iacere , esistono funzioni 
di L Ô W N E R f(z, 0) pe r le qua l i è 

I M 0 ) - As, 0)1 < * in | « l < r . 

Infa t t i , da [4], L e m m a Y I I ved iamo che (nella no taz ione di 
[4]) fa(z) è una ©n-funzione, d u n q u e pe r [4], Teo. Y I si h a c h e : 
" e s i s t e u n a funzione v(z, u) = u \ z + 68(tfc)s"2 + .... | , 0 < u < 1 , re-
golare e u n i v a l e n t e i n | z \ <; 1, con t inua r ispet to a u, de r ivab i l e 
r ispet to a u eccetto che in un n u m é r o finito di p u n t i , t a ie che 

(19) u °— = v(l + e*»«)/(l — e**v) 

dove a = a(^) è rea le , con t inua a t r a t t i , e taie ohe 

v[z, l) = 0 , 

.. v(s, M) - , x 

10 
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Ponendo f(z,u)=v{z,u)lu, e fc(w) = — e*«, allora per la (19), 
f(zyu) soddisfa ail'equazione differenziale di LÔWNER 

| df 2k(u)P _ Q 

(20) ! du l + uk{u)f 

( f («, 1) = * 

con | &(u) | = 1, e si ha in | z \ < 1 

(21) fa(z)= lim f(0,t*). 
n -* +o 

Potremo adesso approssimare il parametro di LÔWNER k(u) = 
= e—*«, che puô essere discontinuo, con un parametro &*(tt) conti­
nua in 0 < w < l , taie che, detta f*{z,u) la corrispondente fun­
zione di LÔWNER, risulti 

(22) \mu)-f*fru)\<e 

in 0 < t f r < l , | s | < r . Ciô è évidente se si osserva che la fun­
zione f(z, u) soluzione délia (20) soddisfa ancora aile (i) e (ii) del 
Teo. A. 

Dalle (22) e (21) si ricava che 

| M 0 ) - f * ( s f O ) | < t 

in \z\ < r , corne dovevamo verificare. 
Ne segue, se fa(z) = z + at(%)e% + + an(«.)zn + ...., che per 

ogni E > 0 esiste uu parametro di LÔWNER k(u) per il quale 

(23) j ^ — »„(<x) — â^7 i^P d s î | < s 

,24, l'-W-if^^^K' 

Osserviamo inoltre che 

<25> àffois'0)J(z' 0)*-*fn-*w*>. 
\z\ = r o 

corne si verifica facilmente dalla (5). 
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Per esaminare il nostro problema occorre considerare n — 
Re (a„(a)). 

5. - Consideriamo adesso un operatore gft che agisce nel modo 
seguente : 

se c è una costanto, #t(c) = Re(c) ; 

se ¢(0) = 2 a, 0*, |Râf(0) = 2Re(a r t)0 ï ' . 

È chiaro che è 

(26) «ffW = g[flfW + g(0)]-

Dalla (23) si ha 

,27, |.-B.M)-^,/'l"'J?Mltl<.. 
[s\=r 

Teniamo conto che è 

»[/;?] = A « M 

avendo fQ coefficienti reali. 

Per maggiorare St[<p] usiamo T equazione differenziale (10) con 
T(z, u) data dalla (11,). 

Avremo, posto k = e*9 : 

i + «/•„ 
= 1 + 2 cos9 uf0 + u*U* • « U ~ * + W . ~ O = 

1 _ M« f 2 i . .x i 

= (i - cose) r ^ - s H—rn—=7? = (i - cos 6) : , y . 
^ + 20056^/0 + ¾2^2 l ' i+w/o 

1 _ (i _ cos b) u 2fb 

(l+^/o)2 
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Adesso è 

2/. 2K 
(l + uf0Y 1+4MK 

e in definitiva si ha 

i — co8e = g | i - & | 2 , 

i - «r. _ i 

1 + kufQ 

2w(l - cos Q)K\ 
in-^1-1. + ^ ^ ( 1 - ^ ^ ^ 

Applichiamo ora l'operatore IR ai due membri délia (10) con 
T{z,u) dato dalla (112). Avremo 

r 2£ 
(28) & [cp (0| u)l = j ( 1 + 4 »g) i / .< l + 4t,g)'/« * Î T < 0 ' * ) ] dV ' 

Ora è 

l[T(s, w)] = g | l — &(«)| s(l + 4 ^ ) ^ ( 1 + 2^(1 - cos 0 ) ^ ) - 1 

1 + wfcf 
ttfo 

1 + ukfQ 
(1 — fc)*<p + 2(l — fe)? + &y 

da cui segue, usando il Lemma 3 e tenendo présente la (26), che 
implica che 

1 + ukf [ 1 + ukfQ 

max | $L</(0) | < max | gf (0) | : 
| s | < r [ s [ < r 

_ ^ - _ (1 _ fc)t cp + 2 (1 - fc) cp + k cp* l< 

• C i 

(1-r) 

i i 

ï^jii-fcMi^y+jïi^pu-kNi-du-fcwi*»)' 
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Sostituendo in (28) otteniamo (tenuto présente che 

i i 

( / | 1 — k (v) | dv)1 < / | 1 - k {v) [* dv ) : 

G r 
\aL\t{B,u)]\< J nj\l-k{v)\*dv, 

ricordando che 

K 
(1 +iuK)lli(l + ±vK)ll2 - ( ! - * • ) ' 

Moltiplichiamo per f0{z, 0) = K. che ha coeffioienti reali, si ricava 

i 

i sitMs, «M*, «i i < {il
3
rrf\

l - *(«) r d v . 
0 

ed infine preso r = 1 — 1/n nella (27) ed usando Pultima disegua-
glianza ora scritta si ricava 

i 

\n - Re(aM(a))| < 0Anlï | | 1 - fc(u)|2 dtt + s. 
0 

Adesso, poichè [ k(u) | = 1, si ha 

(29) / | 1 - fc(w)|2dw = 2 R e ( / (1 - &(*))<** ) 
0 0 

e dalle (24) e (25) otteniamo 

i 

| 2 — Re(a2(x))— / | 1 — k(u) | l du \ < s . 
o 

Se e è sufficientemente piccolo riesce 

MJ*) = \n- B e ( a » ) [ / (2 + a - Ke(a t(a)) < 

< (C 4 n 2 1 / 11 — ft(M)]'dtt+ *)/(*+ / 1 1 — fc(t*)|*dtt — e ) < C 5 n s l . 
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Poichè la stima ottenuta è indipendente da a, si ricava 

Mn= lim Mw(<x)<C5n21, 
a-*»+0 

cioè la prima parte del Teo. 1. 

Per la seconda parte, sia 

f(z) = zj(\-ehz)\ 

con e piccolo. Allora è 

Re(a„) = n ces (n — l)e , Re(a2) = 2 cos s, 

dunque 

n — Re(gJ ni — cos(w — l)e n 
2 - R e ( a 2 ) = 2 1 - c o s s ' - g (» - l)1 P " £ - ° -

6. - Dimostriamo il Teorema 2. 

Allô stesso modo del n° 4 si considéra il funzionale discontinuo 

* m = ( " ~ * ^ + y " , (l»-aJ»/(2-Be(«,))) 

e allô stesso modo si introduce il funzionale continuo 

2 + ce — a;, 

Per la /«(s) si ha, corne nel n° 4, 

i /7.(«,0M»,0) 1»-«»-^/ l<« 

l.-^w-^/te^*! 
1 s[ = r 
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Ora è 

L s l = r 

— £ + Vn " (1 - r ) ' (1 — r)» ' J I * "" *< t t) I dM 

o 

e preso r = l - l / « , si ha (ricordando che 

i i 

( / | 1 — k{u)[duf< i]l — k[u)]*du): 
0 0 

1 

| n — an (a) j8 < C (e2 + n ï 0 / | 1 — k(u) |« d u ) . 
o 

Infine dalla (29), segue 

i 

| 2 + a — Re(a2(a)) - (a + / 11 - k(u) |8 du) | < s 

o 

quindi (per e piccolo) si ha 

\n-an (a) |»/(2 + a - Be (a, («)))< 

i i 

< C(£s + ^ ï 0 i | 1 - k(u) |8 du)/(a + / 11 — fc(u) |8 du — s) < C 

e poichè è 2 — R e ( a t ) < | 2 — a , [ , riesce provata la prima parte 
del Teo. 2. 

Per dimostrare la seconda parte, facciamo uso del seguente 
risultato dimostrato in [2]: 

TEOREMA B. - Sia f(z) = z + atz
% + e S; esiste un parametro 

di Lôwner fc(u),0<u<l taie che 

(30) f(z) = ( 1 _ ! g ) , ~ J 1T(*, «)[1 - k(u)] du + 0 ([2 - Re(a?)]) 
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uniformemente in \ z} <. 1/2, dove 

2K* z 

H(z, u) = — = , K = r; , 
' VI + ±uK (1 — «O" 

e con 
i 

(31) az = 2 I k(u)du . 
0 

Yice-uersa, assegnato k(u) con \ k(u) | = 1, esïste /"(s) e S taie che 
valgono le (30) e (31). 

Applichiamo 1* ultima parte del Teo. B con 

&(u) = eM«-* U) , 0 < w < l 

in modo che 

V.2 

rm(a t) = 2 I M ^e« 'd* = 0 f 

dunque 

Re (at) = | a 2 1 . 

Avremo 

*/« 
(S1J a8 = 2 j cos (e*) di = 2 - ~ + 0(.«) . 

_ i / 2 

Dalle formule (30) e (31^ si ricava, ponendo u— 1/2 = t : 

4 / 2 

da cui segue 

_ i / 2 

0 ¢ £ 0 3 

(1 - 0 ) ' — 3 (1 - zf + 0(e'>> 

(n — 1) (n 2) 
an = n - ù K ^ }- + <>(«•). 
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Confrontando con la ( 3 1 ^ , si h a 

1 1 ^ - 5 ( - 1 ) . ( - 2 , . + 0(0 

e il Teo 2 è comple tamente dimostra to . 
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