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Sul comportamento delle funzioni univalenti
nell’intorno della funzione di Koebe.

Oscar MoNTALDO (Cagliari) (%)

Sunto. - In questa Nota si studia il comportamento dell’ n-esimo coeffi-
ciente a,, di una funzione univalenie f(g) =2 + ay2? + ..... € 8, quando
il secondo coefficiente a, sia vicino a 2; in particolare si studiano 1
rapporti |n — Re(an)|/|2 —Re(a;)| e |n—an|2/|2—ay|, si dimo-
stra che questi rapporti si mantengono limitati e del tipo 0(n2), con
a costante opportuna.

Summary. - Let f(g)=2+4ay22+...€ S be regular and wunivalent in
|2| <1. In this paper, we shall prove that |n — Re(an)|/|2— Re(as)|
and |m—an|?/|2—a,| are bounded by 0 (n2), for some a, and that
the order of magnitude of these bounds is best possible.

Introduzione. - Sia S la famiglia delle funzioni f(z)= 2z 4
+a,z'+ ... regolari e univalenti in [2] <<1. In relazione alla no-
ta congettura di BieBERBACH |a,| < %, ha interesse studiare il com-
portamento dei coefficienti di queste funzioni quando a, — 2.
Infatti & una semplice conseguenza del Teorema dell’ Area che
a, — 2 implica a, — %, © viceversa.

Ci occuperemo qui del problema di studiare la rapiditad con
cui a, — # rispetto alle quantita |2 —a,| e 2—Re(a,).

In questo ordine di idee, & stato risolto il problema

lim inf # — Re (a,)
Re(a,)— 2 2 — Re (a,) "

(vedasi [1] e [2]), facendo uso opportuno del metodo parametrico
di LOowWNER.

(*) Lavoro eseguito mnell’ambito dell’ attivita del Gruppo di ricerche
matematiche N. 31 del C.N.R.
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Un esame accurato della dimostrazione in [1] mostra che il
metodo seguito porta a maggiorazioni troppo elevate (valide in
tutta la famiglia S) rer |#n—Re(a,)|/ (2 — Re(a,)), del tipo exp (n°)
per qualche a > 0; in questa Nota ci occuperemo del problema
di ottenere una maggiorazione di |» — Re(a,)|/(2 — Re (a,)) vali-
da in tutta la famiglia S, e dell'ordine di grandezza 0 (n°®). Come
vedremo, questa maggiorazione, a parte il valore della costante
a, & la migliore possibile.

Come conseguenza del nostro procedimento dimostrativo otter-
remo anche una maggiorazione di |#w— a,|*/|2— a,|, anch’essa
del giusto ordine di grandezza.

In questo ordine di idee, il problema analogo |n—|a,]||/(2—
|a,]) = 0(n°) non & ancora risolto, e i metodi di questa Nota non
sembrano adatti al suo studio.

Infine, sarebbe interessante stabilire i risultati ottenuti in
questo lavoro anche per classi piu estese di funzioni, quali le fun-
zioni, arealmente univalenti [3].

Il procedimento di questa Nota si basa, come in [1], su uno
studio dell’ equazione differenziale (non lineare) di LOWNER da un
punto di vista variazionale, con la differenza che le stime otte-
nute in [1] soltanto “localmente,, sono, nel nostro caso, valide in
generale.

Ci sembra inolire interessante osseivare che fa parte della no-
stra dimostrazione 1’ approssimazione dei funzionali discontinui in
S, |n - Re(a,)|/(2—Re(a,)) e |n—0a,|?/]2-—a,]|, mediante fun-
zionali continui per i quali si puo garantire 1’ esistenza del mas.
simo (vedasi p. 9 e segg.); cid permette una notevole semplifica.
zione delle dimostrazioni.

1. - Dimostreremo i due seguenfi teoremi.
TrEorEMA 1. - Esiste a finito lale che per ogni fi1z)e S sia

|7 — Re (a.) |

(1) "2 Re(ay) =0(n9).

Se o & U'estremo inferiore delle costanti per cus wale la (1),
allora &

P 3<a<<21.

Pin precisamente, per ogni ¢ > 0 e 3 > 0 piccoli a piacere, esi-
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stono funzioni f(z)e S per le quali é

n — Re (au) 1 2
3= Re (a,) > én(n-— 1P —e

2 — Re (a,) < 3.

TeEOREMA 2. - Esiste B <20 tale che per ogni f(2) e S sia

In—an :

3) 2 —a,) = 0 (nB).

Se B é Vestremo inferiore delle costanti per cui vale la (3),
allora ¢

4) 4<p<20.

Piu precisamente, per ogni ¢>0 e 3> 0 piccoli o piacere esi-
stono funzioni f(2) e S per le quali

Im—a,* 1 -
e
l2—a1I<8'

2. — 11 metodo che seguiremo fard uso del Teorema di LOWNER,
cosl come in [1].

Il Teorema di LOWNER si pud enunciare nella seguente forma.

TEOREMA A. - Sia f(z,u), |2| < 1,0 <<u <1, la soluzione dell’e-
quazione

of 2k(w)f*
) w1+ uk(u)f =0
con la condizione al contorno
(6) f(z71)=z in Iz|<1)

dove k(u) (i1 parametro di LOwWNER) & una funzione continua in
0<u<1 lale che

@ | kw)|=1.
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Allora
(i) flz,w) e 8 per 0<u<1;
(i) ulfiz,u)|<lz| in |2]/<1;

(iii) assegnata comunque la funzione f(2) € S, un e > 0 piccolo
a piacere, e un r, < 1, esiste un parametro di Lowner k(u) ed u,,
0<u,<1, tale che

G [f)—fle, w) | <e  in |2| <.

In particolare, la famiglia delle funzioni di Lowner f(z, u) &
densa mnella famiglia S.

3. — Per dimostrare il Teorema 1 premettiamo 3 lemmi.

Lemma 1. - Sia f, la soluzione dell’ equazione (5) quando
k(w)=1. Allora

9 loll—uf))=2/(1—2).

Dimostrazione. ® un risultato ben noto e, d’altra parte, la
verifica diretta & assai facile.

Leuma 2. - Sia 9 =1—f/f,. Allora ¢ soddisfa all’equazione

o9 2/,
1o ﬁ*ﬁﬁﬁmy@+T%mF4

dove T'(z, u) ha le due espressioni equivalenti

?

1' L]
L) i) = (U~ B iy — 20—k T akt ~ F Tkt
1 0
(11,) ﬂgm:u_mffﬁ%_
1 ufy

— ~ ko +2(1 —Fk)o+ kot
14 ukf 1+ulcfo(1 y'e ( ) ’
con la condizione iniziale

(12 9(2,1)=0 in |z|<1.
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Osservazione. - 1 utile osservare che le funzioni o, 2f,/(14uf,)?,
T(z, w) sono olomorfe in |z|<<1. Per la ¢ cid & ovvio perche
¢(0,u)=0 e fy(2, u)==0 per 230 poiche f, e S. Per quanto ri-
guarda le altre due funzioni la verith dell’asserzione consegue
dalla (ii) del Teo. A, che mostra che

| 1 +ukf|>1— 2| [1+uf,i=1—]2], |1 +ukfy] = 1— 2], in |2]| <1.

Dimostrazione del Lemma 2. - Si ha per la (5)

%9 __Lof  fof
ou foa"'+fo a":’

v
S

o e%kfrof
T folt+ukf) 14 ufy”

La verifica delle (10)-(11,) e (10)-(11,) si riduce allora a un
semplice, anche se lungo, calcolo di algebra elementare.
Il seguente Llemma & per noi fondamentale.

LEmMMA 3. - Per 0 u<l e |z|=1r vale la disuguaglianza

o) | < ,)sfll k) | dv

con A costante.
Dimostrazione. Posto

(13) K=z/(1—2),
dal Lemma 1 si ricava
2fo /(1 + uf,)* =2K/(1 + 4uK)

e integrando !’equazione differenziale (10) si ha, tenendo presente

la condizione 9(z, 1) =0:

(14) o(z, u) 2/._1—4%( T(z, v) exp (j )d’u =

%
2K

] (1 + 4uK)z2 (1 + 40K)'l2 Tz v)dv.
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La funzione

K
(1 + 4uK)'2 (1 4 4vK)'/2

€S
e quindi &
| K/[(1 + 4uK)'le (1 + 40K} i2] | < 7 /(1 — 7)*;

pertanto dalla (14) e la (ii) del Teo. A, presa per T'(z, u) 1’ espres-
sione (11,), segue

1 H ]
lT(z,’“')[__<_l1+—ukf|1211—k|+2|1—70||?]+l‘? <
1
S{—7 411 —k|+2]0|%
da cui
A' 4 i
(15) l‘?(z,u)]Sm([ll—kld’v-}-]l‘ﬂ’dv)-

Mostriamo che &
i
A+ e
(16) ]‘P(W'Su__r—)a[ll_kld”
©w

per 1 —3<u<1,8=28()=>0).
Sia M, = max|o|; segue dalla (15)

(u, 1)
4
Mus(l_——r)a(fll—k|dv+(1—u)M;)
w
poich®é se ' & tale che |9 ()| =My, e u <u' <1, allora:

low))| <l¢(u)],

1 I3
[|1—k[dv5j|1—k|dv,
w “w

i i
/l?l’dvﬁflq»l'dvgu—u)Mi.
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Preso 3 >0 cosl piccolo tale per 1 —8<u <1

A’ A’
)a (1 - u) MW ( 1.)3

m 8M1—8<E

avremo
i

AI
Mus(l_—”,[]l—k[dv+e'Mu

e quindi la (16) ponendo A'/(1 —¢)= A4’ +«.

133

Prendiamo 4 con 4 > A4’; dalla (16) vediamo che esiste 0<<u, <1

tale che

_ 4

A
(1) s <oy [t —kld in w<u<t,
(18)  olu) = ,)afl —k|dv.

Ne segue per la (15)

(P(uo)lS(l ,.)3[‘1 kld'v'f' ,r)a/-l?('v)lgd'v<

!

A’ 4 .
_u_—wfll—kld’v'F(l__wz‘:ﬁW(“)l'S
o

S([i'r)zfll—kldv+ (IA;_A;_)—,,(ftll—lﬂde
Yo o

€ se
/|1-—k1du<(1—r)° qu4'
avremo
i —-
A ArA A— 4
11 — . —
Ly ()| <“[.1 Elav (25 + g+ o (7)) =

A
(—_l—r)'fll—kldv;
%y

cid & impossibile per la (18).
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Quindi

— ES
A— 4 '
(1 —r)p® = Sjll—kld'u.

Pertantose 4 > 4’ e se

i

.
1—Fk|dv<(1—1)®
Jir—klas <—p 222

u

allora
i

A
I(p(u)|<(1_—r),./|1—-k|dfv.

Posto 4 =24, &

24" |
wwn<6:ﬂ41L—mm
quando "
f| 1— k| dv< (242 (1 — 7).

Infine se
1
/ |1 —k|dv> (24)2(1 — r)

“
allora, poiche f,f, € S, si ha

el=[1—FflHI<1+|flIfl<

C 24 Wc
ST=={-

24'3C
(240 (L — )6<( ’}sju k|dv=

1
a4t
=(——1_”8/|1—k]dv

uw

o la dimostrazione del Lemma 3 & completa.

4. - Per dimostrare il Teo. 1 faremo uso della formula

"n—a,

/Z/(l - 2)° -—f(z)

= 2ni gnt+t
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dove C & il cerchio |z| =1r. Daremo una maggiorazione di
2/(1 —2)* — f(2). approssimando la f(2) con una funzione di Lo-
WNER f(2, #) e usando il Lemma 3.

Il nostro problema, scrivendo a, =z, + 4y, , x, = %, + 4y,, con-
siste mel trovare 1’estremo superiore M, in S del funzionale

I'n,—ac,,
Flf%=2_—x’l-

Poiche il funzionale F non ha gradiente finito in S mnon po-
tremo garantire 1’esistenza di una funzione estremale. Conside-
riamo allora il funzionale

ln_xn

Fa!fl=m,

con «>0.

Questo funzionale & continuo con le sue derivate e ha gra-
diente positivo nella famiglia S (dato che x, <2) e quindi esistera
([4], Lemma VII) una funzione f, € S estremale per il problema

M, (o) = max Fyift,

tale che, perso r <1 e &> 0 piccolo a piacere, esistono funzioni
di LOWNER f(2, 0) per le quali &

| f2(®) - f12,0) ] <e in |zl<r.
Infatti, da [4], Lemma VII vediamo che (nella notazione di
[4]) fz(2) & una Dn-funzione, dunque per [4], Teo. VI si ha che:
‘“esiste una funzione v(z, u)=ulz 4+ b,(u)2°+ ...}, 0 <u <1, re-

golare e univalente in |2] <1, continua rispetto a #, derivabile
rispetto a # eccetto che im un numero finito di punti, tale che

(19) u% = v(l + ei=v) /(1 — eizv)

dove o = «({u) & reale, continua a tratti, ¢ tale che
vz, 1) =2,

lim 28 ¥ p (o)
%+ 0 u
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Ponendo f(z, u) =v(z, w)/u, e k(u) = — eiz, allora per la (19),
f(z, u) soddisfa all’equazione differenziale di LSWNER

BL 2k(u)f*
(20) ow ' 14 uk(uw)f
fle,1)=2

con |k(u)|]=1, esi hain |2z|<<1

(21) fa(2) = Lim f(z, u).
n —» 40

Potremo adesso approssimare il parametro di LSWNER k(u) =
= ¢—iz, che pud essere discontinuo, con un parametro k*(u) conti-
nuo in 0 <« <1, tale che, detta f*(z, ) la corrispondente fun-
zione di LOWNER, risulti

(22) lf(z,u)—f*(z,u)|<e

in 0<u <1, |z]<r. Cid & evidente se si osserva che la fun-
zione f(z, u) soluzione della (20) soddisfa ancora alle (i) e (ii) del
Teo. A.

Dalle (22) e (21) si ricava che

[fa(e) —f*(2,0)| <e

in |z| <r, come dovevamo verificare.
Ne segue, se f,(2)=2+ a,(x)2* + ..... + a,{(x)2" + ...., che per
ogni ¢ > 0 esiste un parametro di L6WNER k(u) per il quale

1 ,0)0 (2,0

23) |n—an(a)—ﬁffﬁ—zn)—_;_?r(z—,dzl<s
lz|=7r

@4) 12 — a, («) — 21%[’Mdz|<s.
lz]——r

Osserviamo inoltre che

fo(z, 0)? (2. 0)
(25) 21:@[ :

12l=7r

2[(1 —Ek(v)dv,

come si verifica facilmente dalla (5).
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Per esaminare il nostro problema occorre considerare n —
Re (@, ().

5. - Consideriamo adesso un operatore & che agisce nel modo
seguente :

se ¢ & una costanto, & (c) = Re(c):

se g(&g) = 2x,2", R9g(z) =ZRe(x,)2".
B chiaro che &

(26) Rge) = 31960 + 9]
Dalla (23) si ha

(27) |n_Re(a,,(a))_2%i/Wo(ﬁ_;£2:P(ﬁL)]

lel=r

dz| <<e.

Teniamo conto che &
&lfoel = rfoRls]

avendo f, coefficienti reali.

Per maggiorare &[¢] usiamo 1’ equazione differenziale (10) con
T(z, u) data dalla (11,).

Avremo, posto k = e :

1+ uf, g — 1+ uf,
Ri(l—k)y————%t = 1L—Ek(1+k = =
( "Trunf,{ =) )L+ uf°)1+(k+k)ufo+u’fo’
1 + uf, -
T 142 cosh uf:+w'fo?'a(l—k+k“fo““fo)=
L— uf® 1—uf,
=(1‘“°89)1+2cose ufy + u'fy* = (1 — cos §) 1+uf: )

1

2f,

1—(1— cosb)u: —rv

(1 +ufo)?
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Adesso &
2/, . 2K
TFuf ™ 1+4uK

1
1—0089———§|1-—k|2,

1—ufy, 1
1+ uf, (1-+4uK)!:

e in definitiva si ha

5‘% k)1+'“'f02_

1+ kuf,

%|1* E|*(1 4 4uk)— */2(1_- MI_()—

1+ 4uK

Applichiamo ora 1’operatore & ai due membri della (10) con
T(z, w) dato dalla (11,). Avremo

' 2K
@28 &lo( wl zj (1 F 4uK)' 1 (1 + 40K)T2

R[T (2, v)] dv.

Ora &

KR[T(z u)]= 21} L—Fkwm)|*(1 + 4uK)/2 (1 4+ 2u({l — cos O)K)!

_3§ S

1+ ukf |1+ ukf, (l—k)z‘?—*"z(i——k)qa—i—kkp’”

da cui segue, usando il Lemma 3 e tenendo presente la (26), che
implica che

max |Rgz)| < max lg@)] :
lel<<r ls|<7

V 1 ufy, . s \
18 iy | gy = Be+ 20— e+ ke || 1<

S(l—_ci)—nqﬂ—k(v)ldv)g +(1—_—C-;)m|1—k(u)| -(f\l—k(v)]dv).
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Sostituendo in (28) otteniamo (tenufo presente che

([11—k@lar< (it kEav )
¢ [
|Rlele 0| S Tty [ 11— k)" do

ricordando che

K
(1 + 4uK )2 (1 + 4vK)ii2

r
S(l—r)’ '

Moltiplichiamo per f (2, 0) = K. che ha coefficienti reali, si ricava

(8Tl 026, 011 < 2o 11— ko) [ do,

ed infine preso r = 1 —1/% nella (27) ed usando I’ ultima disegua-
glianza ora scritta si ricava

i
|n - Re(a,(x)] < C,n! [[ 1 —k(u)|*du + <.
o
Adesso, poiche |k(u)| =1, si ha
i

(29) j'|1 ——Ic(u)|3du=2Re(./.(1—k(u))du)

o
o dalle (24) e (25) ofteniamo
]
|2—Re(a,(1))—-—]]1—k(u}|’d’u|<e.
0
Se ¢ & sufficientemente piccolo riesce

Mn(‘x) = |’"/ - Re(a’n(a))ll(2 + “‘Re(az(“)) S

g(cmﬂfl 1 — k(u))2 du + ¢)/ (= +f] 1— k(u) 2 du —e) < Cyn .
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Poiche la stima ottenuta & indipendente da «, si ricava

Mz = lim Mﬂ (q,) _<_ Cs n® ’

o> +o0

ciod la prima parte del Teo. 1.

Per la seconda parte, sia

fe) =2/ (1 —e"2),
con ¢ piccolo. Allora &

Re(a,)=mn ces (n —1)c , Re(a,) =2 cos ¢,

dunque

In’_Re(au) _n l—COS(’n— l)e n .
2 —Re(a,) 2 1 —ocose  — g m®—1) per ¢—0,

6. - Dimostriamo il Teorema 2.

Allo stesso modo del n° 4 si considera il funzionale discontinuo

— 2 2
(D’f;=(n xu) +yﬂ

2 —a,

. (1n—a.r/@—Re@)))

e allo stesso modo si introduce il funzionale continuo

_(’”"—90«)24'?/:
ol fl =Tg

Per la f,(z) si ha, come nel n° 4,

1 , 0)¢(z, 0
|n—a,,(a)—27if’°(”g+f’”dz|<s

lzl=7r

2ni
lel=r

12— a0 — gy [0 0000 g
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Ora &

n— ey <t o [Le 0L O] g

lel=r

<€_*_1 r C

1
SR = e M G

e preso r =1-1/#%, si ha (ricordando che

(j'| 1 —k(u)[du)*S]] 1 — k(u)) du):
| % — a, (%) i’S_C(a’+n‘°j | 1— k(u) | du).

Infine dalla (29), segue

i
1242 —Re(a,(@) — [+ [ 11— k@ du)| <
quindi (per ¢ piccolo) si ha

I — @, (@) /(2 + « — Re(a,y (=) <

Ey 1

SOt +n 11— b dwle+ [ 11— k() [ du— o < Cu®

e poich® & 2 — Re(a,) < |2 —a,|, riesce provata la prima parte
del Teo. 2.

Per dimostrare la seconda parte, facciamo uso del seguente
risultato dimostrato in [2]:

TeorEMA B. - Sia f(z) =2+ a,2* + ..... € S; esiste un parametro
di Lowner k(u), 0 <u <1 tale che

B0 ()= 755 — | Hie w)[t — k@] du + 0([2 — Ro(a,)])
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uniformemente in |z| < 1/2, dove

He,u)= —2% g%
VI + 4uk (1 —2)
e con
i
31) a, =2 ’ ke (u) du .

[}

Viceversa, assegnato k(u) con |k(u)| =1, esiste f(2)e S tale che
valgono le (30) e (31).
Applichiamo 1’ultima parte del Teo. B con

k(u) =elcu—22) | 0<<u<<l

in modo che
s
I.(a,) =21, / eitdt — 0,

—1jy

dunque
Re(a,) = la,].
Avremo
‘I.E .
(31,) a, = 2] cos (ef) df =2 — 15—2 1+ 0(e).

_lI2
Dalle formule (30) e (31,) si ricava, ponendo u — 1/2 = t:

12 )
flz) = (1_%)2 —;[/H(z, t+ é) (L — ety dt + 0(c?) =
/e
= (T:Z—Z,F+'i:{ﬂ(z,t—|—%)tdt + 0(%) =

_ -7 e 2 0(e?
Td—er T sd—ap T

da cui segue

an=n—ia(%(%2)+0(s’).
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Confrontando con la (31,), si ha

'f;%%— = :i,m — 1) (r —2* + 0(")

e il Teo 2 & completamente dimostrato.
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