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SEZIONE SCIENTIFICA 
B R E V I NOTE 

Una osservazione sulle série di Dirichlet 
a coefficient! positivi 

D E L F I N A E o n x (Torino) (*) 

00 

Su m 111 ary. - Let f(s) = S ane—\s be a Dirichlet séries with positive coef-

ficients, convergent ail over the compleœ plane (s). In Ihis Note ne assign 
a formula giving the Ritt order of f(s) through the behaviour of the 
séquences \an\ and \Xn\ : the validity of this resuit does not dépend itpon 
any hypothesis on the séquence |AM|. 

In addition, we deduce, imyroving a previous resuit due to A, G. 
Aspeitia, an upper bound for the Ritt order o/ any séries f(s) absolu-
tely convergent for ail values of s. 

1. - Introduz io i i e . 

Sia €1 la classe délie série di DIRICHLET 

l1-1) fis) = 2 ane-\ts (s = a + i T) 
M = 0 

0^X0 < X l < X î < . . . , Xfl h' • o o 

assolutamente convergenti in tutto il piano complesso (s) e sia 
p = pif) Y ordine (secondo J. F. EITT) di /"(s), cioè 

?if) = ÏÏS l0g8 Ml°' f) ( '), (M(s, f)= Sup | f(* + n) | ). 
a-+— oo — o1 —OO<T<+OO 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività dei Gruppi di ricerca 
matematici del Consiglio Nazionale délie Ricerche. 

(1) log2 * = log log #. 
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È ben noto (J. F. RITT [3]) che p soddisfa la disuguaglianza 

(1.2) ±<T 11m Î ? S ^ J 

e che inoltre, se è soddisfatta la condizione 

(1.3) lïm log n /XH < + oo , 
n—»-+oo 

vale in (1.2) il segno = . 
Recentemente, A. G. AZPEITÏA. [1] ha diniostrato che « Se 

fis) 6 d e inoltre lim - ° g * = 0, allora n ' « — +oo VilogXn 

J _ U m log 1 1/«, I . 
P(D « = +00 ^ l o g x . 

e poi, più in générale, ha assegnato (A. G. AZPEITÏA. [2]) la se-
guente limitazione dal di sotto per l/p(f) (f (E &) : 

l ^ i - l o g I V&n I r— logn m 
1 ' Pin = „=+oo x « l o g x « „_+aoX„logX M

1 ' 

Essa è valida qualunque sia l 'andamento délia successione \\n\ 
ma, ovviamente, è significativa solo qnando il suo secondo mem-
bro non è negativo (*). 

I n questa nota si perviene, corne immediata conseguenza del 
teorema di J. F . RITT, all'espressione dell 'ordine p per le série 
(1,1) a coefficienti positivi : ne segue una limitazione dal di sopra 
per T ordine p di qualunque fis) € <9L che migliora (1.4). 

2. - I r i su l ta t i . 

Sia | nk\ : 0 = nQ < nx < nt < ... una successione crescente di 

(8) Taie limitazione viene qui enunciata in una forma équivalente a 
quella data ad essa dall' A. 

(3) Qualora sia fim loën _ j) > 0, pu6 realmente accadere che 
» —+»X M logX n 

il secondo membro di (1.4) sia negativo: basta che esista \nh\ (rada quanto 
log | \janh | 

si vuole) per la quale risulti lim A„ loeXn ^ ^' 
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nunaeri iuteri non negativi, soddisfacente le condizioni 

(2.1) lim X > V ' - 1 = 1, l l S 1 ^ < + oo . 
h — + 3 o Xn^ fc_*+oo XMft 

Poniamo 

(2.2) Ak = 2 | a „ | , h = 1, 2,... 

Sussiste il 

TEOREMA I. - Se f{s) converge per qualunque valore di s e 
a„ > 0 per ogni n, allora 

(2.3) J - = Mm ^ ^ -
pif) fcZ^+xV^S 

(cow Za convenzione abituale 1/p — + oo se p = 0, 1/p = 0 se p = + oo). 

Consideriamo ora una qualunque funzione fis) G 61 e poniamo 
oo 

F{s)= 2 | an | e ~ V • Essendo ovviamente M(<7, f ) ^ - 3 ^ •?) P e r 

M=0 

ogni <r, risulta pif)^piF). Si ottiene allora, corne immediato corol-
lario del Teorema I, il seguente 

TEOREMA I I . - Se f{s) 6 fît, vole la limitazione 

OSSERVAZIONI. - 1) Il valore limite a secondo membro (essendo 
eguale a llp[F)) b non negativo ed è indipendente dalla particolare 
successione (n^l (soddisfacente le (2.1)) prescelta (corne del resto 
si potrebbe vedere direttamente). 

2) Essendo 

Ah ^ K + i - 1) Max | an | = (nA+1 — l)a;i 
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risulta 

lim *°S ^ g> lim / 0 f ^ - lim" to»(»^i^) 
fe^T+oo À»A

logA«,( h^T+oo S l 0 ^ K 1 —+00 X^logX^ 

da cui, per le (2.1) 

lim 1 ° ^ > lim l 0f l 1 ^ " ' - HE -i2*JL_ 
h J^+oo *»A log XM/( — n Z 7 ^ œ Xn log Xn M _ + o o X„ log X„ 

quindi (2.4) migliora (1.4). 

3. - Dimostrazione del Teorema I. 

Poniamo 

<t>(s) = 2 Ahe-\8 . 
fc=o 

Per ogni <r < 0 è 

00 oo oo 

2 | Ahe-\' | = 2 Aké-\"^ 2 a„e-V = f[°) 
h=o h=o n—o 

quindi <ï>(s) G & e, essendo soddisfatta (1.3) in forza délia seconda 
dél ie (2.1), si ottiene dal teorema di R I T T 

(3.11 4 - = lim , 1 ° ^ . 
Pi*) h=7+œW°Zlnh 

Dalla relazione M(a, 4>) — ¢(¢7) < f(a) = M(o, f) (valida per ogni 
G < 0) si ricava 

(3.2) P l f l ^ p W -

Se p(4>) = + oo, da (3.2) e (3.1) segue (2.3). 

Se p,<J>) < + oo, consideriamo la série 

V(s)= f A.eS+r1"-
fc=o 
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Da (3.1) e (2.1) si deduce faci lmente che W(s) G 6t e che va le (1 3) ; 
per il teorema di R I T T e le (2.1) e (3.1) si ha a l lora 

(3.3) _ L = lim l °g l ' A , _ J _ 
P(*) , ^ + o o S l o g X ^ - p ^ ) ' 

Essendo inf ine, pe r ogni a < 0, M(<s, f) = f{<s)^W(a) = M{<5, W), 
da (3.2) e (3 3) segue (2.4) e il Teorema I è d imost ra to . 

BIBLIOGRAFIA 

[1] A. G. AZPEITIA, A remark on the Ritt order of entire functions defined 
by Dirichlet séries, « Proc. Amer. Math. Soc.» 12, pp. 722-723 (1961). 

[2] , On the Ritt order of entire Dirichlet séries, « Quart. J. Math. » 
(2) 15, pp. 275-277 (1964). 

[3] J. F. RITT, On certain points in the theory of Dirichlet séries, « Am. 
J. Math.» 50, pp. 73-86 (1928). 

Pertenuto alla Segreteria dell' U. M. I. 

il 14 marso 1966 


