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Su un problema di controllo ottimo connesso ad una equazione 
aile derivate parziali di tipo iperbolico 

G. M O C H I (Firenze) (*) 

Sunto. - Si studia il problema del controllo di un sistema retto da una 
equazione a derivate parziali di tipo iperbolico nelVinsieme délie funzioni 
di quadrato integrabile. Si stabilisce la controllabilità compléta e V esi-
stenza di controlli ottimi rispetto a determinati funzionali. Questi risul-
tati sono pot estesi al caso dei sistemi. 

Snmmary. - The control problem in the space of square-integrable functions 
is considered when the process is described by an hyperbolic partial 
differential équation. The complète controllability and the existence of 
a control optimum with respect to certain functionals are established. 
Thèse results are extended to Systems, 

1. In troduz ione . È da ta l ' equaz ione ipe rbo l i ca : 

(1.1) zJy + A(x, y)zœ + B(x, y)zy + C(x, y) = U(x, y) 

dove A(x9 y), B(x, y), C(x, y) e le derivate parziali Ax(x, y), By(x, y) 
sono funzioni con t inue ne l re t t angolo R = [ 0 < a s < a , 0 < « / < & ] , 
m e n t r e U(x, y) è u n a funzione di q u a d r a t o i - i n t e g r a b i l e in R. 

Se y(x), ty(y) sono due funzioni asso lu tamente con t inue p e r 
0 < ce < a. 0 < t/ < 6 r i spe t t i vamen te e tal i che o(0) = ^(0) si p r o v a 
(cfr. n. 2) che, a ssegna te A, B, C, esiste pe r ogni U e L^(R) u n a ed 
u n a sola funzione z(x, y) dé l ia f o r m a : 

oc y se y 

(1.2) z(x, y)= I I f(u, v)dudv + / g(u)du+ j h(v)dv + cost 

0 0 0 0 

la quale soddisfa l a (1.1) q.o. in R e ver i f ica le condizioni « i n i z i a l i » : 

(1.3) 0 (B, 0) = <p(a!)f s(0, y) = % ) . 

(*) Borsista presso il gruppo di ricerca n. 11 del Comitato Nazionale 
per le Scienze Materaatiche del C "N. R. 
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Indicando con z(x, y; U) taie funzione ci si domanda: 

1) se al variare di U in L*(R) z(a, o; U) descrive l 'intero 
insieme dei numeri reali 

2) facendo variare U in una sfera S di L*(R) quale condizione 
deve soddisfare il numéro reale £ perche esista almeno una ZJ e S 
taie che z{a, b; U) — Ç 

3) se assegnato il numéro reale \ esiste una UeL*(R) avente 
minima norma, taie che z(a, 6; U) = ç 

4) se esiste una Ue S in modo che sia minimo (o massimo) 
z(a, b; U) 

5) se per ogni numéro reale l esiste una Ue L*(R) taie che 
s(a, |3; U) = 5, con (a, p)ei2 avente minima distanza dalPorigine. 

Le questioni considerate rientrano nel quadro délia teoria 
dei controlli ([10], [8]) per sistemi con parametri distribuiti, vale 
a dire retti da equazioni differenziali aile derivate parziali. Inter-
pretando U(x, y) corne una funzione controllo le questioni poste 
si possono formulare corne segue: 

1') stabilire se il sistema retto dalla (1.1) è completamente 
controllabile in L*(R) 

2') stabilire una condizione necessaria e sufficiente affinchè 
lo stesso sistema risulti controllabile quando si assegna una limi-
tazione alla norma di V in L\R) 

3') stabilire l'esistenza di controlli ottimi rispetto alla norma 
in L7(R) 

4') stabilire l'esistenza di un controllo di norma assegnata 
che rende minimo (o massimo) lo stato finale g(a9 b; U) 

5') stabilire V esistenza di controlli ottimi rispetto al funssionale 
Y a8 + p8. (I/analogo problema per i sistemi con parametri con-
centrati (retti cioè da equazioni differenziali ordinarie) è quello 
délia determinazione di controlli i-ottimi, cioè minimizzanti rispetto 
al tempo). 

Tali questioni sono state trattate rispettivamente nei numeri 
3, 4, 5, 6. Nel numéro 7 lo studio è stato esteso al caso dei sistemi, 
vale a dire al caso in cui z, V, <p, + anzichè funzioni scalari sono 
funzioni vettoriali. In tal caso il problema di ottimizzazione rispetto 
allô stato finale si puô porre corne problema di ottimizzazione del 
prôdotto scalare dello stato finale stesso per un assegnato vettore 
costante. 



SU UN PROBLEMA DI CONTROLLO 0TTIM0, ECC 3 7 

Conclude il lavoro un esempio di determinazione effettiva del 
controllo ottimo. 

2. Facciamo vedere anzitutto che per ogni UeL9(R) il problema 
(1.1), (1.3) ammette una ed una sola soluzione délia forma (1.2). 
L'equazione: 

(2.1) Wuv — (A W)u — (BW)V + C W = 0 

aggiunta délia (1.1) con (u, v)eR = [Oi a] X [0, b] ha ([3], p. 265-267) 
una ed una soluzione W(u, v) soddisfacente le condizioni: 

M V 

JB(t, y)dt fA(x, t)dt 

(2.2) W(u, y) = e W(x, v) = e 

che indichiamo con W(u, v; x, y). 
Si verifica facilmente che la z(x,y; Z7)definitanel modo seguente: 

X 

(2.3) z(x, y; U)=W(0, 0; x, y)za+\W(u, 0;x, y)[o'(u)+B(u, 0)<p(tt)]dw+ 
0 

y x ' y 

+ l W(0, v; x, y)W(v)+A(% v)ty(v)]dv+ l I W(u, v; x, y)U(n, v)dudv 

con z0 = <p(0) = ^(0), è soluzione di (1.1), (1.3). 
D'altronde questa è unica perché se ne esistesse un 'a l t ra Z, 

la differenza z — Z dovrebbe essere soluzione del problema omo-
geneo corrispondente a (1.1), (1.3) (ossia (1.1), (1.3) con <p = 0, | = 0) 
che ammette solo la soluzione nulla. 

3. Proviamo ora che al variare di U in L*(R) 

a 

z(a, b;U) = W(0, 0; a, b) + j W(u, 0; a, b)[y'{u) + B(u, 0)*(u)]du + 
o 

6 OB y 

+ l W(0,v;a,b)[¥(v)+A(0,v)ù(v)]dv+ Il W(u,v;a,b)U{u,v)dudv 

0 0 0 

prende qualunque valore reale. 
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I n t r o d u c i a m o le seguent i notazioni : 

s ia ^ lo spazio dél ie funzioni U{x, y) e L?(R) 

sia % lo spazio délie funzioui z(x, y) to ta lmente con t inue se-
condo C A R A T H É O D O B Y (1) in R, cou zxy e L%(R) 

sia 1R lo spazio dei n u m e r i rea l i . 

tyl è uno spazio l i nea r e normato , con n o r m a : 

^11^= I \\ U*{x,y)dxdy 

Def in iamo la t r as fo rmaz ione A ; <̂ f. - * 1R m e d i a n t e : 

(3.1) A 27= / / W{u, v; a, b)U(u, v)dudv 

•V 

A è u n funzionale l inea re , facciamo vedere che è l imi ta to , cioè c h e : 

(3.2) | A U | < X || U | | % per ogn i U e % 

In fa t t i pe r la d i suguag l i anza di S C H W A R Z si h a : 

W(u, v; a, 6)Z7(t*, v)ditdv 1// 
A I ! W2(tt, t;; a, b)dudv l j £7?(tt, v)dudv 

(1) Le funzioni totalmente continue secondo CARATHÉODORY ([4], p. 655) 
sono tutte e sole quelle che si possono mettere nella forma: 

a-, y x y 

F(x} y)= j I f{u, v)dudv -h / g{u)du -f- / h(v)dv -h cost 
oo o o 

con f} g, h L-integrabili in R. 
Tali funzioni sono continue rispetto a œ, y e assolutamente continue 

rispetto alla sola x o alla sola y. Inoltre si diraostra che si ha quasi ovunque: 

y se 

dF (' dF C 
— = j f{x, v)dv -h g{x), — = J f(u, y) -h h(y) 

0 0 

dF dF 
è -— j — sono derivabili q.o. rispetto a w e x rispettivamente e si ha 

dx dy r r 

d*F d2F 
dxdy dycx M ' 3} H 
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la fuzione W(u, v; a, b) è continua in tutto R, quindi limitata, 
perciô indicando con : 

M = max | W(u, v ; a, b) :(u9 v) e R | 
si ha : 

I | W(u, v; a, b)U(u, v)dudv < M (a 6)2 j J / U*(u, v)dudvYï 
R R 

l 

cioè la (3.2) con X = M{ab)2. 
z(at b\ U) prende ogni valore reale £, cioè si ha la controllabi-

lità compléta, se esiste una U e L\R) taie che: 

(3.3) AU = p 

dove: 
a 

(3.4) p = X - W(0, 0; a, 6)s0 + j W{u, 0; a, 6)[<p'(w) + B(u, 0)*(u)]du + 

+ J W(0, v; a, 6)[f («) + 4(0, «H>(«)]d« j • 
0 

Poichè la trasformazione S -* p definita dalla (3.4) è 1R -* 1R, 
la controllabilità compléta è équivalente a: 

(3.5) A^e = 1R 

e questa uguaglianza è soddisfatta se l'operatore oggiunto A* di 
A ha un inverso sinistro continuo ([12], teor. 4.7.C, 234). La tra
sformazione A è i 1 - * 1R, gli spazi coniugati di L2 e 1R sono JL2 e 
1R stessi quindi indicando con q un qualunque elemento di 1R, 
l'operatore A* è definito da: 

<AZ>, q>n=<U> A*2>z,8 

vale a dire: 

/ / 
qW{u, v; a, b)U(u, v)dudv = l j U(u, v)\*qdudv 

perciô A*q = qW{u, v; a, b), A* ; 1R — L\ è l 'operatore aggiunto 
di A. Infine si ha che A* ha un inverso sinistro se e solo se ([12], 
teor. 3.B, 18): 

(3.6) A*g = 0 => q = 0 
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e poichè W(u, v; a, 6) non è identicamente = 0 su 22, la (3.6) è 
soddisfatta, vale a dire la trasformazione AU è su tutto 1R, e quindi 
si ha controllabilità compléta in % per r equazione (1.1). 

4. Supponiamo ora che l 'insieme in cui variano le U sia la 
sfera di raggio p di L*{R), cioè F insieme: 

<Mp=\UeL*(R):\\ tf||z,2<P| 

e ricaviamo una condizione necessaria e sufficiente cui deve sod-
disfare il numéro reale £ perché esista una Z7 e ^Cp taie che 
z{a, b; U) = t. Taie uguaglianza è soddisfatta dalle funzioni U e ^ p 

per le quali : 

(4.1) \U = p 

con le stesse notazioni del n. précédente; allora, perche la (4.1) 
sia soddisfatta occorrerà che: 

peAWp 

vale a dire, per la linearità di A, che: 

(4.2) p e pAW, 

dove p A % , è il multiplo secondo p dell'insieme A % . 
Consideriamo ora l ' insieme A ^ c i l R e facciamo vedere che 

esso è un segmento di 1R simmetrico. Dalla linearità e limitatezza 
di A e dalla convessità e simmetria di ^f, segue che A*^, è un 
intervallo limitato di 1R, simmetrico rispetto ail 'origine. Pe r provare 
che esso è anche chiuso, osserviamo che p̂ C, è debolmente corn-
patto (]13], teor. 18,204) e poichè lo spazio L* è riflessivo ([7], I I , 
3, 18, 22) è anche debolmente* compatto ([13], teor. 19, 204; [7], I I 
3, 28). D'al t ra parte A è un operatore lineare continuo o, che è 
lo stesso, debolmente* continuo, pertanto per la debole continuità, 
Timmagine A<3>11 è un insieme compatto di 1R. Pertanto, poichè 
A ^ i è simmetrico, convesso, limitato e chiuso, condizione necessaria 
e sufficiente affinchè si abbia p e p A ^ è che: ([1], [2]) 

(4.3) \qp\< pH^^q) per ogni q e tt 

dove Hhjsft^q) è la funzione supporto deirinsieme A ̂ 6,, definita da: 

jHA«t1(«) = 8 1 1 P i l a f , l - r e A<Mil-
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D' altra parte si ha : 

sup \qAU: AUe A % | = sup | |gAZ7| : Ue<Ml\ = 

— sup M qW(u, v; a, b)U(u, v)dudv : Ve % { < 

< sup j j I (qW(u, v; a, b)fdudv l j U*(u,v)dudv 

< sup II (qW(u, v; a, o))'dwcto ' = \q\\\W 

41 

tfe%< 

quindi la condizione espressa dalla (4.3) équivale alla seguente: 

l « p l < p l g l II w\\& 
vale a dire: 

\p\^?\\ W||tf. 

Infine, ricordando la definizione di p: 

(4.4) 
a 

Ç — W(0, 0; a, 6)s0 + / W(«, 0; a, 6)[<p'(u) + E(^, 0)<p(u)]dM + 
0 

b 

+ j W(0, v; a, 6 ) 1 ^ ) + . 4 ( 0 , «)+(«)]d« | < 

H// W9(n9 v; a, 6)dtftdv 

che è la richiesta condizione di controllabilità. 

5. Unicità del controllo. 
Dimostriamo che per ogni \ e 1R si détermina un p > 0 taie 

che nella sfera Z7p di L*(R) esiste una ed una sola funzione U 
taie che z(a, b; U) = Ç, mentre in ogni sfera ^1^, con p' < p. non 
esiste nessuna Z7 che verifica taie relazione. Dato \ e 1R per la 
(3.4) corrisponde ad esso u n p e l R e prendiamo p taie che p e dA^Cp, 
frontiera di A^£p; chiaramente per ogni sfera 9^ ' , p' < p, sarà 
p g A^ p , cioè non esiste nessun controllo. Resta da dimostrare che 
nella sfera 9&? il controllo è unico ([6]). 
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Indicando con A un inverso destro di A, cioè un operatore 
A;1R—*-̂ Cp taie che A A = J I R , l 'insieme dei controlli ammissibili Ap = 
= j Ue^pl AZ7=p | non è vuoto per ipotesi, ed è dato da Âp[) fy,tp, 
dove 

Ap = \Ue6tt.; AU = p\. 

D'al t ra parte poichè A è una trasformazione lineare continua di 
^ su 1R, essa trasforma insiemi aperti in insiemi aperti ([7], p. 55), 
cioè A int <3)£p d int A^ p , interno di À ^ p , quindi poichè p e dA<3)Xp sarà 
Ap = Ap f) dfàtp] Ap è una varietà lineare di L'2, la sfera ^ l p di L9 

è un insieme strettamente convesso, vale a dire 3̂ Hp non contiene 
segmenti, quindi l 'intersezione Ap f\ 5^£p è costituita da un solo 
elemento U e d^fp. 

6. Controllo ottimo. 

6.1. Consideriamo ora il problema di determinare un controllo U 
che rend a massimo (o minimo) lo stato finale z{a, b; U). Ricordando 
la definizione di p data dalla (3.4) z(a, b; U) è massimo quando è 
massimo p, e poichè p e pA^C,, che è un segmento simmetrico di 
1R, quando p coincide con F estremo superiore del segmente Si ha : 

sup pA% = sup j pAU": P e ^ , | = 

= p sup II W(u, v; a, b)U{u, v)dudv : || Z7|| = 1 1 = 

= P s u p i < w , u>L2:\\u\\ = i\ = ?\\w\y. 

Si riconosce immediatamente che il massimo è realizzato da 
W(x, y; a,b) ., . . , TT/ v W{x9 y; a,b) 

U(x, y) = p . JXM - — e tl rnimmo da U(x,y) = — \ w\\ •—' 

6.2. Supposto che il sistema sia controllabile, cioè che fissato 
? e 1R esista almeno un punto (x, y) e R per il quale è soddisfatta 
la condizione (4.4) e quindi esista Z7e*^p taie che: 

/7 (6.1) | | W(u, v; x, y)U(u, v)dudv=p(x, y) 
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con 

p(x, y) = \ - j W(0, 0; x, y)z0+Jw(u, 0; x, y)[*'(u) + B(u ,0)?(u)]rf« 
0 

+ /V(0 , v; x, y)[Y(v) + A(0. !>)+(«)]*>, 

facciamo vedere che esiste una funzione U ottima rispetto ad (a;, y), 
cioè una funzione U per cui è soddisfatta la (4.1) con (x, y) avente 
minima distanza dall' origine. 

Per ipotesi l 'insieme K dei punti (x, y) per i quah p{x, f / j eA^^p , 
œ y 

dove AXtyU =j JWUdudv, non è vuoto, vogliamo far vedere che 
O 0 

è chiuso. 
Sia | (xn, yn) | una successione di punti di K convergente a (x, y) ; 

poichè i punti (xni yn) appartengono a K si h&, p(xn, j n ) e A B M i ^ p , 
e per la condizione di controllabilità 

(6.2) | P - j W{0, 0; *„, yn)z0+Jw(u, 0; xn, yn)W(u) + B(u, 0)<?(u)]du + 
o 

+jW(0, v; xn, yn)W(v) + A{0, v)Mv)]dvï^^ffw*{u9v; xn9 yn)dudv\i 

D'altra parte, poichè (xn, yn) — (as, y), per la continuità dei 
due membri délia (6.2) si ha: 

as 

Ç - j W(0, 0; œ, t / K + J W(tt, 0; x, y)[<t'(u) + B(u, 0)9(u)]du + 
O 

+ J W(0, «; x, »)[f(«) + 4(0, «)-H«)]d«| <£ 

as 2/ 

p j II W%u, v ; x, y)dudv r 

o 
as y 

O 0 

vale a dire (as, «/) e K, quindi K è chiuso. 
Indichiamo con r>0 la distanza dell'insieme K dall 'origine cioè: 

r = inf i (a;1 + Î/S)2 : (as, #) € K\ 
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e con C il cerchio con centro nell 'origine e raggio r: 

C=\(x9 y):x* + y* = r*\ 

e dimostriamo che C [}K=$= 0. Se fosse C [] K = 0, poichè C e K 
sono insiemi chiusi, dovrebbe esistere u n a > 0 per cui d(C, K) = K, 
mentre per la definizione di r per ogni s > 0 esiste un punto 
(x, y)eK taie che as* + y2 — r2 < e, vale a dire d(C, K)<£-

7. Caso di un sistema iperbolico. 
Supponendo che z, zœ, zy, z^y, U siano w-vettori funzioni di 

(xi y)<> <ï(x)> $(y)> w-vettori funzioni ai x e y rispettivamente, \ 
n-vettore di 1RW, e A, B, C matrici nxn funzioni di (as, y), quanto 
si è visto al n. 2 sussiste ancora, cioè il sistema (1.1), (1.3) ammette 
una ed una sola soluzione z(x, y) definita dalla (2.3), dove in questo 
caso W(u, v; as, y) rappresenta la matrice nxn le cui righe sono 
n soluzioni Wtl... Win9 i=\ ...n, del sistema aggiunto (2.1) di (1.1), 
soddisfacenti aile condizioni (2.2), ([3], [8], [9]). 

Allora, corne al n. 3 si prova che in ^ , spazio degli w-vettori 
U con componenti Z7, 6 L\R), la controllabilità è compléta. 

Inoltre, definita la norma su ^ come: 

ff||%= SZ7» 72 (g 

corne al n. 4 si ricava la condizione necessaria e sufficiente per 
la controllabilità in *^p, e precisamente con le stesse notazioni: 

I < q, P >tRft I < p II &*q IÎ C* per ogni q e {Enf 

dove A*q è l 'n-vettore di componenti A*gl = g12 W,s. 
k 

I l problema del controllo ottimo rispetto allô stato finale si 
puè porre per un sistema nel modo seguente: assegnato un w-vet-
tore c si vuole determinare il controllo che rende minimo, ,0 mas
simo, il prodotto scalare S = < c, z(a, b; U)>. 

Condizioni necessarie sotto forma di principio di massimo per 
problemi di questo tipo sono state date recentemente da A. I . EGOROV 

([8]) nel caso non lineare (ederano note per le equazioni differen
ziali ordinarie {[10], [11]). 

Una volta provata, in modo analogo a quanto si è fatto per 
n = 1, la compattezza dell'insieme degli stati finali z(a, b; U) 
corrispondenti a controlli in ^Up, cioè di A^fp, Vesistenza del mi-
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nimo e del massimo di S è immediata. D'altra parte poichè, corne 
per n = 1, la sfera ^ p è un insieme strettamente convesso, allô 
stesso modo si dimostra che il controllo ottimo è unico in ^ p . 

La condizione di BGOROV nel caso attuale, se ci si limita a 
considerare controlli U(x, y) continui a tratti e con opportune 
ipotesi sulle linee di discontiuuità, è la seguente 

H{B9 zx9 zyi U, V) = sup | ff(0, *m9 zy> U, V)lUeWp\ 

dove 

H(s, sx,zy, U, V)=l V'[- l (Aikz
k
x + Blkz

k
y + Cikz

k) + U,] 

essendo 

i _dH\z, zx, zv9 U, V) d dH(z, zx, zyi U, V) 
xy dz{ dx dzi 

X 

d dH(z,zx, zy, U, V) 
dy dz^ 

dV{ dH , dVi dH 
—— = — r-r per y = o, —— = — —j per x = a 
dx dzl * * ' dy dzl

x * 

V'(a, b) = ct 

essendo ct le componenti di c. 
Ogni volta che le condizioni di EGOROV forniscono una soluzione 

unica questa, poichè si è già accertata l'esistenza e Y unicità del 
controllo ottimo, ci permetterà di determinare esplicitamente il 
controllo, corne mostra il seguente esempio. 

BSEMPIO. - Si abbia il sistema 

^ + 2 ^ + ^ + 2 ^ = TJX 0 < * < 1 , 0 < » < 1 

^ - ( 1 - 2 ^ = 1 7 , 

con le condizioni sl(0, y) = z\x, 0) = z\i)9 y) = zl(x, 0) = 0, e si vuole 
minimizzare la somma 

S = *"(1, 1) + »»(1, 1). 

Allora si ha: 

H = Vl( U, - 2zl
x - z y - 2s«) + V\ U, + (1 - 2y)J) 

n „ = - 2 V + (1 - 2») V» + 2VX + Vy 

Vl
x(x, 1) = VHx, 1), Vy(l, y) = 2V'(1, y), 7'(1, 1) = 1 
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n v = °> v>> !) = ^ 1 . y) = °> ^ 1 . x ) = L 

Risolvendo questo sistema si ha 

V2 = 1} y i ^ (i + ex~l)(2y — e "^" ) — e"*-" 

e sarà soddisfatta la condizione di massimo per: 

Ux = sign 7 1 , Z78 = sign V*. 

Pe r stabilire corne varia sign V1 nel quadrato [0, 1] X [0, 1] si os-

Fig. 1 

e « y - D _ y 
servi che si ha V1 = 0 per x = 1 + log 2 _ ^ , ^ ; questa è 

l 'equazione di una curva che incontra la retta x = 0 nel punto 
yx radiée délia equazione 

e«*-»(l + 2e-1) — 3/(1 + 4e"1) = 0, 

e la retta x = 1 nel punto i/,, radice deLTequazione 

4j/ - 3e2^-1J = 0, 

e divide il quadrato in due regioni I e I I (v. fig.) tali che in I 
y 1 < 0, in I I V1 > 0. Allora, nella regione I si dovrà prendere 
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L7, == — 1, Ut = 1, nel la regione I I Ul = l9 Vt = 1. Taie controllo 
trovato ne l l ' ins ieme délie funzioni continue a tratti soddisfa la 
condizione necessasia di E G O B O V ; d'altra parte esso è anche in 
L%

9 e poichè in L% si è visto che i l controllo esiste ed è unico, 
esso sarà quello che rende minima la somma 

S = z\l, 1) + 0»(1, 1). 
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