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Una diseguaglianza integrale
G1orGI0 TALENTI (Genova) (1)
Sunto. - Sé dimostra una diseguaglianza integrale, connessa con la dise-

guaglianza di Hardy, che si presenta nello studio di equazions ellittiche
a simmetria assiale, e di equazioni ellittiche a coefficienti singolari.

1. In questa nota si dimostrano i teoremi seguenti:

TeorEMA 1. - Sia k(y) non wegativa e sommabile, 1/kly) local-
mente sommabile nell’intervallo 10, 1] (0 <! < + oo); poniamo:

y
dat
A, =4
e 8 / 20 Kt
Y

Se [ & funzione misurabile non negativa:

1 Y 1
1 2 d
(1) f (?—/ f fiba) <, f f(y)?k—‘fg—)-

TeorEMA 2. - Sia k positiva, di classe C!, sommabile nell;inter-
vallo 10, I[; suppowniamo che:

Y 3 3y log k(y) = k, = costante > — 1.

Se fé misurabile non negativa:

d
) f f f(t)dt k(y, i T, f 10 gy O

{!) Questo lavoro fa parte dell’attivita del gruppo di ricerca n® 23 del
C.N.R., a.a. 1965-1966.

(?) Se inf yilog k(y) << — 1, una diseguaglianza del tipo (2) non sus.
c<y<l Y '

siste mecessariamente; cfr, il n° 4.
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OSSERVAZIONE 1. - Bl nota la diseguaglianza di HArRDY (3):

+ 1 Y o p+°°
@ [ G [noaf ay< (325 [wray
o T > =05

pit generalmente, sussiste la disuguaglianza (%):

~+co

Y +o0
@ [ [roa)w<(z2=) [vrora

0 o

(p>1, h<p—1, fly)=0).

Osserviamo che, nel caso p = 2, (3)-(3) sono casi particolari di
(1)-(2). Infatti, se si prende kiy) = y—" (h <<1), risulta

! ¥
4 4
AN=4 t—"dt | t—"dt = —— sup (1 —(y/h* ") = ———,
0 021;21 f f (1 — h) o<y§l( /=) (1 — k)
] o
ky = — h; dunque (1)-(2) si riducono a:

! ]
1 2 4
f v (y} f f (t)dt) Y=g 7y f ¥*fly)dy. (h<1);

facendo ! — + oco:

+o0 L . . 4o
f v (z} f f(t)dt) dys(——l s f y'fyydy (<),
0 ) K

che coincide con (3') nel caso p = 2.

OssERVAZIONE 2. -~ Le diseguaglianze (1)-(2) servono per stabi-
lire limitazioni a priori per soluzioni di equazioni ellittiche del tipo:

K
Ay Vax + 24,500y, + A2vyy + y vy=Ff

(3) efr. HARDY=-LITTLEWOOD-P6LYA: Inequalities (Cambridge, 1934), §§
9.8, 9.9; formule (9.8.2) (disuguaglianza di HarpY), (9.9.10) (si ponga r=
=p — h).
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in regioni del semipiano y > 0, prossime all’asse y = 0. Equazioni
di questo fipo si presentano nella ricerca di soluzioni a simmetria
assiale di equazioni ellittiche in piti variabili: vale a dire soluzioni

1, N
di: X a,0'u/oxdx; = f, della forma:
L i

WXy, Xy, ooy Lyy) = V(X , Vacg + o xR

Tale ricerca sara oggetto di una prossima pubblicazione.

2, Per dimostrare il Teorema 1 occorrono questi lemmi:

LeyMuMa 1. - Sia p(2) funzione misurabile non megativa nell in-
tervallo [0, + oo[; supponiamo che:

+o0o0

sup z]p(t)dt < 1
0= <+-0 4

Esiste una funzione v di classe C' [0, + o[, con derivata prima
assolutamente continua, che verifica quasi ovunque I’ equazione

v + plejo =0,
ed & tnolire:

v(z) > 0, lim 2'(z) =0 (%.

2 — 00

(4) HiLLE (cfr. E. HILLE, Non-oscillation theorems, « Transactions of the
Am. Math. Soc.», vol. 64, 1948) dimostra questo teorema: condizione ne-
cessaria affinche I’equazione v"+p(z)v:0 (p(2) =0) sia non oscillatoria

~+-co
in un intorro di + oo & che lim sup z/p(t)dt<1 hm 1nfz/p(t)dt<}
+

g=—» 40 z

oo
una condizione sufficiente & 11m sup z/p(t)dt< . Per dimostrare la suf-
+o0
ficienza della condizione, HILLE prova che, se supeg / p(t)dtSZ per c¢
g=>c 2

abbastanza grande, esiste una soluzione di v" + p(z)v =0, positiva in un
intorno di 4-oo. Una lieve modifica della ipotesi e del procedimento di
HiLLE consentono di provare il Lemma 1; la dimostrazione di questo
Lemma ® desunta da quella dei teoremi 4 e 7 della citata memoria di
HILLE, ed & qui riportata per motivi di completezza.

La nota di HiLLE mi & stata segnalata da Xeira OpDSsoN.
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DiMosTRAZIONE. ~ 11 Lemma € ovvio se p(z)=0; supponiamo
dunque p(z)==0. Sia:

00 -+c0

0<e< (‘-11— —, S s f p(t)dt) ( / p(t)dt>_ ;
risulta N : °
4) j pitydt < ;—— TPy + 9

2

Definiamo una successione di funzioni [0, + co[32 — w,(2)

ponendo:
oo

1
(9) Wy(2) = %+ ¢ w,(8) = [ w,_i(t)dt + p(t)dt n=1).

Si ha:

“+o0

dunque, per (4):

1
w(z) < et = ,(2),
74(2) — w,(2) < 0;

ma

20

’VU"_,_‘(Z) - W"(Z) =f(w11(t)2 - w11—-l(t)2)dt’
quindi: :
wu-}—l(z) - wn(z) S 0’
(6) W”(Z) = W"_,_‘(Z) (n = O’ 1’ 29 3’ '"')
Per (b)

(7) w,(2) = f p(t)dt =01, 2 3,.).

Per (6)-(7) la successione |w,| converge ad una funzione
[0, +cc[ez — nw(z):
00

1
8) 0< | p(t)dt < wiz) < wyfe) = ECE R
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Passando al limite in (5) per # — -+ oo, si trova (per il teorema
di BEppo LEVI sul passaggio al limite sotto f):

~+00 oo
Mﬂ:[mﬁﬁ+]}mﬁ

La funzione w & dunque assolutamente continua e verifica
quasi ovunque 1’equazione di Riccarr:
©) w + w* + ple) = 0.

Poniamo:
2

v(z) = exp ( ] w(t)dt) .
1]
La funzione v & di classe C' [0, 4+ oo|, con derivata prima:
v'(g) = w(s) exp( / w(t)dt)
0

assolutamente continua; per (9), verifica quasi ovunque 1’ equazione
v" + p(zjv = 0. Per (8):
v(z) =1,
1 ( dt ) 1
! < —_— = - —— 0
vl = 2(z+e)exp f2(t—|—e) 2V ez +¢)

0

(2 — 4 oo).

LEMmaA 2. - Se

1
dt
A, =4 L
0 OZI;IS)Z _/‘tflc(t) fk(t)dt < + oo,
Y 0
A> ),
esiste una soluzione positiva di classe C' |0, 1] della equazione:

Y
(10) yigh' + [ Kpuitiat = 0 ¢);

(°) Una giustificazione (puramente formale) della eql.lazione (10) pud
essere la seguente. Se poniamo:

Y
Fly)= [ fit)at,
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DiMoSTRAZIONE. - I1 cambiamento di variabile:

1
[ dt
Y= 2= | 7
Yy

applica ]0, 7] su [0, + oof. Infatti:

dz _ 1 <
dy ykly)

1 l 1 14
W [ VED,Y [ d i
el [ )< ity [ e

2( fk(t)dt)_‘ (log ?—3)2 — 4 oo (y — 0 +).

(1) si scrive:

Vi
f ;,15) Tly) = °/ Flyr k(y) (£1(0) = 0).

La ricerca del massimo del rapporto
F (y) dy ( f '(y)2 ) —*
Tyt kly) k(y)
pud essere ricondotta allo studio dell’integrale
' B F(y)?
(y* _ Fly )
d
of ( Ky)  y7hw))

come funzionale di F'; I’equazione di EuLERO di questé funzionale &,
formalmente:

_( F ) A,
dy\kiy)] ~ ykly)
y
Se poniamo F'=uk, & F(y) =fk(t)u(t)dt, dunque:
[
d 1 [ \
2

A—4+ ——— [ E(t)u(l)di,=0

che & appunto (10).
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Definiamo la funzione p(2) ponendo:

7 ¥y ( / t*k(t))

Prendiamo y,, 2, nella relazione z,

z°f Ple)de = "'°/ » ( t%(t))

+-c0
13 1
2z, 1{)(.z)alzg74 7<1.

&0

ai .
=j-tT(t)' Si ha:

Yo
14
1
Ty ~ X f Pk(d) f k),

dunque:

Per il Lemma 1, esiste una funzione v di classe C! [0, + oo,
con derivata prima assolutamente continuna, tale che:

'+ pev =0 quasi ovunque,

v(2) > 0, lim +'(z) = 0.

8~ 400

Si ha:

v'(g) —v'(z) = — f v'(t)dt = f p(t)v(t)di,

quindi, per z; — -} oco:

o0

(11) v'(e) = j Pt
Pouiamo:
[]
dt.

un) = g

K}

poiché:

dv
— kg’ = g2
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f plevle)ds —f P f’k(t)) ( £l t)) %}:

=5 j k(gyu(y)dy,

si ha per (11):

: 1
— Yik(y ' (yo) = 5 [ k(y)uly)dy.
J

3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. - Supponiamo

Ay < + oo

1
d
Jtor i<+

e dimostriamo che:

f( /f(t)dt) k(y)é)‘/f(y) ) per ogni A > },.

Fissato A> },, consideriamo la funzione # di cui al Lemma
2; per la diseguaglianza di SCHWARZ:

k(?/)( / f (t)dt) "’k(y)( f Vi) ()Vlf((t)u(t) dt)zs

o/k(t)u(t)dt yf(t)zdt _ \ / f(t)?dt
vy Eowd ~ " g

Allora, integrando per parti:

f f f“"”)k(y) / widy / ICT(:));?(:‘)_

f (t)"'dt f (yy
k(y)

<X llm 'M'(y) k(t)u(t)+ f k(y)

dy <<
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Per concludere, basta osservare che:

fupdt
‘y’[ o)~ O

infatti, per la decrescenza di % (’equazione (10) implica «’' <0,
dafo che % > 0) risulta:

Y
v, _ [ rer
0= ity % 5[ MR

4. DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2. -~ Basta provare, a norma
del Teorema 1, che se:

d
ky)=y d—ylog Ey) =k > —1,

risulta:

4
(12) AN< TF e

Per il teorema di CaucHY sugli incrementi finiti:

1
dt
t“’k(t)

(13) tlk(t) f kp)dt = <

f k(t)dt

1 1
dt d [ at
() dy | PR
Y

IA

sup -
o<yt  yk(y)
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1
Ma per essere k(y) = k{l) exp (— k"T(t) dt), kyy) =k, risulta:
y

0 < yk gy —_
< ykly) < Ik} |7 0 (y—0-)

Allora, con un’altra applicazione del teorema di CAUCHY:

Y d ¥
f k(t)dt > f k(t)dt
. < sup y"—_ up L 1
A8 YY) e d L e I T Ry 1T R
ay? (y)

Per (13)-(14) si ha (12).

5. Se:
d
inf y — < —
¥ oy log k(y) <—1,

la diseguaglianza:

l y
!
of (?_/ (.f f(t)dt) k(?y/) =c j fi ‘?ﬁg k(y) (¢ = costante indipendente da f)

non sussiste necessariamente (cfr. nota (3).

Per provarlo, prendiamo k(y)=}, cosl che: yailogk(y)=—1;
poniamo: y Y

1( 21)—
= ~{log — 0 <.
f(y) y\l8 % O<y<y
Si ha:

1

o - ] 52 "o,

o j .f(t)dt —2 (log %l)“%,

ofl(;,‘jlf(t)au) lT)“*f (1 og ) g - 000

Pervenuta alla Segreteria dell’U.M.I1.
li 1 febbraio 1966



