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SEZIONE SCIENTTFICA 
B R E V I NOTE 

Su alctxue classi di sistemi di equazioni integrodifferenziali 

GAETANO C A R A D O N N A (Bari) (*) 

Santo. - Si stabiliscono teoremi di esisten&a per certi sistemi integrodiffe-
rensialif in ipotesi abbastanza gênerait per i dati, estendendo alcuni 
risultati relativi a noti sistemi integrodifferensiali. In particolare ven-
gono estesi anche alcuni noti risultati sulVesistensa di solusioni per 
un problema di valori ini&iali relativo alVequasione s = f(x, y, s, p, q). 

Consideriamo il seguente problema: 

du 
dx 

âfjc) 3( y) 
(1) { {x,y)eR 

(2) 

FIQC, y, j u(x, t)dt, f v(t, y)dt, u, v) 

af JC) Pf y) 

y » 

^ = ©f x, y} j u(x, t)dt, j v(t, y)dt, u, vj 
aix) 0(y) 

y 

*#(»), y] = v{y> j«(M*), *)#i *(M»), y)\ <><y<d 
a(W»)> 

x 

v[x, OL(X)] = GAx, j v(t, <*.(t))dt , a<x<b, 

dove R è il rettangolo definito dalle l imitazioni : 

a < # < &» c < 2/ <d3 

ie f anzioni F(x, y s, s, u, v) e G(x9 y, z, s, u, v) sono definite nel lo strato 

S:{x, y)eR, \ z | , | s | , \ u \ , \ v | < + oo, 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività del Gruppo di Bicerca n. 13 
del Comitato Wazionale per la Materaatica del C.W.R. per l'an no 1964-65. 
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le funzioni F^y, z, v) e G^x, s) SODO definite rispettivamente negli 
strati 

Si : c < y < d> I « I , I « I < + oo, 

e inoltre 

Si : a < x < 6, | s | < + oo, 

2/ = a(ar), ffl < x < 6, 

« = P(Î/)I c<y<d 

sono le equazioni rispettivamente di due archi di curva C, e Cir 

il primo diagramma rispetto all'asse se e il secondo diagramma 
rispetto all'asse y ed entrambi interamente contenuti in R, cioè: 

c < a(ac) < d, a<x<b e a < plç/) < 6, c<y <. d, 

OL(X) e B(̂ ) essendo continue con le loro derivate prime. 
Nel caso particolare in cui sia F indipendente da s, G indipen-

dente da 0, OL(X) = 0, $(y) s= 0, Fl = 0 e ©1 = 0. sono stati stabiliti 
abbastanza generali teoremi di esistenza di almeno una soluzione 
del problema (i), (2) da G. CABADONNA [1] e G. SANTAGATI [6], [7]; 
rimando ai lavori [6], [7] per una storia, a quanto mi consta abba
stanza compléta, di taie caso. 

Scopo di questa Nota è quello di estendere il risultato stabilito 
in [1] al problema (1), (2), laddove intenderô per soluzione di taie 
problema una coppia di funzioni u\x9 y), v(xt y) continue in R, che 
siano dotate délie derivate che figurano nelle (1) e verifichino le 
(1) e (2). Ed invero pervengo nel n. 1 ad un teorema di esistenza 
per il problema (1), (2), in ipotesi per F e G del tipo di quelle 
fatte in [1] nel oaso in cui esse siano indipendenti rispettivamente 
da s e da z. La dimostrazione di taie teorema è in sostauzaricondotta 
a quella délia esistenza di almeno un punto unito di una certa 
trasformazione funzionale. 

Un teorema délia stessa natura si puô poi stabilire, corne è ripor-
tato nel n. 2, per il seguente problema: 

/ du 
l — = F{x, y, V{x, y), u, v) 

(3) ^ (x, y)eR 

| «[M»), 2/1 = ¾ P(«»), y), my), y)] c<y<d 
\ v[x, a(ac)] = ©j[o5, U(x, OL{X))] a < x < b 
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con 
Ct(0r0) 

a(x) cr0 î/o 

U(x, y)=lu{x, t)dt+l[v{t, <*.(t)) + u{t, *{t))oL'(t)]dt + u(x0, t)dt 

dove (Xy, y0)eR e zQ è uu numéro reale assegnato. 
Da taie teorema si ricava poi facilmente, nel n. 3, un abbastanza 

générale teorema d'esisfcenza per un caso particolare di un problema 
relativo all'equazione s = f(x, y, typ> q), posto da Z. SZMYDT [8] (1). 

1. - Consideriamo lo spazio 2 i cui elementi sono le coppie ordi-
nate W=i\z(xy y), v(x, y)], con z(x, y) e v(x, y) appartenenti allô 
spazio C(0) délie funzioni continue in R. Taie spazio è lineare, 
normale e completo cou norma 

|| W || = max | z | + m a x 1^1-
R R 

Facciamo la seguente ipotesi: 

A) Siano F(x, y, z, s, u, v) e G(x, y, z, s, u, v) due funzioni 
continue e limitate in /S, Fx(y, z, v) e G^x, s) due funzioni conti
nue e limitate rispettivamente in Sl ed. S2 . Poniamo: 2^= sup 

__ _ s 
| F(a;, y, s, s, *, i?)|, G = sup |G{x, y, z, s, u, v)\, Fx = sup \F,(y, z, v)\9 
_ S Si 
G, = sup | G,(x, s) | . 

B) Indicato con I Y insieme délie coppie [z, v] e 2 tali che 

\^\<(FL + F,)L, \z(x, y)-z(x, y)\<[(FL + FX)D + FL]\x - x \ , 

| 0(0, y)-z(x, y) | <(FL + F,) \ y-y | , 

\v\<GL+Gl9 | v(x, y) - v(x, y) \ .<G\y-y\, 

dove L = max | 6 — a, d — c\ e D = max | | uf(x) | , | $'(y) \ \, per 
a<x<b 

ogni fissato Wel e per ogni fissato #e[c, d], il problema differen-
ziale ordinario 

I du 
— = F(x, y, z{x, y), s(x, y), u, v(x, y)) (x, y)sR 
dx 
< % ) , y] -= F,[y, z($[y), y\ «(«»), y)] c<y<d 

(1) Teoremi di esistenza per taie problema, nel caso générale, sono stati 
stabiliti, oltre quello ottenuto dalla SZMYDT in [8], anche da J. KISYNSKI, 

e per questo rinvio al lavoro [5] e alla bibliografia ad esso unita. 
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dove 
X 

(6) s(x, y)=J *>(t, y)dt, 

non ammetta più di una soluzione (2). 

C) Comunque si assegnino un # 0 e | a , b], due funzioni z(y) ed 
s(î/)_continue in [c, d] e tali che | z{y) \ <{FL + FJL, \ s(y) | < 
<_(GL + G{)L, e una successione | un(y) | di funzioni continue in 
[c, d] e tali che ! un{y) | < FL + 2^ , Tequazione 

y 

V(y)=lim / ©(»0I T, 0(T), *(TJ, «(T), Y(T))CÏT+ ©,[»0, «Ma,))], c < « / < d 
«-«-oo./ 

non abbia più di una soluzione (assolutamente) continua V(y) (3). 
Dimostriamo il seguente teorema: 

I. - Nelle ipotesi A), B) e C) il problema (1), (2) ammette almeno 
una soluzione. 

(*) L'ipotesi A) assicura, corne è noto, l'esistenza di una soluzione u(x, y) 
per il problema (5)2) v la quale, essendo unica per T ipotesi B) stessa, risulta 
continua in base ad un noto teorema di E. PINI (cfr. Nota: Sulla continuité 
degli intégrait delVequazione t/' = f(x7 y, y) rispetto ai valori iniziali, Rend. 
R. Ist. Lombardo Se. e Lett. (2), 63 (1930), 53L-534). 

(3) In base a quanto ha mostrato recentemente R. FIORRNZA (cfr. n. 5 
di [4]), alla ipotesi C) si puô sostituîre la seguente ad essa équivalente: 

C4) Per ogni x0 6 [a, b] e comunque si assegnino tre funzioni z(y), 
s[y)_ed u(y) continue in [c, d] e tali che \ s(y) | < (FL -h FL)L, \ s{y) | < 
< {GL -f- GL)L, | u(y) | < FL -+- Fi9 il problema differenziale ordinario 

f dv 
(*\ > dy= a ( a ï ° ' y' *W' s (2 / )' M ^ ' v) c^y^d 

[ v[x9, *(x0)] = Gt[x9, *(*(x,))] 

ammetta in [c, d] una sola soluzione, V unicità essendo uniforme rispetto 
ad u, per ogni fissata coppia {s, s). 

Dire ohe l'unicità per il sistema (*) è uniforme rispetto ad u} per 
ogni fissata coppia (s, s), significa che per ogni fissata (s, s), taie che 
I &(y) | < I FL + Ft)L e | s{y) | < (GL + ff4)L, e per ogni e > 0 esiste ô > 0 
taie che, qualunque sia u continua e taie che | u | < FL •+- F4 e qualunque 
sia la funzione v continua in [c, d] taie che 

y 
\v(y)-Gi[x„ s(x(x0))]~ JG(x9i t} «(f), «(f), «(0, «(*))« | < B 

â(ar0) 
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Fissiamo Ws=[z, v ] e I e sia u(x, y) la corrispondente soluzione 
del problema (5) s, w. Detta v'(x9 y) la soluzione del problema (4): 

\ Ê = Gi** y> z(x> y)> s(x> y^ u^ w» v) fo y ) e E 

(7) j W 
[ v[x, a(as)] = Éf j[a5, s(x, «(#))] a < as < 6, 

e posto 

(8) 0'(», y)=ju(x, t)dt, 
a(œ) 

a W = [z, v] facciamo corrispondere W s= [z\ v'], che appartiene 
a 2, perché z'(x, y) e v'(x9 y) risultano continue in R (5) Resta cosi 
definita in I una trasformazione f unzionale : 

W'= T(W). • 

Si vede facilmente che l'esistenza di un punto unito per la T 
équivale all'esistenza di una soluzione per i l problema (1), (2); per 
cui per dimostrare l'esistenza di almeno una soluzione per il detto 
problema, basterà far vedere che la trasformazione T ammette 
almeno un punto unito ne lPins ieme I, che è limitato, chiuso e 
convesso. E per fare ciô, proveremo che la T è completamente 
continua, cioè che è continua in J e trasforma I in un insieme 
compatto. 

Proviamo che la T è continua in 7, cioè che, essendo | Wn \, 
con Wn = [zn, vn], una successione di elementi di J e W=[z, v ] e l , da 

(9) lim || Wu — W || = 0 
n—oo 

per ogni ye[c, d], si abbia 

\v(y\-V(y)\<s 

per ogni y e [c, d\, dove V[y) è la soluzione del sistema ( * ). In proposito 
cfr. [4], n. 2. Rileviamo che si possono assegnare condizioni sufficienti 
affinchè siano verificate l'ipotesi C) e l'ipotesi C£). A proposito cfr. [9] 
(n. 2, 248-251, nn. 4, 5, 254-258), [10] n. 3, 30-32 e [4] n. 2, 75-81. 

(4) L'esistenza e l'unicità délia soluzione di questo problema sono assi-
curate rispettivamente dall'ipotesi 4̂) e dall'ipotesi C), nella quale sia stato 
posto rc0 = x, z(y) = z(x} y), s(y\ = s(x, y), un(y) = u(x, y), tenuto 
présente che, corne facilmente si vede, risulta | s(x, y) | < (GL -+- GJL, 
I u(x> y) I ^ FL -f- FL. Lia, v'(x, y) risulta continua in R a norma del teorema 
di PINI citato in (2). 

(5) In proposito tenere conto délie (2), (<) e délia (8). 
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segue 

(10) l im || W'n - W || = 0, 
n—*ao 

essendo | W'n | la successione degli e lement i W'n = \z'n} v'n], corri-
s p o n d e n t i degl i e l emen t i Wn, e W = [z', v'] il cor r i spondente di W. 

P e r ques to si r a g i o n a corne si è fatto in [1] pe r p r o v a r e che 
da l l a (8) segue la (9), con le oppor tune v a r i a n t i che il caso r ichiede. 
Al l 'uopo bas t a d i m o s t r a r e che da 

(11) l im || vn - v || = 0, l im || z„ - z \\ = 0 
n—-oo n-*-oo 

segue 

(12) l im || v'H - V || = 0, l im || z'n - z' || = 0. 
W-+-O0 H-*-00 

Anz i tu t t o proviamo che, se sono ver i f icate le (11), si h a : 

(13) l i m | | « f I - « | | = 0 , 
n— oo 

da l l a cui va l id i t à segue ovv i amen te la seconda délie (12), t enu t a 
p r é s e n t e la (8). P e r ver i f icare la (13) ammetfciamo che essa sia 
falsa Al lo ra esis tono u n E > 0 ed u n a successione \un \ e s t ra t ta 
d a \un\ ta ie che 

(14) \\Unk-u\\>e. 

D ' a l t r a par te , t enu to conto dél ia (6), da l la p r i m a délie (11) 
segue 

(15) l i m | | S j i - 5 | | = 0 , 
w-*-oo 

e da ques ta , da l l a p r i m a e dal la seconda délie (11) segue rispet
t i v a m e n t e che le sn, le vn e le zn sono equ i l imi ta te ed equ icon t inue . 
Ciô impl ica , t e n u t a p résen te la J3), che la \tin\ è compa t t a r ispet to 
a l l a conve rgenza uni forme, corne faci lmente si vede con ragiona-
m e n t i ana logh i a que l l i svolti da C I L I B E R T O in [2] per s tab i l i re il 
t eo rema I (6). Segue che anche la \unA è compat ta r i spet to al la 

(6) Rileviamo che la compattezza délia \un\ è una immediata conseguenza 
del seguente teorema: 

(A). - Siano F(x, y, z, s, u, v) e Ft(yf z, v) funzioni verificanti la ipo
tesi A),e $[y) una funzione continua con la sua derivata prima in [c, d]. 
Considerate tre successioni \ cp1(M(oc, y) \, | q>2,n(ac, y) j , \<ps,n\x, y) | di fun-
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convergeuza un i fo rme . Perc iô si puô t rova re u n a success ione 
es t r a t t a dal la \un \ convergen te u n i f o r m e m e n t e in R ve r so u n a 
funzione u'(xiy)i la quale , corne subi to si vede, è soluzione del 
p rob lema (5)3, v. Ma taie p rob lema h a soluzione un ica , pe r cui 
u' s u in R. E ciô è iu contras to con il fatto che da l l a (14) s e g u e : 
| | w ' — « | | > e . D u n q u e è v e r a la (13). 

Tenu to poi couto dél ia seconda dél ie (12), dé l ia (13) e dél ia 
(15), a u a l o g a m e n t e si d imos t ra la p r i m a dél ie (12), facendo perô 
o ra uso dellJ ipotesi C). 

Che l ' i n s i eme J è t rasformato da l la T i n u n in s i eme compat to 
lo si most ra con r ag ionamen t i del tut to s imil i a que l l i svol t i in 
{!] per p rova re u n analogo fatto (7), e per b r e v i t à ci e s imiamo 
da l riprodiiL'li. E cosi i l t eorema r i su l t a provato . 

zioni definite in R, equilimitate ed equicontinue in R} per ogni ne N e per 
ogni 2/e[c, d], il problema differenziale ordinarîo 

( *** ~ F ^ *' **' *(X> y)> *•' «(*• y^ W' *3> „(*> 2/)] 

W f % *),] = *i[v, «Pi, „(?(*), y), 93,»(M*)i y)} 

non abbia piit di una soluzione.. Inoltre se | cp1(„fe(x, y) j , J yit„K(xt y) i, 
t 93, njAx9 2/) ! sono ire successioni estratte rispettivamente dalle tre su con-
siderate, e convergenti uniformemente in R, detti cpjsc, y), y^x, y), ç3(fle, y) 
i loro limitij il problema differenziale ordinarîo 

*x = F[xt y, <pi(a;, y), ?2(ac} y), w, cp3(a;, y)] 
u[(%). y] = F^y, 9 l ( % ) , y), - .(«y), y)] 

abbia, per ogni y, una sola soluzione in [a, b]. 
In tali ipotesi la successione | un(x, y) | délie funzioni continue soluzioni 

(univocamsnte determinate) del problema (**) è compatta rispetto alla con-
vergenza uniforme. 

Taie teorema costituisce una generalizzazione di un teorema di compat-
tezza stabilito da CILIBERTO in [3] (iu proposito cfr. teorema 1, pag. 385) 
e la dimostrazione si consegue appunto svolgendo gli stessi ragionamenti 
fatti da CILIBERTO per pervenire al citato suo risultato (cfr. teorema I di 
[2], pagg. 19-21). 

Una generalizzazione del teorema (A) è stata stabilita da G. ARNESE in 
Sul problema di Darboux in ipotesi di Caratkêodory, Ricerche di Matematica, 
vol. XIE, 1983; iu proposito vedasi 1'Osservazione al teorema V I a pag. 32. 

Cogliamo l'occasione per correggere una inesattezza in cui siamo incorsi 
in [1]. Invero, con riferiraento a taie lavoro, la compattezza délia | un \ 
{cfr. pag. 403) consegue non da un teorema di C. CILIBERTO, ivi citato, 
ma dal teorema (A), che ne ê una generalizzazione, laddove si considéra 
F indipeudente da s, (3(2/)E=0, Fk = 0, c = 0. d = 1. 

(7) Cfr. [I] pagg. 403-404, dimostrazione del fatto che l'insieme I è 
trasformato dalla T ivi considerata in un insieme compatto. 
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2. - Consideriamo ora il problema (3), (4), dove le funzioni 
F(x, y, z, u, v) e G(x, y, 0, u, v) sono definite nello strato 

S : (x, y) e R, \ z |, | u |, | v | < + 00, 

e la funzione G^x, z) è definita nello strato 

S, : a < as < 6, | 0 | < + 00. 

Anche qui intendiamo per soluzione di taie problema una 
coppia di funzioni u(x, y), v(x, y) continue in R, che siano dotate 
délie derivate che figurano nelle (3) e verifichino le (3) e (4). 
Facciamo le seguenti ipotesi: 

A') Siano F(x, y, z, u, v) e G(x, y, z, u, v) due funzioni continue 
e limitate in S, Fi(y, 0, v) e Gt(x, z) due funzioni continue e limi
tate rispettivamente in S, ed St. Poniamo: F = sup \F\, 6r = sup | 6r|? 

^ = sup | ^ | , G1 = s u p | G 1 | . s s 
Si s2 

JB}) Indicato con V V insieme délie W = [ 0 , i j ] e2 tali che 

\z\<L(FL+Fl)(2 + D) + (GL+Gi)L + \z,\, 

I « t e y) - zfc y)] < [2(FL + F,)D + FL + GL + G,\ \x - x\, 

I « > , y) - *(*, y)\<(FL + F1)\y-y\, 

I v | < GL + G,, \v(xty) — v{x,y) ]<@\y — y\9 

per ogni We T e per ogni fissato t /6 [c, d], il problema differen
ziale ordinario 

} ^ = F(x, y, z(x, y), n, v(x, y)) (x, y) e R 

l u [p (y), y] = F, [y, 0 (P (»)> »)> «<P(»)i 2/)] c < y < d, 

non ammetta più di una soluzione. 

C) Comunque si assegnino un #0 e [a, 6], una funzione 0(2/) 
continua in [c,d] e taie che \&ly)\<L(FL + Fl)(2 + D) + {ÏÏL + Gl)L 
+ |0 O | , e una successione \un(y)\ di funzioni continue in [c, d] e 
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tali che | un (y) | < FL + Fly Y equazione 

y 

V(y) = lim l G[x0, T, Z(T), utl(r), V ( T ) ) ^ + ©,["£„ s(a(#0))], c < « / < d 
n— oo./ _ 

o(»o) 

non abbia più di una soluzione (assolutamente) continua V(y)(s). 

Yale il teorema: 

II . Nelle ipotesi A'), B') e G') il problema (H), (4) ammette alme
no una soluzione. 

Definiamo in T una trasformazione W = T(W) ne l modo se
guente: Fissato W = [0, v] e I', sia u (se, #) la soluzione del problema 

- = F(x, y, z (x, y)f u, v (x, y)) (x, y)eR 
ox 

™ [P (y), y] = * \ [y> s (P (y), y),v$ (y), y)] c < y < d . 

Consideriamo poi il problema 

dv 
— = G(x, y, z(x, y), u(x, y), v) (x, y)e R 

v |as, a (x)] = Gx [x, z (x, a (x))] a < x < 0, 

essendo u(x,y) la soluzione del problema (16)?,«, e sia v'(x,y) la 
sua soluzione. Posto: 

y x a(x0) 

z'fa y) =ju(xy t)dt +j[v'(t, a(*)) + u(t, oi(t))*'(t)]dt + fu(x„ t)dt + z0, 
a[x) x0 y0 

a W ss [0, v] facciamo corrispondere W = [0', -u']. 

Con procedimenti analoghi a quelli seguiti nel caso del teore
ma I, si dimostra che T ammette almeno un punto unito in I \ 
i l che, corne subito si constata, équivale a provare l 'esistenza di 
una soluzione del problema (3), (4). 

(8) Anche qui, air ipotesi C) se ne puô sostituire una ad essa équiva
lente, del tipo di queîla fatta in Cf); in proposito cfr. nota (3). 
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3. - Se il problema (3), (4) ammette una soluzione, è risolubile 
anche il problema: 

<17) { (*,»)> JR 
d— = G(x,y,U,Uy,V) 

( 

Uy[Hy)>y] = F,\y, U($(y),y), V(P(»),»)] c<y<d 

(18) j i7(x0, Î/0) = 0O 

V Y[x, a (x)] = Gi [x, tffo a (x))] a < x < 6. 

Infatti, se [te(x, Î/), V(X, 2/)] è soluzione del problema (3), (4), posto 
V[x,y) = v(x,y), si vede subito che U(xty) e V(x, y) forniscono 
una soluzione del problema (17), (18). 

Se in particolare è F = G = f, si ha dalle (17), (18): 

d-^ = t{x,y,V9 U„V) 

(x, y)eR 
d^ = f(x,y,u,Vy,V), 

da cui, tenendo présente che 

Ux (x, y)= i Ux (x, t)dt — u (x, a (x)) a' (x) + V(x, a (as)) + u (x, a (¾)) a' (x), 
a{œl Ux[x,*(x)]= V(x,a(x)] 

si ha Ux(x,y)= V(x,y), e quindi: 

, Use [a?, a (x)] = G, [x, U(xi a (x))] a < x < 6. 

P»[P (2/). 2/] = ^ . [», ^ (P (2/). 2/)- *MP M V)] c<y<d 

U(xa)y0) = sB, 
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che è u n caso par t ico la re del p rob l ema considera to da l l a S Z M Y D T 
i n [8] (9). 

Al lora , nel caso in cui F = G = f, se il p rob lema (3), (4) am
met te u n a soluzione, è r i solubi le anche il p rob lema (19). I l teo
r e m a I I assicura, qu ind i , l ' e s i s tenza di soluzione a n c h e p e r i l 
p rob l ema (19). 
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