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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Su alcune classi di sistemi di equazioni integrodifferenziali

GaETaAN0o CARADONNA (Bari) (¥)

Sunto. - Si stabiliscono teoremi di esistenza per certi sistemi integrodiffe-
renziali, in ipolesi abbastanza generali per i dati, estendendo alcuni
risultali relativi a noli sistemi integrodifferenziali. In pariticolare ven-
gono estesi anche alcuni noti risuliati sull’esistenza di solugioni per
un problema di valori iniziali relativo all'equasgione s = fl(x, y, 2, p, q).

Consideriamo il seguente problema:

Y X
g—:: = F(m, 9, / w(z, t)dt, f oit, y)dt, u, v)
afe) B(y)
(1) (x, NeR
y a
2 = 6(x, y. [wla, tat, [ott, it u, o)
a(x) B(y)

Y
), 91 = [y, [ b, 0, 960, v, o<y <d

a(B(y))
(2)

vz, o(x)] = G,lx, f o(t, a(t))dt] ) a<x<b,
Bla(@))

dove R & il rettangolo definito dalle limitazioni:
a<x<bh c<y<d,
le funzioni F(x, y 2, 8, U, v) e G(x, y, 2, s, u, v) sono definite nello strato
Si(@ yeR, |2], |s], lul, |v] <+ oo

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca n. 13
del Comitato Nazionale per la Matematica del C.N.R. per ’anno 1964-65,
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le funzioni F\(y, 2, v) e G,(x, s) sono definite rispettivamente negli
strati
S,ie<y<ad, tz ], | v | <+ oo,

S;1a<x<b |s]|<+oo

e inoltre
y=ux) oe<x<b,

z=0y, c<y<d

sono le equazioni rispettivamente di due archi di curva C, e C,,
il primo diagramma rispetto all’asse x e il secondo diagramma
rispetto all’asse y ed entrambi interamente contenuti in R, ciod:

c<er) <d, a<x<b o a<Py<db c<y<id,

a(x) e B(y) essendo continue con le loro derivate prime.

Nel caso particolare in cui sia F indipendente da s, G indipen-
dente da 2z, «(x)=0, B(y)=0, F,=0 e G, =0, sono stati stabiliti
abbastanza generali teoremi di esistenza di almeno una soluzione
del problema (1), (2) da G. CARADONNA [1] e G. Sanracar: [6], [7];
rimando ai lavori [6], [7] per una storia, a quanto mi consta abba-
stanza completa, di tale caso.

Scopo di questa Nota & quello di estendere il risultato stabilito
in [1] al problema (1), (2), laddove intenderd per soluzione di tale
problema una coppia di funzioni w(x, y), v(x, ) continue in R, che
siano dotate delle derivate che figurano mnelle (1) e verifichino le
(1) e (2). Ed invero pervengo nel n. 1 ad un teorema di esistenza
per il problema (1), (2), in ipotesi per F e G del tipo di quelle
fatte in [1] nel caso in cui esse siano indipendenti rispettivamente
da s e da z. La dimostrazione di tale teorema & in sostanza ricondotta
a quella della esistenza di almeno un punto unito di una certa
trasformazione funzionale.

Un teorema della stessa natura si pud poi stabilire, come & ripor-
tato nel n. 2, per il seguente problema:

ou
g = = Flz, y, U, y), u, v)
3) oo (¢, y)e R
?\ 67! = Gz, y, Uz, y), u, v)
@ { ulB(y), y] = Fily, UBy), y), vBly), )] c<y<d
’U[a;, “(x)] = Gl[x’ Uz, oc(x))] a<z<b
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con
Y ® (7o)
U, y) = j u(z, Hat + | [o(t, a(t) + u(t, «(t)e(E)]dt + j w(x,, Hdt + 2,
a(x) ED Yo

dove (xz,, y,)€ B e 2, &€ un. numero reale assegnato.

Da tale teorema si ricava poi facilmente, nel n. 3, un abbastanza
generale teorema d’esistenza per un caso particolare di un problema
relativo all’equazione s = fl(x, ¥, ¢, p, q), posto da Z. Szmypr [8] ().

1. - Consideriamo lo spazio 2 i cui elementi sono le coppie ordi-
nate W =z, 9), v(z, y)], con 2z(x, y) e v(x, ) appartenenti allo
spazio C® delle funzioni continue in R. Tale spazio & lineare,
normale e completo con norma

| W||=max |2z]| 4+ max |o|.
R R

Facciamo la seguente ipotesi:’
A) Siano F(x, y, 2, s, u, v) e G(x, y, 2, 8, u, v) due funzioni

continue e limitate in S, F\(y, 2, v) e G,(x, s) due funzioni conti-

nue e limitate rispettivamente in S, ed. S,. Poniamo: F = sup
|_F(:x;, Y, 2, 8, u, V)|, G = S;lp |G(x, y, 2, 8, u, v)|, F, = §1l1p|If‘,(y, 2, vs)|,
G, = sgzp | Gy, s)].

B) Indicato con I I’insieme delle coppie [z, v]e 2 tali che
|e| S(FL + F)L, | ¢, y) — 2@, 9)| <|[FL + F)D + FL] |« — |,
le(@, y)—2lx. v) | <FL+F)|y—y|,
| 0| <GL+G,, | o, y) —olw, 9) | <Gly—yl,

dove L=max|b—a,d—c} e D=max{ |« ()], |8 |}, per
a<<e<b

c<y<d
ogni fissato We I e per ogni fissato ye|c, d], il problema differen-
ziale ordinario

(‘.))z’v Z_’: = F(w; Y, Z(x, y), S(x, y)’ ", rv(w’ y)) (x’ y)ER
ulby), y1 = Fily, 2(8(), ), vBy), 9]  c<y<d

(1) Teoremi di esistenza per tale problema, nel caso generale, sono stati
stabiliti, oltre quello ottenuto dalla SzuypT in [8)], anche da J. KisyNski,
e per questo rinvio al lavoro [5] e alla bibliografia ad esso unita.
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dove
®) stz ) = [ott, y)at
Bly)

non ammetta piit di una soluzione (?).

C) Comunque si assegnino un x,e|a, b], due funzioni z(y) ed
s(y) continue in [c¢, d] e tali che |z(y) | <(FL+ F)L, |s(y) | <
< (GL + G,)L, e una successione {u,(y)| di funzioni continue in
[¢, d] e tali che | u,(y) | < FL + Fl, I'equazione

Y
Viy)= lil;lo Gy, 7, 2(7), 8(7), u(z), V(r)dr + Gy[x,, slulx,)], c<y<d
a(axg)

non abbia pit di una soluzione (assolutamente) continua V(y) (3).
Dimostriamo il seguente teorema:

I. — Nelle ipotesi A), B) e C) il problema (1), (2) ammette almeno
una soluzione.

(?) L’ipotesi A) assicura, come & noto, I'esistenza di una soluzione u(x, y)
per il problema (5),,, la quale, essendo unica per V’ipotesi B) stessa, risulta
continua in base ad un noto teorema di E. Pint (cfr. Nota: Sulla continwuitd
degli integrali dell’equazione y' = f(x, y, ¥) rispetto ai valori iniziali, Rend.
R. Ist. Lombardo Sc. e Lett. (2), 63 (1930), 531-534).

(3) In base a quanto ha mostrato recentemente R. F1oreNzA (cfr. n. 5
di [4]), alla ipotesi C) si pud sostituire la seguente ad essa equivalente:

Cy) Per ogni x, €[a, b] e comunque si assegnino_tre funzioni z(y),
sly)_ed u(y) continue in [c, d] e tali che |z(y)|<(FL+F,)L,|s(y)|<
<<(GL+ G\)L,| u(y) |<<FL + F,, il problema differenziale ordinario

0
lbgz G(zo, ¥, 2(y), sy), uly)s v) c=y=d

*
l V[, %(2e)] = Gy[2y, S(2(2,))]

ammetia in [c, d] una sola soluzione, U unicita essendo uniforme rispetio
ad u, per ogni fissata coppia (s, &).

Dire che I'unicitd per il sistema (%) & uniforme rispeito ad wu, per
ogni fissata coppia (s, #), significa che per ogni fissata (2, s), tale che
l2(y) |<|FL+F)Le |s(y) | <(GL+ G,)L, e per ogni ¢ > 0 esiste >0
tale che, qualunque sia % continua e tale che |u|<< FL + F, e qualunque
sia la funzione v continua in [¢, d] tale che

Yy
| v(y) — G %o, s(x())] — / Gy, &, 2(t), s(t), u(t), v(@))dt| <3

(%)
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Fissiamo W= |z, vlel e sia u(x, y) la corrispondente soluzione
del problema (5) ;, ,. Detta v'(x, y) la soluzione del problema (*):

(7) _?}= G(“, Y, z(w; Yh s(x, ?ﬂ, u(xi Y), 'U) (x’ y)e R

vz, 2(x)] = G,[x, s(x, «(x))] a<x<b,
e posto
Y
®) #@, 9 — [ ulz, tat,
alx)

a W=z, v] facciamo corrispondere W’ = [z', v'], che appartiene
a X, perché z'(x, y) e v'(x, y) risultano continue in R (°) Resta cosi
definita in I una trasformazione funzionale:

W' = T(W). -

Si vede facilmente che l'esistenza di un punto unito per la T
equivale all’esistenza di una soluzione per il problema (1), (2); per
cui per dimostrare ’esistenza di almeno una soluzione per il detto
problema, bastera far vedere che la trasformazione T ammette
almeno un punto unito nell’insieme I, che & limitato, chiuso e
convesso. B per fare cid, proveremo che la T & completamente
continua, cio® che & continua in I e trasforma I in un insieme
compatto.

Proviamo che la T & continua in I, cioé che, essendo | W, {,
con W,=[#,, v,], una successione di elementi di I e W=[z, v]el, da

9) lim || W, — W | =0

n— 00

per ogni y & [c, d], si abbia
loly) — Viy) [<e

per ogni y € [¢, d], dove V(y) & la soluzione del sistema (). In proposito
cfr. [4], n. 2. Rileviamo che si possono assegnare condizioni sufficienti
affinch® siano verificate I'ipotesi C) e VI'ipotesi C,). A proposito ecfr. [9]
(n. 2, 248-251, nn. 4, 5, 2564-258), {10] n. 3, 80-32 e [4] n. 2, 75-81.

(4) L’ esistenza e Vunicitd della soluzione di questo problema sono assi-
curate rispettivamente dall’ipotesi 4) e dall’ipotesi C), nella quale sia stato
posto x = =, 2(y) = a(®, y), sly) = s(®, y), u,(y) = u(, y)- tenuto
presente che, come facilmente si vede, risulta |s(z, ) | < (GL+ G)IL,
| (e, y) | < FL +F,. Lav '(2, y) risulta continua in B a norma del teorema
di PiIn1 citato in ().

(%) In proposito tenere conto delle (%), (4) e della (8).



6 GAETANO CARADONNA
segue

(10) lim | W, — W’ || =0,
n—+CO
essendo | W, | la successione degli elementi W) = [z, v,], corri-
spondenti degli elementi W,, e W' =[2’, v'] il corrispondente di W.
Per questo si ragiona come si & fatto in [1] per provare che
dalla (8) segue la (9), con le opportune varianti che il caso richiede.
All’uopo basta dimostrare che da

(11) lim|v,—2| =0, lim|z —2z[=0
n—20 n—00
‘segue
(12) lim || v, —72" | =0, lim || 2, — 2 || =0.
n—+00 N—-—=200

Anzitutto proviamo che, se sono verificate le (11), si ha:

(13) lim |[%, —u]|] = 0,

n—+ QO
dalla cui validith segue ovviamente la seconda delle (12), tenuta
presente la (8). Per verificare la (13) ammettiamo che essa sia
falsa Allora esistono un >0 ed una successione }unk( estratta
da ju,| tale che

(14) o, — ]| >

D’ altra parte, tenuto conto della (6), dalla prima delle (11)
segue

(15) lim|[s, —s| =0,
n— 00

e da questa, dalla prima e dalla seconda delle (11) segue rispet-
tivamente che le s,,le v, e le 2, sono equilimitate ed equicontinue.
Cid implica, tenuta presente la B), che la |u,] & compatta rispetto
alla convergenza uniforme, come facilmente si vede con ragiona-
menti analoghi a quelli svolti da CiLiBERTO in [2] per stabilire il
teorema I (%). Segue che anche la {un,! & compatta rispetfo alla

(°) Rileviamo che la compattezza della {u,} & una immediata conseguenza
del seguente teorema:

(A). - Siano F(x, y, 2, s, u, v) e F,(y, 2, v) funeioni verificanti la ipo-
tesi A), e Bly) una funzione continua con la sua derivata prima in [e, d].
Considerate tre successioni | @y, u(2, ¥) |, | 93, n(® ¥) |, 193, ni®s y) | di fun-
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convergenza uniforme. Percid si pud trovare una successione
estratta dalla 3unki convergente uniformemente in R verso una
funzione #'(x,¥y), la quale, come subito si vede, & soluzione del
problema (5),,,. Ma tale problema ha soluzione unica, per cui
uw'=wu in B. B cid & in contrasto con il fatto che dalla (14) segue:
lw" —u||=e Dunque & vera la (13).

Tenato poi conto della seconda delle (12), della (13} e della
(16), analogamente si dimostra la prima delle (12), facendo perd
ora uso dell’ ipotesi C).

Che l’insieme I & trasformato dalla T in un insieme compatto
lo si mostra con ragionamenti del tutto simili a quelli svolti in
[1] per provare un analogo fatto (7), e per brevitd ci esimiamo
dal riproduarli. E cosl il teorema risulta provato.

zioni definite in R, equilimitate ed equicontinue in R, per ogni ne N e per
ogni ye(c, d], il problema differenziale ordinario

: y = B2, ¥, 91, (2, Y)s P2, u(®, ¥), , @3, 4(, Y)]
")

M[ny y)s] = Fl[y! Py, n(?‘(y)! Y) @3 n(B(y)’ y)]

non abdia pit di wna solusione.. Inolire se | ¢, 4, (X, ¥) |» V@2 (5 9) 1
} @3, ny (%, y) | sOnO Pre successioni estratie rispettivamente dalle tre su con-
siderate, e convergenti uniformemente in R, detti ¢,(x, y), (2, ¥), @a(, y)
4 loro limiti, il problema differenziale ordinario

ul[Bly). y]=Fily, 2:(3(), ), 7:6(y), 9)]
abbia, per ogni y, una sola soluzione in |a, b].

In taliipolesi la successione | u,(x, y)| delle funzioni continue soluzioni
(univocamsente determinate) del problema (**) é compatita rispetto alla con-
vergenza uniforine.

Tale teorema costituisce una generalizzazione di un teorema di compat-
tezza stabilito da CiLiBERTO in [3] (in proposito cfr. teorema 1, pag. 385)
e la dimostrazione si consegue appunto svolgendo gli stessi ragionamenti
fatti da CrLiBERTO per pervenire al citato suo risultato (cfr. teorema I di
{2], pagg. 19-21).

Una generalizzazione del teorema (4) & stata stabilita da G-. ARNESE in
Sul problema di Darboux in ipotesi di Carathéodory, Ricerche di Matematica,
vol. XTI, 1963; in proposito vedasi I’ Osservazione al teorema VI & pag. 82.

Cogliamo l'occasione per correggere una inesatlezza in cui siamo incorsi
in [1]. Invero, con riferimento a tale lavoro, la compattezza della | u,, |
{cfr. pag. 403) consegue non da un teorema di C. CILIBERTO, ivi citato,
ma dal teorema (A), che ne & una generalizzazione, laddove si consideri
F indipendente da s, B(y) =0, F;,=0, c=0, d =1.

(") Cfr. [L] pagg. 403-404, dimostrazione del fatto che 1'insieme I &
trasformato dalla T’ ivi considerata in un insieme compatto.

:""z:F[wy Y o4(2, )y o, Y)y u, @3(xy Y]
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2. - Consideriamo ora il problema (3), (4), dove le funzioni
F(x, y,2 u,v) e G(x,y,2, u,v) sono definite nello strato

S:(x:y)ERs |Z|,|u|,|'¢)|<+oo,

e la funzione G,(x, 2) ® definita nello strato

S;ia<ax<b, | 2] < 4 oo

Anche qui intendiamo per soluzione di tale problema una
coppia di funzioni u(x, ), v(x, y) continue in R, che siano dotate
delle derivate che figurano nelle (3) e verifichino le (3) e (4).
Facciamo le seguenti ipotesi:

A’) Siano F(x, y, 2, w, v) e G{x, y, 2, u, v) due funzioni continue
e limitate in S, F,(y, z, v) e G, («r, 2) due funzioni continue e limi-.
tate rispettivamente in S, ed S,. Poniamo: F =sup | F|, G=sup | G|,
F, =sup|F,|, G,=sup|G,]. S S

S 5

PB) Indicato con I’ I’insieme delle W= [z, v]€ = tali che
|z| < L(FL + F,) (2 + D)+ (GL + G,) L + | 2,|,
|2(x, y) — 2(x, y)| < [2(FL + F,)D+ FL + GL + G| |z — =|,
|2, y) — (o, i< (FL+ F\) |y —y |,
lv|<GL+ G, lv@, ) —o@ | <Gly—yl,

per ogni We I' e per ogni fissato y € [¢, d], il problema differen-
ziale ordinario
S ou

= F(w 2@ ), % 0@ 9) @yeR

( u[B(y), yl=F\ly, 2(B(y), v), vBly), »)] c<y<4d,

non ammetta pitt di una soluzione.

C’) Comunque si assegnino un -;ﬁ,e [@, b], una funzione z(y)
continua in [c, d] e tale che |2(y)| < L(FL + F,)(2+ D)+ (GL + G,L
+]2,!, e una successione |{u,(y)! di funzioni continue in [c, d] e
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tali che |u,(y)| < FL 4+ F,, !’ equazione

Y
V(y) = lim | 6@, 7 &) wle), V)= + 6. sle@m)], c<y<d

(o)

non abbia piu di una soluzione (assolutamente) continua V(y)(®).

Vale il teorema:

II. Nelle ipotesi A’), B’) e C') il problema (3), (4) ammetie alme-
no una soluzione.

Definiamo in I’ una trasformazione W' = T'(W) nel modo se-
guente: Fissato W= [z, v] € I, sia u (x, y) la soluzione del problema

(16)z, Z—Z = F(x,y,2(x, y), w, v (x, y)) @y)eR

w[By), y] = F\[y, 2(B(y), v), v(B(y), )] c<y<d.
Consideriamo poi il problema

0
a—;; = G(x, y, 2(x, y), u(x, y), v) x yle B

v|z, «(x)] = G, [, 2 (x, «(x))] a<x<b,

essendo u(x, ) la soluzione del problema (16)., ., e sia v'(x,y) la
sua soluzione. Posto:

Y z (o)

(, 9) = [ wiz, Dt + [0 olt) + wt, 01 + [wizs, B + 20,

alx) Xo Yo

a W = [z,v] facciamo corrispondere W’'=[2’,v'].

Con procedimenti analoghi a quelli seguiti nel caso del teore-
ma I, si dimostra che 7 ammette almeno un punto unito in I’,
il che, come subifo si constata, equivale a provare 1’ esistenza di
una soluzione del problema (3), (4).

(8) Anche qui, all’ipotesi C') se ne pud sostituire una ad essa equiva-
lente, del tipo di quella fatta in C,); in proposito cfr. nota (3).
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3. — Se il problema (3), (4) ammette una soluzione, & risolubile
anche il problema:

*U
ax—ay = F(w, Y, U, Uy, V]
17 x,Y) e R
17) ?I—G S (x, y).
y — G@y U U, V)

g U8, 9l = Fily, UBW Y, VB(y),y] c<y=<d
(18) U (%, Yo) = 2,
( Vi, «(x)] = G,[x, Ulx, «(x))] a<xz<b.
Infatti, se [u(x, y), v(x, y)] & soluzione del problema (3), (4), posto

Viz,y) =v(x,y), si vede subito che U(x,y) e V{x,y) forniscono
una soluzione del problema (17), (18).

Se in particolare & F = G = f, si ha dalle (17), (18):

U,
—a?=f(“«',y, U: Um V)

x, Y e R
V ey, T,V -
By— (x, 9, U, Uy, V),

da cui, tenendo presente che

y
Uz (2, y) = fuz(w, bdt — u(z, «(x) &’ () + Vi, x () + % (x, 2 (€)' (2),

a(®) Uz[x, »(x)] = V(z, «(x)]

si ha Ugz(x,y) = V(x,y), e quindi:

2
g = 9, U, Uz, U) (=, y) e R
(19) . Uz [w, oc(w)] = GI [Z‘, Ulx, “(x))] a<ax< b
U,[B(y), y] = F, [y, UB ), v), Uz(B(»n) )] c<y<d

l U(xo,yo)‘_—zo:
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che & un caso particolare del problema considerato dalla SzmyDT
in [8] ().

Allora, nel caso in cui F =G ={, se il problema (3), (4) am-
mette una soluzione, & risolubile anche il problema (19). Il teo-
rema II assicura, quindi, I’esistenza di soluzione anche per il
problema (19).
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