
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Aldo Belleni-Morante

L’equazione della cinetica dei reattori
nucleari.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 20
(1965), n.4, p. 486–497.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1965_3_20_4_486_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1965_3_20_4_486_0
http://www.bdim.eu/


L'equazione délia cinetica dei reattori nucleari 

ALDO BELLENI-MORANTE (Firenze) (*) 

Sunto. - Si prova che Vequasione délia cinetica dei reattori nucleari, de doit a 
con procedimento rigoroso direttamente dalVequasione del trasporto di 
Boltsmann, è un* equasione differenziale di ordine infinito. 

Smumary. - We deduced the reactor kinetics équation directly from the 
Boltsmann transport équation and we proved that it is a differential 
équation of infinité order. 

1. - Introduzione. 

È noto che esistono diversi metodi per ottenere l 'equazione 
délia cinetica dei reattori nucleari a partire dalP equazione del 
trasporto di BOLTZMANN. 

I l più elementare è quello che fa uso dell'approssimazione P - l 
(o délia diffusione) deli'equazione di BOLTZMANN e che consiste 
nel risolvere l 'equazione délia diffusione per separazione délie 
variabili , [1,]. 

Un secondo metodo, più rigoroso del précédente, si fonda 
sull ' ipotesi che la densità neutronica, funzione incognita nell'equa-
zione del trasporto, sia esprimibile mediante un prodotto di u sa 
funzione del tempo per una funzione di tutte le altre variabili, [ IJ . 

I due metodi, ora descritti, conducono ad equazioni, che sono 
conseguenze approssimate deiF equazione di BOLTZMANN e che sono 
in pratica utilizzabili soltanto quando il reattore in studio funziona 
in condizioni «quasi critiche», l 'errore che si commette essendo 
in générale difficilmente valutabile. Il procedimento, descritto in 
[ I J , è stato quindi modificato in [2], introducendo un'opportuna 
funzione peso: l 'equazione délia cinetica dei reattori nucleari puô 
allora essere dedotta da quella del trasporto in maniera rigorosa. 

II procedimento [1J è stato anche modificato utilizzando le auto-
soluzioni dell 'equazione di BOLTZMANN aggiunta e sviluppando la 
densità neutronica in série di tali autofunzioni, [ IJ . 

(*) -Lavoro eeeguilo nell'ambito dell'attività del Gruppo di Bicerca 
Matematica n. 6 del Consiglio Nazioiiale délie Bicerche. 
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Il metodo [2] conduce perô ad un* equazione délia cinetica che 
è spesso troppo complicata ai fini pratici. mentre il metodo [13] si 
fonda sulla congettura che le autosoluzioni dell' equazione di BOLT­
ZMANN aggiunta siano un si stem a complète 

Nella présente nota ci propouiamo di ricavare 1* equazione délia 
cinetica dei reattori nucleari senza fare uso di alcuna ipotesi ap-
prossimata ed operando unicamente sulla funzione densità neutro­
nica, soluzione deir equazione di BOLTZMANN. 

2. - L9equazione di Boltzmann. 

Prima di dedurre l'equazione délia cinetica dei reattori nucle­
ari, è utile accennare ad alcune proprietà delFequazione del tra­
sporto. 

Sia C un mezzo materiale, omogeneo, limitato dalla superficie 
regolare e non rientrante S, (*), (Y. Figura); supposto che i neu-
troni, che diffondono entro C, abbiano tutti la stessa energia, la 
equazione intégrale di BOLTZMANN ha la forma, [4]: 

N(P, fî, t) — exp ( - ZR)N(P — RQ, Û, t - Rlv) = 

Ë 

(1) = ^ J exp ( — Si?) j fN(P — RQ, Q', t - Rlv)du' j dR + 
o û' 

R 

+ ^ j exp ( — 2£)Q(P — RQ, t — R/v)dR, 
o 

ove: 
N(Pi û, t) è la densità dei neutroni che, all ' istante t, sono nel-
l ' intorno del punto P e C ed hanno velocità v = vQ; 
S è la sezione macroscopica d'urto totale; 
f è una costante che caratterizza i fenomeni délia moltiplicazione 
dei neutroni per fissione e dello « scattering » (che supponiamo 
isotropo nel sistema L, [3]); 

i ... d(ùf = j d\t i ... sen fl-dô-, ove -8* e fy sono rispettivamente Pan-
G) ' oo 

golo di colatitudine e Pangolo di azimut, che individuano il ver-

(1) Diciamo con [3] che C è limitato da una superficie non rientrante 
S, quando ogni semiretta, uscente da un qualsiasi PeC, incontra S una 
sola volta. 
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sore S2 = 8(8-, <J>) rispetto ad un conveniente sistema di coordinate 
cartesiani ortogonali-; 
Q(P, t) è una funzione positiva assegnata, che supponiamo per ora 
continua e limitata per Pe C e qualunque sia L 

La (1), se in particolare è R = Rs(P, £2), (Fig.), diviene: 

N(P, Si, t) = exp [ - SflslP, ft)Ws(Ps, fi, t - RS(P, &)/«) + 

B5(P, û) 

+ ^ f exp ( — 2fi) / /"iV(P - i2fi, fi', i — £/«)dco' + (2) 

+ Q(P - 2 « î , * - Rlv) dR, 

ove: 
iVs(Ps) fij t) è una funzione positiva assegnata, che supponiamo 
continua, limitata e definita per qualsiasi valore di t, per PJe /S 
e per tutti gli fi che soddisfano la relazione Û. u < 0, u essendo 
il versore délia normale esterna di S; 
Rs = Rs(Pi fi) è una funzione positiva, continua e limitata e defi­
nita per Pe C e qualunque sia fi. 

Viceversa, dalla (2) è possibile risalire alla forma (1). 
Non è difficile dedurre dalla (t) Vequazione del trasporto in 

forma differenziale. Notiamo infatti che il secondo membro délia 
(1) è derivabile rispetto ad R e dunque lo è anche il primo. Segue 
che N(P — RQ, fiî, t — Rlv) è derivabile rispetto ad Ë e quindi 
rispetto a t ed aile coordinate x, y, z di P e si ha : 

-= N(P - 22fi, fi, t — R/v) = - fi . àN(P — RQ, Û, t — Rlv) -
dR 

~\ïtN(P ~ ÈQ> S' ' - Èlv)> ( A s grad)' 

Dalla (1), derivando rispetto ad ï?, si ottiene allora: 

S exp (— 2R)N(P — Ëïî, fi, t — R/v) + 

+ e x p ( - S ^ ) | Û • àN(P — R% fi, t — R/v) + 

+ ^~N(P-RQ, Sî, t-R/v)]^ ^ e x p ( - Z Ë ) f a p - Ë S Î , ïî', t—B/«)*o'+ 

+ ^ exp (— SË)Q(P — 5fi, i — Ï2/t>), 
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dato che le funzioni integrande, al secondo membro délia (l), sono 
continue. Dalla précédente, dividendo ambo i membri per exp(—Sfî 
e sostituendo P a P — RQ e t a, t — R/v, si ricava: 

(3) 
d-t + «s + «fi • A] N(P, fi, t) = ^fftyP, «', «*•>' + ^ Q(P, t). 

La (3) è la forma differenziale dell'equazione di BOJCJTZMANN. 

Viceversa, dalla (3) è possibile dedurre la (1) e quindi la (2). 

S=S+uS' 

Dimostriamo ora che, se le funzioni Q ed Ns ammettono derivate 
ra-esime rispetto a t continue e limitate, la densità neutronica 
N(P, a, t) risulta derivabile m volte rispetto a t e la omNldtm è 
continua e limitata. Procedendo infatti in maniera analoga a quanto 
fatto in [5]. possiamo risolvere la (2) con il metodo délia série di 
NEUMANN, ponendo: 

(4) N(P, 8, <) = S Nt(P, a, t), 
îssO 

ove: 

tf0(P, a, t) = exp [ - ZRsiP, Q)]Ns[Pï, a, t — Bs(Pt 0)1 v) + 
**s 

+ 4 - j exp (— ZR)Q(P -RQ, t - R/v)dR, 
0 

2Vi(P, S, t) = ^ / e x p ( - 2B) j [N^P - #a, a', * -R/v)dtù' j di?, 
0 G)' 

• = 1. 2, 3 

Tenendo presenti le ipotesi fatte all'inizio di questo paragrafo 
sulle funzioni Q ed Ns, dalla prima délie (5) segue che NQ(P, îi, t) 

(5) 
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è una funzione continua e limitata per PeC e qualunque siano 
a e t. Indicato allora con H0 Festremo superiore dei valori délia 
funzione N0{P, a, t) per Pe C e qualunque siano a e t, dalle (5) 
si ottiene: 

0 ̂  N9(P, a, t) <ÇH0; 0<^,(P, a, *)<c 11 -exp [—SBS(P, 8)] I HÇ<Z 

^ c [ l - e x p ( - S 5 ) ] H o , 

ove c = /7S, S = sup [Rs[P, 8)1 = sup [PPsl-
Pec PeC 

u u 

E, in générale: 

(6) 0 ̂  iV,(P, 8, t) «£ | c[l - exp ( - 25)] | *fl, = ff0fc-, t = 0, 1, 2, .... 
ove ft = c[l — exp (— 2¾)]. 

Dalla (6), supposto che valga h < 1, segue che la série (4) è 
uniformemente convergente per PeC e qualunque siano 8 e t; 
dunque la funzione continua e limitata, somma délia série (4), è 
l 'unica soluzione dell' equazione (2). nelle ipotesi che Q ed Ns siano 
continue e limitate. 

Avvertiamo che, se si suppone di conoscere, corne in [5], la 
funzione N(P, 8, t) per t<,0, Pesistenza e Punicità délia soluzione 
délia (2) possono essere dimostrate senza fare uso délia condizione 
fc<l. 

Ammettiamo ora che le funzioni Q ed Ns possiedano derivate 
prime rispetto a t continue e limitate : segue che N0(P, 8, t) è deri­
vabile rispetto a t e che la dNJdt è continua è limitata. Indicato 
allora con 1/, 1'estremo superiore dei valori che la funzione \dN0/dt\ 
assume per P e C e qualunque siano 8 e t. si ha: 

dNj 
di ^N^P-B^VJ-B/v) <£/exp(-M,{/ Ai)' dB < 

(7) 

< c[l - exp (— ^5)]i7x = fcfl, 

E, in générale: 
dN< 
U <!!&, i = 0, 1, 2, 

La (7) nell' ipotesi che h < 1, permette di affermare che la série 
(4} è derivabile rispetto a t termine a termine e che la dNjdt è una 
funzione continua dei suoi argomenti, quale somma di una série 
uniformemente convergente di funzioni continue. 

Osserviamo poi che, dalla (2), dalla (6) e dalla (7), nell'ipotesi 
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h < 1, si ottiene : 

491 

0<N(P, 8, t)<ï=H* 
dN 
dt — 1 — h' 

•e, in générale : 

48) 
dmN H„ 

— 1 — h' 
m = 0, 1, 2, 

ove i 2 m = SUp 
PS C, J, ûl 

^ * . ( * . ». ') 

Eiiassumendo i risultati precedenti, possiamo enunciare il 

TEORBMA. 1. - Se le funzioni Q ed Ns, che compaiono al secondo 
membro délia (2), sono funzioni continue e limitate insieme con le 
loro derivate m-esime rispetto a t e se h = c[l — exp ( — 26)] < 1, 
l'equazione (2) a m mette una ed una sola soluzione N= N(P, 8, t,) 
funzione continua e limitata insieme con la sua derivata Ki-esima 
rispetto a t La funzione N(P, 8, t) e la sua derivata m-esima 
rispetto a t soddisfano poi diseguaglianze del tipo (8). 

3. - L'equazione délia cinetica. 

Procedendo corne in [6], moltiplichiamo ambo i membri délia 
<3) per sen$dd*dbdVp e integriamo rispetto a 8* tra 0 e 7t, rispetto 
a ty tra 0 e 2:r e in tutto il volume di C. Si ottiene: 

<9) j t n(t) + vZn(t) + v f dt* f[Q . AiV(P, 8, t)]dVP = vfn{t), 
o C 

ove si é posto: 

(10) n(t) = fdu> f N(P, 8, t)dVP. 

L'intégrale, che compare al primo membro délia (9), pub essere 
trasformato mediante il teorema di GAUSS : 

[[8.Ai\T(P, 8, t)]dVP= f[u-QN(Ps, 8, t)]dS = 
à s 

= f[u • &N(PÎ, a, t)]ds - f[ i u • a 12\r(Ps, a, *)]*s, 
5+ 5— 
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ove /S+ é la porzione di S per cui 8. u > 0 ed S~ quella per cuî 

a.a<o. 
Pacendo poi uso délia (2) (per P = pf e per P = P7 rispetti-

vamente), si ottiene: 

f [8 . àN(P, 8, t)]dVP = - J [ | u • 8 | iV5(PF, 8, *)]dS + 
c 5 -

+ j | u • 8 exp [- 2i25(P^~, Q)]Ns(Ps~, 8, < - ft(Pf, B)/«) + 
5+ 

+ -^ u • 8 f exp ( - ES) [/* fN[PÎ— BQ, tt\t - fi^dio' + 
0 u' 

+ e(Ps~ — i28, i - B/v)\dB 1 d/S, 

ove si è tenuto conto del fatto che Bs(P7, 8) = 0 e si è posto» 
BÎ=Bs(PÎt 8). Posto poi: 

0(8, t) = v j[ | u • 8 i iV5(P5", 8, f j]dfi - v f\ a -8 exp [ - HBs(Pf, 8)] x 

R+ 

XiV5(P5,8, t-Bs(Pft a)/v)+^u^afoiP^RQ, *-fi/t>)exp(-22ï)dB\dSr 
e 

si ha: 

J [tt • AMP, i!, i)jd VP = - \ s(Q, t) + 
(11) ° tf 

+ ^ f\ u • S /" exp ( - SB) f [N(PÎ- RQ, Q', t - R/v)da>' dR j dS. 

Dalla (11), con un metodo simile a quello délia « distribuzione 
délie corde » di DIRAC, [7], si ricava : 

f[S • AN(P, S, t)]dVP = - \ s(Q, t) + £ f\ exp ( - SP^Q) X 
c c 

X.(N(Q, fi', t — pfQ^dui'^dVq, 
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,+ ove si è posto Q — Ps — R& 

(12) 

Sostituendo la précédente nella (9), si ottiene infine: 

d 
dt n{t)=s(t) + v(f-H)n(t) — 

^fj du / exp ( - ZPÎQ) (N[Q, Q, t - pfQ;v)ékùl dVQ 

u C 

ove s t(t)= js(Q, t)du. 

° + 
Sviluppando poi la densità neutronica N[Q, 8', t — PsQM in 

série di potenze di (PsQ/v): 
00 (-^7^,...^ÔM 

(13) N(Q, fi, t-PÎQjv)=N(R, fi', <)+S|—j-(PÎQlv)>»^N(Q, fi', t)r 

la (12) puô scriversi: 

dn 
^=v(f-H)n(t)-^ffd^exV(-^PtQ)l'N(Q> fi', i)da>'|dVQ+s(*)-

(14) 
O) C 

-yda) [ [exp( -2P^e) (P^eW^(Q, 8', t)do)f dVQr 

ove si è supposto che la série, che compare al secondo membro 
délia (13) sia integrabile termine a termine. 

Definiamo ora le funzioni: 

p(t)=fdio f\exp(—2,PiQ)fN(Q, a',*)dto'] dVql[^n(t)\ < 1, 
l u G u' 

<15) S [Tm(t)]™=[dul\exV(-2PfQ)(PfQ;v)^ dVQl[^n(t)]< 

ove 

< immp(t), (m = i> 2> 3> •••> 

5 = sup [pfQ], ±Tin(t) = I du f\ [N(Q, 8', t)dw'l dVQ. 
Qe c, o J J L l J 

o C o' 

Tenendo présente che exp (— 2Ps~Q) è la probabilità che un 
neutrone percorra il tratto PsQ senza subire collisioni, [8], non è 
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difficile provare che p(t) é la probabilità média che un neutrone, 
dopo aver subito un urto in un qualunque Qe C, sfugga da C at-
traverso S ; T^Ê) è i l tempo medio che un neutrone impiega a sfug-
gire da C; e cosï via. 

Vogl iamo anche sottolineare il fatto che le funzioni p(t) e Xm{t) 

possono essere determinate sperimentalmente e che, anche senza 
ricorrere a dati sperimentali, p e xZ hanno, in ogni istante t, va­
lori che sono largamente insensibi l i alla scelta délia forma délia 
funzione j N(Q, 8'. Qdu', che compare nella (15), [6], 

u' 
Facendo uso délie (15), la (14) d iv iene: 

^ = v(f- 2|n(*) - vfp(t)n(t) - vf* K-Jr jp [xZ[t)n{t)\ + s(t\ 
di 

o anche 

dn c [ l - p ( * ) ] - l 
< i b ) AT = T n\l) ' 

ml 

c œ ( _ l ) « d 
dt h hm=i ™}- ^ [*#)»(*)]+ «(*), 

ove si è posto c == f/2, l0 = l / i;2. 
La (16) é T equazione délia cinetica dei reattori nucleari. 
Proviamo infine che le operazioni, che si sono eseguite per 

ottenere la (16) a partire dalla (12), sono tutte lecite, se si fanno 
ipotesi opportune suile funzioni Q ed Ns, che compaiono al secondo 
membro délia {2). 

Osserviamo all'uopo che, per il termine generico délia série 
{13), si ha : 

(17) PÎQ I /S \ m l din I / S \ m H 

MO. »',*>!< g) l ^ i f t B ' . Q ^ d ) 3 ¾ . 

ove si è fatto uso délia (8). Se ammettiamo poi che le derivate 
parziali successive rispetto a t délie funzioni Q ed Ns, oltre che con­
t inue e limitate, siano tali che la dmNJdtm soddisfi la diseguaglianza: 

(18) <AB™, m = 1, 2, 8Ï= ^o(P< G, *) 

i l e P essendo costanti positive opportune, dalla (17) segue: 

PfQ]m dm 

v J dtm " <19) N(Q, 8', t) 
A /SB\"» 

YZTk(T) ' m = 1 ' 2 
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dato che, nelle ipotesi fatte, Hm < ABm, 
La diseguaglianza (19) permette di affermare che la série (13) 

è uniformemente convergente per Qe C e qualunque siano 8 e t 
e dunque integrabile termine a termine e che la série degli inte-
grali è ancora uniformemente convergente. 

Notiamo poi che, nell' ipotesi (18), la derivata w-esima délia 
funzione n = n(t), definita dalla (10), soddisfa la diseguaglianza 
seguente : 

(20) 
d™ 

dt" 

i r c\ dm 

Mt)\<] dt»j \^mp9 " *) 
o C 

dVp< —rzr~k~ — KB > 

ove K = 4TTA Vcl(l — h) e Vc è il volume di C. 
Riassumendo i risultati precedenti possiamo enunciare il 
TEOREMA 2. - < Se le funzioni Q ed Ns, che compaiono al secondo 

membro délia (2), sono assegnate in modo che sia verificata la 
diseguaglianza (18) e se h < 1, valgono i risultati del Teorema 1. 
e la funzione n = n(t), definita dalla (10), soddisfa P equazione dif-
ferenziale di ordine infinito (16) e la du,n]dtm soddisfa la disegua­
glianza (20).» 

4 - L9 equazione (16). 

AlPequazione délia cinetica dei reattori nucleari (16) si possono 
associare le condizioni iniziali: 

(21) 

n(0) = fcko [N(P, fi, 0)dVP, 
u C 

^Mt)\=r{fd.f\^N(P,Q,t)\dVp , m = l, 2, ..., 
t=0 

i secondi membri délie (21) potendosi ritenere noti in seguito a 
misure délia densità neutronica N(P, 8, t), eseguite per valori di 
t appartenenti ad un conveniente intorno delP istante t = 0. 

Notiamo che Pequazione (16) con le condizioni iniziali (21) am-

mette almeno la soluzione (10), n(t) = j da) / N(P, 8, t)dVp, ove N(P, 
8, t) è Punica soluzione délia (2). ù c 

Dimostriamo che la (10) è anche Punica soluzione del sistema 
(16), (21), appartenente alla classe di funzioni, che ammettono deri-
vate rispetto a t di qualsiasi ordine e tali da soddisfare, per £ > 0 , 
diseguaglianze del tipo (20). 
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Siano infatti n{t) ed n(t) due soluzione distinte del sis te ma (16), 
(21), appartenenti alla classe di funzioni sopra definita. Posto e(t) = 
=n(t)—n(t), si verifica immediatamente che la eU) soddisfa Pequazio­
ne, che si ottiene dalla (16) facendovi s(<)=0, e le condizioni iniziali: 

(22) e(0)= l im etf)=0; 
t-+o+ I 

dm 

d&*(t) 1 = lii 

Si ha poi, per ogni t> 0: 

(23) 
dm 

dt^ e(*) d&n{t] + 

lim 
i—o+l 

d«* -

dm 

dt™ G(t) =0, m = l , 2, 

< 2XP™, m = 1, 2, 

Dal le (23) segue che e = z(t) é sviluppabile in série di TAYLOR: 

d" 
(24) t(t) = 6((.) + 2 - ^ 

df ,«(') 
l*=*o 

( * - * o ) w * o > 0 , * > 0 . 

Sia ora [0, T], T > 0, un intervallo di tempo arbitrario prefis-
sato; per J0e(0, T], te[0, T], la série, che compare al secondo membro 
délia (24) è uniformemente convergente a causa délia (23). Passando 
quindi al l imite per t0 —- 0+, dalla (24) si ottiene: 

oo int 

e(*) = l im «(*,) + 2 - f l i m 
dm 

dt™ e(') 
<=>o 

- 0 , 

ove si è fatto uso délie condizioni (22). 

Si conclude che, nel le ipotesi che hanno permesso di dedurre 
la (16) dalla (2), Pequazione (16) con le condizioni (21) amraette una 
ed una sola soluzione, appartenente alla classe délie funzioni, che 
hanno derivate di qualsiasi ordine e tali che le derivate verificano 
le diseguaglianze (20). 
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