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I’equazione della cinetica dei reattori nucleari

ALp0 BELLENI-MORANTE (Firenze) (*)

Sunto. - Si prova che U’equaczione della cinetica dei reattori nucleari, dedotion
con procedimento rigoroso direttamente dall’ equazione del itrasporto ds
Boltzmann, é un’ equasione differenziale di¢ ordine infinito.

Summary. - We deduced the reactor Kkinetics equation directly from the
Boltemann transport equation and we proved that it is a differentiad
equation of infinite order.

1. - Introduzione.

E noto che esistono diversi metodi per ottenere I’equuzione
della cinetica dei reattori nucleari a partire dall’equazione de}
trasporto di BoLTzMANN.

Il pi elementare & quello che fa uso dell’approssimazione P-1"
(o della diffusione) dell’equazione di BoLTzMANN e che consiste
nel risolvere 1’ equazione della diffusione per separazione delle
variabili, [1,].

Un secondo metodo, piu rigoroso del precedente, si fonda
sull’ipotesi che la densith neutronica, funzione incognita nell’equa-
zione del trasporto, sia esprimibile mediante un prodotto di una
funzione del tempo per una funzione di tutte le altre variabili, [1,].

I due metodi, ora descritti, conducono ad equazioni, che sono
conseguenze approssimate dell’equazione di BoLTzMANN e che sono
in pratica utilizzabili soltanto quando il reattore in studio funzijona
in condizioni «quasi critiche», 1’errore che si commette essendo
in generale difficilmente valutabile. I1 procedimento, descritto in
[1,], & stato quindi modificato in [2], introducendo un’opportuna
funzione peso: ’equazione della cinetica dei reattori nucleari pud
allora essere dedotta da quella del trasporto in maniera rigorosa.

I1 procedimento [1,] & stato anche modificato utilizzando le aunto-
soluzioni dell’equazione di BoLTZMANN aggiunta e sviluppando la
densita neutromica in serie di tali autofunzioni, [1,].

(*) ‘Lavoro eseguito nell’ambito dell’attiviia del Gruppo di Ricerca
Matematica n. 6 del Consiglio Nazionale celle Ricerche.
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Il metodo [2] conduce perd ad un’equazione della cinetica che
& spesso troppo complicata ai fini pratici, mentre il metodo [1,] si
fonda sulla congettura che le autosoluzioni dell’equazione di Borr-
ZMANN aggiunta siano un sistema completo.

Nella presente nota ci proponiamo di ricavare 1’ equazione della
cinetica dei reattori nucleari senza fare uso di alcuna ipotesi ap-
prossimata ed operando unicamente sulla funzione densith neutro-
nica, soluzione dell’equazione di BorLTzMaNN.

2. - L’equazione di Boltzmann.

Prima di dedurre I’equazione della cinetica dei reattori nucle-
ari, & utile accennare ad alcune proprietd dell’equazione del tra-
sporto.

Sia C un mezzo materiale, omogeneo, limitato dalla superficie
regolare e non rientrante S, (!), (V. Figura); supposto che i neu-
troni, che diffondono entro C, abbiano tufti la stessa energia, la
equazione integrale di BoLrzMANN ha la forma, [4]:

NP, @, t)—exp(— ZR)NM(P — R®, @, t — R/v) =

(1) f exp(—zR)” NP —RQ, @, t — Rjv)do’ | dB +

R
+ ;—n/exp (— ZR)Q(P — R, t — RJv)dR,

ove:

NP, @, t) & la densith dei neutroni che, all’istante £, sono nel-
P’intorno del punto Pe C ed hanno velocith v = vQ;

2 & la sezione macroscopica d’urto totale;

f & una costante che caratterizza i fenomeni della moltiplicazione
dei neutroni per fissione e dello «scattering» (che supponiamo
isotropo nel sistema L, [3]);

f w do’ = f ap f .. sen 3dd, ove & e ¢ sono rispettivamente 1’an-
golo di colatitudine e 1’angolo di azimut, che individuano il ver-
(1) Diciamo con [3] che C & limitato da una superficie non rientrante

S, quando ogni semiretta, uscente da un qualsiasi Pe€ C, incontra S una
sola volta.
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sore @ = @(¥, ) rispetto ad un conveniente sistema di coordinate
cartesiani ortogonali;
Q(P, t) & una funzione positiva assegnata, che supponiamo per ora
continua e limitata per Pe C e qualunque sia ¢. )

La (1), se in particolare & R — Rs(P, Q), (Fig.), diviene:

N(P, @, t) = exp [— ZRs(P, Q)Ns(P5, ®, t — Rs(P, @)/v) +
. Rg(P, Q)
@) + E[exp(—— *R) z f[N(P — RQ, @, t — Rjv)dw’ +

[}

+ QP —RQ, t — Rlv) | dR,

ove:

Ns(Ps, @, {) ¢ una funzione positiva assegnata, che supponiamo
continua, limitata e definita per qualsiasi valore di {, per Pse S
e per tutti gli @ che soddisfano la relazione . u <0, u essendo
il versore della normale esterna di S;

Rs = Rs(P, ?) & una funzione positiva, continua e limitata e defi-
nita per Pe C e qualunque sia €.

Viceversa, dalla (2) & possibile risalire alla forma (1).

Non & difficile dedurre dalla (1) 1’equazione del trasporto in
forma differenziale. Notiamo infatti che il secondo membro della
(1) 2 derivabile rispetto ad R e dunque lo & anche il primo. Segue
che M(P — R®, @, t — R/v) & derivabile rispetto ad R e quindi
rispetto a ¢ ed alle coordinate =, %, 2 di P e si ha:

'} — — — _
7 NP —Re, @ t—Rjo)= — 2. ANP— RS, @, t —RJv) —

- % %N{P— RQ, ®,t— R/v), (A=grad).

Dalla (1), derivando rispetto ad R, si ottiene allora:
S exp|— ZR)N\P — R®, ?, t — R/v) +

+ exp(—3IR) g Q. AN\P — RQ, @, t — Rjv) +

+1 2 NP—Fe,9, t—zi/v)} — L oxp (2P R, @, t— R+

+ ﬁ exp (— XR)Q(P — RQ. t — R/v),
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dato che le funzioni integrande, al secondo membro della (1), sono

continue. Dalla precedente, dividendo ambo i membri per exp(—ZR
e sostituendo P a P — R e t a t — R/v, si ricava:

? . , L,
(3) [a't +vZ+v9-A] NP, 2, t)=&f/N(P, 2, tdw' + - Q(P, §).

La (3) & la forma differenziale dell’equazione di BorrTzmannw.
Viceversa, dalla (3) & possibile dedurre la (1) e quindi la (2).

Dimostriamo ora che, se le funzioni  ed Ny ammettono derivate
m-esime rispetto a ¢ continue e limitate, la densith neutronica
N(P, @, f) risulta derivabile m volte rispetto a £ e la mN/oim &
continua e limitata. Procedendo infatti in maniera analoga a quanto
fatto in [5], possiamo risolvere la (2) con il metodo della serie di
NEUMANN, ponendo:

(o]
4) NP, ®, t) = S N(P, @, 1),
ove: =

N,(P, @, t) = exp | - ZRs(P, Q)|Ns(P5, , t — Rs(P, ®)/v) +

Rg
1
+ 4 [ exp (— ZR)QP — RQ, t — R/v)dR,
(5) o
Rg
NP, @, t)= ﬁ f exp (— ER)i [ N,—,(P— R®, €, t —R/v)dw’ | dR,
° ° i=1,23, ..

Tenendo presenti le ipotesi fatte all’inizio di questo paragrafo
sulle funzioni @ ed Nj, dalla prima delle (5) segue che N, (P, @, #)
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@ una funzione continua e limitata per Pe C e qualunque siano
@ e i. Indicato allora con H, 1’estremo superiore dei valori della
funzione NP, @, ) per Pe C e qualunque siano @ e ¢, dalle ()
si oftiene:

0< NP, t)< H,; 0<<N,P, . t)<c|1 —exp[—3SEs(P, Q)] H,<
< [l — exp (— Z3I)|H,,

ove ¢ = f[3, = sup [RBs(P, )] = sup[PPs].
PeC pPeC
a 0

E, in generale:

6) O<N(P, @ t)<<ic[l— exp(— )] \'H,=H,ht, i=0,1,2, ...

ove h = c¢[1 — exp (— Z3)].

Dalla (6), supposto che valga h < 1, segue che la serie (4) &
uniformemente convergente per Pe C e qualungque siano @ e t;
dunque la funzione continua e limitata, somma della serie (4), &
I’unica soluzione dell’equazione (2), nelle ipotesi che @ ed Nssiano
continue e limitate.

Avvertiamo che, se si suppone di conoscere, come in [5], la
funzione N(P, 2, {) per ¢ <0, I’ esistenza e 1’unicitd della soluzione
della (2) possono essere dimostrate senza fare uso della condizione
h <.

Ammettiamo ora che le funzioni @ ed Ns possiedano derivate
prime rispetto a { continue e limitate: segue che N (P, @, {) & deri-
vabile rispetto a ¢ e che la 9N,/of & continua & limitata. Indicato
allora con H, I’ estremo superiore dei valori che la funzione |aN,/at|
assume per Pe C e qualunque siano € e . si ha:

' a {_4f exp( ER)gf‘at N|(P—-RQ, ', t—R/[v}| dw’ §d3<
<[l —exp(— Y3)|H, =hH,.
E, in generale:
@ ’%—N' i=0,1,2 ..

La (7) nell’ipotesi che h < 1, permette di affermare che la serie
(4) & derivabile rispetto a ¢ termine a termine e che la 2N/3 & una
funzione continua dei suoi argomenti, quale sornma di una serie
uniformemente convergente di funzioni continue.

Osserviamo poi che, dalla (2), dalla (6) e dalla (7), nell ipotesi
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h <1, si ottiene:
0<NP Q H< i < —
SMESN=1—% |7 |=i=hw

e, in generale:

amN Huy
(8) lat_m‘gl—__—h, m=0,1,2, ..... N
om
ove Hyp, =Pes:;1,1:’ 0[ S NP, @, t) | ]

Riassumendo i risultati precedenti, possiamo enunciare il

TeorEMA 1. — Se le funzioni @ ed Ns, che compaiono al secondo
membro della (2), sono funzioni continue e limitate insieme con le
loro derivate m-esime rispetto a ¢ e se b = c[l — exp(— 23)] < 1,
Y equazione (2) ammette una ed una sola soluzione N = N(P, @, {,)
funzione confinua e limitata insieme con la sua derivata m-esima
rispetto a t. La funzione N(P, @, ) e la sua derivata m-esima
rispetto a ¢ soddisfano poi diseguaglianze del tipo (8).

3. - L’equazione della cinetica.

Procedendo come in [6], moltiplichiamo ambo i membri della
{3) per sen $d¥d)dVp e integriamo rispetto a & tra 0 e =, rispetto
a P tra 0 e 21 e in tutto il volume di C. Si oftiene:

9) gtn(t) + v3n(t) + v f dw [ [2-ANP, @, $)]dVp = vfn(t),
© C
ove si é posto:

(10) n(t) = f dw [ NP, @, HdVp.
© C

L’integrale, che compare al primo membro della (9), pud essere
trasformato mediante il teorema di GAUSs:

[ [@-ANP, &, $)]dVp = /. [u- QN(Ps, {, $)]dS =
c s

= f [u- NPT, @, #]dS — f [lu-2|NPs, 2 #)dS,
s+

s—
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ove S+ é la porziome di S per cui €. u>0 ed S— quella per cui
Q.u<0.

Facendo poi uso della (2) (per P=Pfe per P = Ps rispetti-
vamente), si ottiene:

[12-an®, 2, 01ave=— [[1u-2| (5, 2, 9)as +
C s—

+fl u-Qexp[— SRs(PY, Q)|Ns(P5, @, t — Rs(PY, e)/v) +
st

+
s

R
1
+ g u Q/exp(— %R) [ffN(P's"-— R®, @'t — R v)dw’ +
] W

+ QPf—Re, t — R/v)]dR | ds,

ove si & tenuto conto del fatto che Rs(Ps, 2 =0 e si & posto
R = Rs(Pfg", Q?). Posto poi:

u-Q exp [— SRs(PT, 9] <

s(Q, ) =b[[| u- Q| Ns(P5, €, t)]dS—'v/
s— st

-+
s

> Ns(P5, 2, t— Rs( P4, sz)/v)+417t u-Q f Z(PE"—RQ, t— Rjv)exp(— ZR)dR%dS,
si ha: )
f [ - AN(P, @, £))dVe = — :—) s(@, §) +
(11) ° m
+ {;” u- Qfexp (— ZR) [/N(P}"—RQ, Q, - R/v)dm'] dR $ ds.
s+ o &

Dalla (11), con un metodo simile a quello della «distribuzione
delle corde» di Dirac, [7], si ricava:

1
Cf[sa-AMP, o, HlaVe— — _s(® 0+ ﬁf[ exp (— 2PF Q) x
[+

= [ M@, , t— P omyaw ave,
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ove si & posto Q = P¥—RQ.
Sostituendo la precedente nella (9), si oftiene infine:

d
(12) 2 m(t) = s(t) + olf — Zymlt) —

4—1; f[dw / [exp (— ZP.-SI-Q) [N(Q, Q,t— Isﬁ'v)dw’] dVq
5 ¢ &

ove s(t) =fs{9, H)dw.

Sviluppando poi la densith neutronica N(Q, R, t—P:s*'Q/'u) im
serie di potenze di (P;"Q/'u):

(13) M@ @, t—PEQr=NE, @, 4+3 T gumitme, @, 4,

la (12) pud scriversi:

d
=i~ En{t)———f/ dwf [exp(— P?Q)[ N, 2, t)du)’ldVQ—l-s(t)_
(14) v
O (m])m gm - I :
:n’:,i(l m,) am dm[ [exp (—ZPE"Q)(PEFQ/v)m_! MO, &, t)dw']dVQ,
C

w’

ove si & supposto che la serie, che compare al secondo membro
della (13) sia integrabile termine a termine.
Definiamo ora le funzioni:

i:(t)=w[ J [[exe —2PF Q)J, M@, 0| aVollmnt] < 1,

(19) § (omttin = exp (— 2P QP @010, 2w a Valnnit]<

© C w’

< (3/v)mp(), m=1,2 3, .)

ove 3 —_égg}ao[P?Q],_ dnn(t) = mfdwé[ L[ MG, @, t)dm’]qu.

Tenendo presente che exp (— ZP&FQ) & la probabilith che un
neutrone percorra il tratto PFQ senza subire collisioni, [8], non &
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difficile provare che p(f) é la probabilith media che un neutrone,
dopo aver subito un urto in un qualunque Qe C, sfugga da C at-
traverso S; t,(f) & il tempo medio che un neutrone impiega a sfug-
gire da C; e cosl via.

Vogliamo anche sottolineare il fatto che le funzioni p(f) e Ttwm(f)
possono essere determinate sperimentalmente e che, anche senza
ricorrere a dati sperimentali, p e tj hanno, in ogni istante ¢, va-
lori che sono largamente insensibili alla scelta della forma della

funzione { N(Q, @', )dw’, che compare nella (15), [6].

Y
Facendo uso delle (15), la {14) diviene:

d m ’"
G = oUf— Zimlt)— ofp(tm(t) — of £ " S5 [tmt]) + sl

o anche:
d 1— p(t]—1 1)= dm
ey G =L EI= Ly 2 SO S omo) + st

ove si & posto ¢ = f/%, 1, = 1/vX.
La (16) é I’equazione della cinetica dei reattori nucleari.
Proviamo infine che le operazioni, che si sono eseguite per
ottenere la (16) a partire dalla (12), sono tutte lecite, se si fanno
ipotesi opportune sulle funzioni @ ed Ns, che compaiono al secondo
membro della {2).

Osserviamo all’uopo che, per il termine generico della serie
(13), si ha:

nt oM

at m

PiQ
v

o |

MO @, t)\s( |a" z,

v 8 " m
t"N(Q’Q’t)IS(’E) 1_h‘
ove si & fatto uso della (8). Se ammettiamo poi che le derivate

parziali successive rispetto a ¢ delle funzioni @ ed Ns, oltre che con-
tinue e limitate, siano tali che la 3" N, [oi" soddisfi la diseguaglianza:

(18) I ;m Ny(P. €, t)’<ABm m=1, 2 ...

A e B essendo costanti positive opportune, dalla (17) segue:

(19) | Ps Q A [(8Bym

} atmN(Q’ QI t)|<—h(_,¢7) b m:l, 21 ..... >
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dato che, nelle ipotesi fatte, H, < ABm,

La diseguaglianza (19) permette di affermare che la serie (13)
¢ uniformemente convergente per Qe C e qualunque siano € e %
e dunque integrabile termine a termine e che la serie degli inte-
grali ® ancora uniformemente convergente.

Notiamo poi che, nell’ipotesi (18), la derivata m-esima della
funzione n = n(t), definita dalla (10), soddisfa la diseguaglianza
seguente:

dm
(20) ’ 2 i) ’ < f dw [
) c

ove K=4nAV¢/(1 —h) e V¢ & il volume di C.

Riassumendo i risultati precedenti possiamo enunciare il

TEOREMA 2, ~ «Se le funzioni @ ed Ns, che compaiono al secondo
membro della (2), sono assegnate in modo che sia verificata la
diseguaglianza (18) e se h <1, valgono i risultati del Teorema 1.
e la funzione n = n(f), definita dalla (10}, soddisfa 1’ equazione dif-
ferenziale di ordine infinito (16) e la d"n/di™ soddisfa la disegua-
glianza (20).»

4<VcHyu

a'”
WN(P’ Q Hidvp< T

< KBm™,

4 - L’ equazione (16).

All’equazione della cinetica dei reattori nucleari (16) si possono
associare le condizioni iniziali:

n{0) =fd(o/N(P, Q, 0)dVe,

(21) w (o]

dm i aﬂl
T n(t)]t=o= H du; [ g o NP, @, 1) } dvpjtzo, m=12, ..,

i secondi membri delle (21) potendosi ritenere noti in seguito a

misure della densitd neutronica N(P, @, f), eseguite per valori di

t appartenenti ad un conveniente intorno dell’istante £ = 0.
Notiamo che l'equazione (16) con le condizioni iniziali (21) am-

mette almeno la soluzione (10), n(f) = | dw [N(P, @, t)dVp, ove NP,
Q, {) & 'unica soluzione della (2). o €

Dimostriamo che la (10) & anche ’'unica soluzione del sistema
(16), (21), appartenente alla classe di funzioni, che ammettono deri-
vate rispetto a { di qualsiasi ordine e tali da soddisfare, per £=0,
diseguaglianze del tipo (20).
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Siano infatti n(f) ed n(t) due soluzione distinte del sistema (16),
(21), appartenenti alla classe di funzioni sopra definita. Posto ¢(f) =

=n(t)—n(t), si verifica immediatamente che la ¢(f) soddisfa Pequazio-
ne, che si ottiene dalla (16) facendovi s(£)=0, e le condizioni iniziali:

22)  &0)=lim et —0-["—'" o =i [d_" t]_o P
¢ _t-1>0+ ¢ )_ ’ dt'”s( ) t=0_ t_l.I(ﬂ dtme( ) Y m=1, g, ....

Si ha poi, per ogni t=0:

dm -
(23) ’dtm s(t)'< l dtmn(t)’+ ’Wn(t)’ <2KBm, m=1,2, ...

Dalle (23) segue che & = ¢(f) é sviluppabile in serie di TAYLOR:

"e

(24) elt) = elto) + 2‘. [dt,,, a(t)] (¢ —t)" £,>0, £=0.

Sia ora [0, T], T > 0, un intervallo di tempo arbitrario prefis-
sato; per t,e (0, T), te[0, T, la serie, che compare al secondo membro
della (24) & uniformemente convergente a causa della (23). Passando
quindi al limite per t,— 0+, dalla (24) si ottiene:

oo fme

e(t) = hm e(to) + Z‘.

llm [dt’” e(t)] § =0,

ove si & fatto uso delle condizioni (22).

Si conclude che, nelle ipotesi che hanno permesso di dedurre
la (16) dalla (2), ’equazione (16) con le condizioni (21) ammette una
ed una sola soluzione, appartenente alla classe delle funzioni, che
hanno derivate di qualsiasi ordine e tali che le derivate verificano
le diseguaglianze (20).
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