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Osservazioni metodologiche riguardanti l'intégrale di Daniell 

Nota di GIOVANNI AQUARO, (a Bari) 

Snmmarv. - The aim of this Note, methodological .in character, is that of 
showing hoio some knowu results of Daniell's Intégration Theory, may 
be dtrived from a unified procédure. 

I n t r o d u z i o n e . - La présente Nota, a carattere p re v aie n te mente 
metodologico, è destinata a dare forma unitaria ad alcuni semplici 
risultati di teoria del l 'Intégrale di D A N I E L L , di solito considerati 
non riducibil i l 'uno ail'altro. 

A tal fine, v i ene adoperata uua classe di spazii di R I E S Z - S T O N E 
(spazii di B I E S Z , verificanti Tipotesi di STONE) di funzioni reali. 
G-li spazi di taie classe, qui denominati spazii di A R E N S - B A U E R , 
vengono distinti tra gli altri spazii di R I E S Z - S T O N E mediante una 
proprietà introdotta da R. A R E N S in [1] e largamente adoperata 
da H. B A U E R in [2] e [3]. La classe suddetta include l 'algebra 2(̂ C) 
dél ie funzioni semplici ris petto ad un anello ?M di parti di un in-
s ieme e Talgebra 3i(E) délie funzioni reali continue a supporto 
compatto sopra uno spazio (separato) localmente compatto i£. 

A lcune proprietà qui usate degli spazii di A R E N S - B A U E R sono 
state descritte da H. B A U E R in [3] attraverso teoremi di approssi-
mazione uniforme stabiliti da Lui e da G. NÔBELING in [5]. Le 
stesse proprietà vengono ritrovate qui con semplici procedimenti 
diretti e sono esposte nei un. da 2 a 7. 

Ne l n. 8 si indicano alcuni risultati elementari concernenti le 
forme l ineari relat ivamente limitate sopra uno apazio di A R E N S -
B A Ï Ï E R che costifcuîscono naturali estensioni di proprietà ben note 
per le misure di R A D O N (cfr. [4] cap. I I I , § 2, n. 4). 

Nel n. 9, con la prop. 6, si stabilisée una condizione sufficiente, 
oltre che ovv iamente necessaria, affinchè una forma lineare posi
t iva sopra uno spazio di A R E N S - B A U E R sia un intégrale di D A N I E L L 
(misura astratta secondo [4]). Taie condizione v iene impiegata nei 
nn. 10 e 11 per riottenere risultati relativi aile forme lineari positive 
su £(<ëU) e su <&(#). 

1. - Si richiama per comodità del Lettore, una definizione che 
trae origine da [4] (cap. II , § 1 , n, 1, def. 1). 

D E F. 1. Chiamasi spxzio di Riesz di funzioni reali sopra un 
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insieme E ogni insieme cR di funzioni reali su E verificante le 

segMenti proprietà: 

a) f e » , ge3L^t + ge&, 
b) ceR, f e & = ^ > c f e S t , 

c) fe$L^\f\e$l. 

OSSERVAZIONE, Notoriamente, se f e g sono elementi del suddetto 
St, da a), 6), c) consegue che fe oR, g e cR =^-inf (f, g)e oR e sup (/, g) 

Con riferimento ancora allô spazio di R I E S Z GR, si porrà 

m+= \te®\QE<f\n. 

D E F . 2. - Chiamasi spazio di Riesz-Stone sulV insieme E ogni 
spazio di Riesz cR di funzioni reali su E (def. 1) che verifichi la 
seguente proprietà: 

(S) /em=#>inf(/", 1^)6 31(1). 

OSSERVAZIONE 1. - La proprietà (/S), detta da alcuni autori pro
prietà di Stone, è stata introdotta da M. H. STONE in [6] (pag. 337, 
(3)). Essa è di certo verificata se ad cR appartengono le funzioni 
costanti, o, equivalentemente, risulta l^eêR, ma la (S) puô essere 
vera senza che sia IsecR (cfr. gli esempii che segnono). 

OSSERVAZIONE 2. - Del tutto ovvio è che la (S) sia équivalente 
alla proprietà; 

(S') V « e RI V f e A : inf (/, alE) e A. 

Quasi altrettanto ovvio è riconoscere l 'equivalenza di (S) alla 

(S") V f e % : inf(f, l* )eS t+ . 

Infatti la (S") è conseguenza diretta di (S). D'al tra parte, vera 
la (JS")> se è f e QR, risultando notoriamente 

(1) ^ f tt IJB) = - / • " + inf (/H-, la) 

(dove si richiami che è f = f+ — f- e inf (/H-, f-) = 0), si conclude 
che è vera la (JS). 

Naturalmente esistono esempii di spazii di RIESZ-STONE di uso 

(1) Per motivi di convenienza forniale, eon 0E ed XE denoteremo le 
funzioni costanti su E che hanno corne valore i numeri roali 0 e, rispet-
tivaraente, 1. 



4 4 8 GIOVANNI AQUAEO 

c o r r e n t e n e l l a t eor ia d e l l ' i n t e g r a z i o n e : 

E S E M P I O 1. - S ia &M u n anel lo di par t i di un ins ieme E e sia 
£(¾) il sot tospazio ve t to r ia le di W(E, R) ( l ' a lgebra délie funzioni 
r ea l i su E) g e n e r a t o da l la famigl ia ( f x ) z ^ dél ie funzioni carat-
t e r i s t i che degl i e l emen t i di ^ . Al lo ra £(¾) r i su l ta nno spazio di 
R I E S Z - S T O N E e r i s u l t a l ^ e £(¾) se e solo se è JEe^f. 

E S E M P I O 2. - Se E è uno spazio topologico, l ' i n s i eme dél ie fun
zioni r ea l i con t i nue su E che si a n n u l l a n o in un punto di i£ é uno 
spazio di R I E S Z - S T O N E non bana le se esistono funzioni r ea l i con t inue 
n o n cos tant i su E. ta ie che 1^ non gli appa r t enga . 

E S E M P I O 3. - Suppon iamo che E sia uno spazio topologico sepa-
r a to loca lmente compat to . Al lora l ' i n s i eme 3£(E) dél ie funzioni rea l i 
con t i nue a suppor to compat to su E è uno spazio di R I E S Z - S T O N E 
su E. I n o l t r e 1EG<K(E) se e solo se E è compatto. 

2. - Si ana l i z ze r à un impor t an t e sottospazio di uno spazio di 
R I E S Z - S T O N E dopo a v e r isolato, pe r comodità del Let tore , la seguente 
osservaz ione . 

L E M M A 1. - Supponiamo che f ed h siano funzioni reali sull'in
sieme E e sia (>£<&. Allora le seguentiproposizioni sono equivalenti: 

a) V e e J ? £ : i n f ( | f | , elis)<efc, 

b) detta yA la funzione caratteristica dell3 insieme A definito 
ponendo A = \ x e E \ f(x) 4= 0 | . risulta : 

c) xeE, h(x) < 1 =^> f[x) = 0. 

D I M . a) =^- b). - Se è v e r a Ja a), per ogni we| \f , r i su l t a 

i n f ( n | / ' | , 1 Ê ) < / I 

e q u i n d i 
c p A = sup inf (n | / | , 1B) < h. 

b) = ^ c). - Sia v e r a la b) e sia x e E e h(x) <r 1. Da b) consegue 
¥A(x)^î=h{&) < 1 e q u i n d i yA(x) = 0 donde f(x) = 0. 

c)=^a). - Sia v e r a la c) e sia xeE. A l lo ra o è f[x) = 0 ed 
a l lo ra b a n a l m e n t e , qua le che sia seR+, 

(1) i n f ( | f | , els)(«)Sefc(a!), 

o p p u r e è f(x)=\=0 m a a l lora si h a 1 ^ h(x) e qu ind i i n f ( | / " j , Z\E)(X) 
^E £<£&(#) e da ciô, ancora la (1). 
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3 . - Se SI è u n o spazio di R I E S Z (def. 1) di funzioni r ea l i sul-
T ins i eme E, deno te remo con cR00 l ' i n s i eme degl i e l emen t i l im i t a t i 
di cR. I n a l t r i t e rmin i , p o r r e m o : 

cR°°= IAe Sl^MeR^a'^xeE: \ f\x) | < M | . 

E del tu t to ovvio che SI00, ai pa r i di £ft, è uno spazio di R I E S Z 
e, se §1 ver i f ica la p ropr ie tà di S T O N E (cfr. Osservaz ione 1 a l la 
def. 1), anche Si0 0 la verifica. 

Ciô premesso, sia fe $ , cou gj spazio di R I E S Z - S T O N E SU E, e 
sia oce R+. Posto 

fa = f-inï{f, a ta), 

in forza di (1) del n. 1, r i su l t ando inf (A, OC\E) = a i n f l - f, 1E), si h a 

fa = f+-f--( — f-+inî(f+, OCÏE) = / * — i n f f f f , a l*) . 

Posto Ta = a_1/H-, ev iden temente , si h a 

/«ea+ , *e&+; »e-E, *(*) < 1 =#> M = 0. 
Ino l t r e 

Si deve subi to osservare che fa ed h verif icano la t e rza e q u i n d i 
c iascuna délie proposizioni equ iva len t i a) t b), c) del l e m m a 1. 

4. - Dopo ciô con H. BA.UER [3] (§ 1, 1-2, pag 54), p o n i a m o : 

(1) S { ° = î f e a a o l H f c e a + s ' s c e B , fc(x)< 1 =^f(x) = 0 !. 

I n forza del l emma 1. r i su l t a anche 

(2) S T = | 7 e » « | H f c e & + 3 ' V e e * + : i n f ( A e l * ) < e f e | , 

nonchè 

(3) $ ° = I / e éR00 | a ^ e $ + 9 ' Spt ( / )< -* î 

dove per u n a q u a l u u q u e funzione rea le g su £ si ponga 

Spt(flr) = sup inf (n\g\, lj?) 
«GJV 

ossia con Spt (g) si ind ich i la funzione ca ra t t e r i s t i ca ®A d e l l ' i n s i eme 

A= \xeE\g(x)=^0\. 

Si verif ica subi to e cio, per completezza, v i ene esegui to appresso , 
che cR° è u n o spazio di R I E S Z - S T O N E SU E. 

I n v e r o , in p r imo luogo, si r iconosce che è ver i f ica ta a) dé l ia 
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def. 1. Sia f e Si0 e geêH,0; esistono dunque fee5fc+ e keêH+ tali che 
\/-eeR+: i n f ( | f | , eljr)<Efc, inf ( | g |. el.E)<efc e quindi si ha 
inî[\f+g\, e l s ) < i n f ( | / | + |g! f elis)<inf (|/|, els) + in f ( | p | , e l * ) S 
< e(fe + A;). Ciô, poichè risulta h + ke St+, dimostra che è / "+£6 SI0. 

Se, poi, si tiene présente che, \ /ce/?c=(=0, risulta inf (| c*f\, EIJE) = 

= | o | inf f |/"[. j — . 1 # W | c | j—-fc = épanche la b) délia def. 1 è veri-
xicata* 

La c) è ovvia e la (S) si riconosce subito tenendo présente che 
è inf (inf (f, 1E), t l s ) = inf (/, inf(e, 1)1£) < i n f (s, l)fc<efc. 

Dunque, richiamata la def. 1, cft° risulta uno spazio di R I E S Z -

STONE. 

In aggiunta a quanto sopra si riconosce che 

(4) y/^ca°StaeSt+ a' (inf |f|, el*)<efc. 

Sappiamo già che, per definizione, se è feffî,0 esiste fce5t+ taie 
che xeE e k(x) <. 1 = ^ f{x) = 0 (cfr. la (1) qui sopra). Si assuma 

fc° = k — inf (A;. ÔIJEJ. Allora, per il contenuto del n. 3, risulta 

Inoltre si ha 

e quindi 

0 < A; — fc° = inf (k, 3 l*j < 3 1K, 

A;°<fc<fc0 + g l s . 

Se è k°(x) < g, si ha k(x) < fc°(cc) + 3 < r 2 + 3 < 1 e ^ 1 1 ^ 
/*(«:) = 0. Posto h = 2fc°, allora, da ft(ac) < 1 consegue f(x) = 0 e ciô, 
essendo 7iecïi+, dimostra che la (4) è vera. 

5. - Si deve osservare ora che: 

P R O P . 1. - Sia fe§l+. Allora, posto 

ta (fn)n6Ar è wna swccessiowe monotona crescente di elementi di 5J + 
e \f neN risulta : 
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e quindi taie successione converge uniformemente verso f in E. 

DIM. - Occorre solo riconoscere che ogni fn è in g{_j_ e questo 
consegue banalmente dal contenuto del n. 3. 

COROLLARIO. - Lo spazio di Riesz-Stone £ft° su E è contenuto in 
cR00 ed è ovunque denso in §iœ stesso quando questo sia munito délia 
norma uniforme, 

DIM. - Ogni fe £Hœ è differenza, di due elementi, quali p.es. f+ 
e f-, di & + • 

P R O F . 2. - Se risulta fe $t+ esiste una successione monotona 
crescente (/*„)„eN di elementi di gj+ taie che lim în—f* 

« — • 0 0 

DIM. - Per ogni n\e N pongasi 

gn = inf (/, wls). 

Allora, evideutemente, risulta 

(1) / "=sup inf(/; nlE) = l img n . 
neN «-*oo 

Dall'altra parte, per la prop. 1, posto fn = gn — inf [gn, —-\~r ljs)» 
si ha 

(2) /« <£«</« + ^ + ^ -

Evidentemente, essendo gne§l+, risulta fn e g j + corne consegue 
dal n. 3. D'altra parte, poichè la successione {gn)neN è monotona 
crescente, altrettanto accade délia (fn)neN- -A. causa di (1) e (2), la 
{fn)ncN converge e si ha : 

f=lim gn = lin /«. 
M - * 0 0 « - * • 0 0 

OSSERVAZIONE. - Questa volta, la convergenza délia successione 
(fn)neN non è necessariamente uniforme. 

6. - I risultati precedenti consentono di porre una definizione : 

D E F . 3. - Chiamasi spazio di Arens-Bauer sulVimsieme E ogni 
spazio di Riesz-Stone (def. 2) §1 su E formato da funzioni limitate 
che verifichi la seguente proprietà 

(AB) V f e & H * s a + a ' V e e J ? £ : i n f ( | f | , e1jj<efc. 

OSSERVAZIONE 1. - Si lascia al Lettore il compito di riformulare 
la proprietà \AB) sulla base délia equivalenza di a), 6), c) nel 
lemma 1. 
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OSSERVAZIONE 2. - La proprietà (AB) è stata usata di R. ARENS 

in [1] e successivatnente utilizzata da H. BAUER corne strumento 
essenziale per la dimosfcrazioue dei fondamentali teoremi di rappre-
sentazione in [2] e [3]. 

Da questa definizione e dalla prop. 1 consegue che 

P R O P . 3. - Supponiamo che §1 sia uno spazio di Riesz-Stone 
sulVinsieme E (def. 2) e supponiamo $1^= \ fe §l\KMe R+a' \/-
xe E: | f{x) | < M \ cioè supponiamo che $,*> sia il sottospazio di Riesz-
Stone degli elementi limitati di §(. Allora, posto 

§J° è uno spazio di Arens-Bauer (def. 3) contenuto in cft00 ed ovunque 
denso in cft̂ ° munito délia norma uniforme. 

OSSERVAZIONE. - Se, in particolare, risulta §i = $ » allora $ ° 
è ovunque denso in Si per la norma uniforme. 

7. In quanto segue £ft è uno spazio di ARENS -BAUER suil* in
sieme E e per ogni h e CR_|_ poniamo 

3l\h)=\fegi\Spt(f)<h\ 

dove Spt(/) è definita corne nel n. 4. 
Si riconosce facilmente che cRife) è un sottospazio di R I E S Z -

STONE in SI. A tal fine, siano f e g in §{,[h). Poichè risulta 

8 p M I / p + » l ) < 8 p t ( | / | + | g | ) < 8 u p ( 8 p t ( | / | ) , 8pt(|flf|))<fc 

si trae f+ g e cR(ft). 
Cosï la a) délia def. 1 risulta dimostrata; le b) e c) sono di 

dimostrazione immediata: dunque §l(h) è uno spazio di RIESZ. Che 
esso verifichi la (S) délia def. 2 è, del pari, immediato. 

8. Ciô premesso si passa a caratterizzare le forme lineari rela-
tivamente limitate sopra uno spazio di ARENS-BAUER. 

Premettiamo a tal fine la 

P R O P . 4. - Supponiamo che §1 sia uno spazio di Arens-Bauer 
sullo insieme E (def. 3) e, per ogni h e $ + , §l(h) sia definito corne 
nel n. 7. Allora, ogni forma lineare positiva * su 91 è continua in 
sH(h) corne spazio normato con la norma uniforme. 

DIM. - Sia fe§{(h) per un fissato he $ + . Risultando Sp t ( | f | )<h , 
si ha \f\ < || fU Spt( | f\)< \\f\\h e quindi, la [A essendo positiva, cioè 
crescente, si ha | (*(f)|<(M | f\ )<p(h)\\f\\. Da ciô la tesi. . 
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P R O P . 5. - Supponiamo che Si sia uno spazio di Arens-Bauer 
sullo insieme E (def. 3) e, per ogni h e Si+, Si(h) sia definito corne 
nel n. 7. Allora per una forma lineare [A su Si (elemento del duale 
algebrico di Si) le seguenti due proposizioni sono equivalenti: 

a) Vhe3l+KMheR*+a'Vfe Si(h):\^f)\<Mk\\f\\ (cioè la 
restizione di y. allô spazio 3i(h), normato con la norma uniforme e 
continua), 

b) ^ è relativamente limitata ([4] cap. I I , § 2, n . 2, def. 2). 

D I M . - a) =#>&). Sia v e r a la a), sia ge cR^ e s ia fe cR. ta ie che 
\f\<g- BisuLta S p t ( | f | ) < S p t ( 0 ) . Sia heSlh ta ie che Spt{g)<h. 

Consegue S p t ( | f | ) < e qu ind i f e cR(fr) per cui si ha , in forza 
d i a), \\f\f)\ < M / i || f|| < Mh || g\\ e q u i n d i (A è r e l a t i v a m e n t e l im i t a t a . 

6) = ^ a). A m m e s s a v e r a la b), r i su l t a ^ = ^ + — u.—, dove JA"** è 
IA-, par te posi t iva e par te nega t iva di \*., sono n o t o r i a m e n t e forme 
l inea r i positive su oR. Al lo ra la a) consegue dal la prop . 4. 

P u ô avère in te resse osservare il 

COROLLARIO. - Nelle ipotesi délia prop. 5, sia [A relativamente 
limitata su oR. Supponiamo che per un he cR+, {ft)iei sia una fa-
miglia di elementi di oR(fe) ed $ sia un filtro su I taie che (fi)iei 
converga uniformemente attraverso 5 ad *una /"e eR(fc). Allora si ha: 

1 ^ ^ ^ ) = ^(/)-

9. Nel n. 8 si sono cara t ter izza te le forme l inea r i r e l a t i v a m e n t e 
l imi ta te sopra u n o spazio di A R E N S - B A U E R . 

Si procède ora ad ind ica re u n cr i ter io , che sia su f f i cen temente 
maneggevole da con tenere i casi più impor t an t i dé l ia t eo r i a dé l i a 
in tegraz ione , per r iconoscere , t ra le forme l inea r i pos i t ive , que l l e 
che sono in tegra l i di D A N I E L L . 

A tal fine, si i n t roduce u n a definizione. 

D E F . 4. - Supponiamo che GR sia uno spazio di Ares-Bauer sul
Vinsieme E. Una successione {fn)neN oli elementi di cft si dice con
vergente a OE dominatamente in cft se esiste una successione. mono
tona decrescente (hn)neN di elementi di Si*, convergente a OE e taie 
che \f-ne N sia Spt(fn) < hn (dove Spt(fn) è definita corne nel n . 4J. 

O S S E R V A Z I O N E . - Se (fn)neN converge a 0# d o m i n a t a m e n t e i n 
«R, si ha 

l im fn = 0. 

30 
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Infatti, se {hn)„ei^ è la successione di cui sopra, supposto xeE 

ed e e /?+, da lim hn = 0.E, consegue che ŒLveNs'neN e 

v<n implica /&M(as)<inf(e, 1). Essendo Spt( |4|)(a)<*&„(#)<1, con
segue | fn(x) | = 0 < s e da ciô lim fn(x) = 0. 

Ciô premesso sussiste la « —°° 

P R O P . 6. - Sia SI uno spazio di Arens-Bauer sulVinsieme E 
(def. 1) e sia I una forma lineare positiva su SI taie che se (/"„)« g JV 
è una successione monotona decrescente di elementi di cR+ conver
gente a OE dominatamente in cït(def. 4), allora risulta 

lim I(fn) = 0. 

Allora I è un intégrale di Daniell su Si • 

D I M . - Supponiamo che {fn)neN B i a una qualunque successione 
monotona decrescente, convergente a (½ di elementi di «R-j- e sia 
eeR'+. 

Per ogni n e N, pongasi 

(1) <pB = inf (/„, sis) , +„ = /» — ¥„. 

Ovviamente r isulta: 

(2) fn = Tn + +« , ?» e # + , +B e a + 

ed, inoltre, le successioni Opjwew e (^M)«eiv sono monotone decre-
scenti e convergenti a OE. [Poichè la forma lineare I è positiva, 
consegue che le successioni numeriche 

d(fn))neN, iHln))*eN, d(+n))«6W 

sono monotone decrescenti e convergenti verso limiti positivi e, 
a causa di (2), si ha 

(3) lim !(/„) = lim !(»„) + lim !(<}-„). 
n—»oc «—»-00 M—*00 

Si riconosce subito che è 

(4) lim ltyn) = 0. 
» — * - Q D 

Infatti nel n. 3, si sostituisca f con fn, a con e e si richiami 
il lemma 1. Allora si ha Spt (<j>J <. e""VM e quindi, la successione 
monotona decrescente (ty„)neN di elementi di Si+ converge a 0E 
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dominatamente in Si (def. 4) e da ciô la (4). 
D'al t ra parte, Si e uno spazio di A R E N S - B A U E R (def. 2) e quindi 

esiste un l i e Si+ * a i e c n e 

V « e Rm+ : inf (fQ, al JE) < afe 

e quindi, in particolare, per a = e 

?„ < <Po < £^ \J-ne N. 

La J essendo una forma lineare positiva, consegue: 

e quindi 
0 < lim !((?„) < eI(h). 

Da ciô, richiamate (3) e (4), si trae 

0 < lim I(fn) < tl(h) 

M — * 0 0 

e da ciô, per l 'arbitrarietà di e, 

lim I(fn) = 0. 
n —+-oo 

Dunqne, a norma di definizione, I è un intégrale di DANIELL. 

10. In questo n. 10 e nel seguente n. 11 utilizzeremo la prop. 6 
per i due casi di maggiore interesse nel la teoria dell' integrazione 
cioè quelli in cui lo spazio di RIESZ-STONE ¾̂ sia lo spazio 3£(E) 
delF esempio 3 e, rispettivamente, lo spazio £(¾) deir esempio 1 
del n. 1. 

Dimostriamo in primo luogo che 3C(E) è uno spazio di A R E N S -

BAUER. Infatti se è fedt(E), detto A il supporto (compatto) di f, 
sia U un intorno aperto relativamente compatto di A e sia h, 
notoriamente esistente per la locale compattezza dello spazio sepa-
rato E, un elemento di &(E) taie che h(E)d[0, 1], AŒ.h~l(l) e 
{jUczh,—\0). Col significato attribuito a Spt(/") nel n. 4, risulta 

Spt (f) < h. 

Dunque 3£(E) è uno spazio di A R E N S - B A U E R (def. 3). 

Prop. 7. - Se (fn) è una successione monotona decrescente di ele-
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menti di ët+(E) convergente a OE dominatamente in JC(JE) (def. 4), 
esiste v e N taie che da v <.ne N consegna fn = OE-

D I M . - Sia (hn)neN u n a successione monotona decrescente di 
elementi di êt+(E) convergente a OE taie che 

Spt ( / „ )<*„ , VneN. 
Sia 

An=\xeE\fn(x)±0\. 

Siccome Spt (fn) è la funzione caratteristica di An, e poiché hn 

•è una funzione continua, risulta 

U <K 

dove yA è, ovviamente, la funzione caratteristica di An. Consegue 

0 < lim ©j < lim hn = 0 

donde, (An)neN essendo una successione monotona decrescente di 
parti di E, risulta 

n Ân = 0. 
neN 

Da ciô, poichè ogni Àn è compatto, consegue che esiste veJVtale 
che Àv = 0 e quindi per v < n e N \ Àn = 0 e quindi fn = 0. 

COROLLARIO. - Ogni forma lineare positiva su ëi(E) è un inté
grale di Daniell. 

DIM. - Consegue dalle propp. 6 e 7. 

11. Le notazioni sono quelle dell'esempio 1 del n. 1. In questo 
caso per ogni fe2(9t) risulta Spt (f) e £(¾) e quindi £(¾) è uno 
spazio di A R E N S - B A U E R . 

Sia \x una uiisura su ^6 ossia una funzione reale positiva e 
additiva definita su <% verificante l'assioma 

(M) Se (ZJwg/v è una successione monotona decrescente di ele
menti di ^ avente intersezione vuota allora si ha 

lim u(XJ = 0. 
n —»-oo 

Corne è noto (cfr. [4] cap. IY, § 4, n. 9, prop. 15) esiste una ed 
una sola forma lineare 1^ su £(3X) taie che 
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Sia (fJneN u n a successione monotona decrescente di e l e m e n t i 
di £+(¾) convergen te a 0E con la condizione che 

lim Spt (fu) = 0. 

Al lora , posto 

An\xeE\fn{x)±0\ 

si h a yA = Spt{fu) e qu ind i è 

n 4„ = 0. 
neN 

Essendo 

f»<]\r«\\v»<\\f*\\*„ 

si ha, J^ essendo u u a forma l inea re posi t iva, 

JW^»)<ll/il|JWT„)<||/i| | |*^u). 

Dal l ' ipo tes i (M), consegue 

" m I»(fn) = 0. 

D u n q u e , per la prop. 6, 1^ è un in t ég ra l e di D A N I E L L . 
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