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Alcune osservazioni suite algèbre mon ad i che 

P I E R O M A N G A N I (Firenze) (*) 

Sunto. - In questa nota si disent on o la questione délia rappresentasione 
di un'algebra monadica corne «campo monadico» e la questione délia 
ricchessa di un campo monadico completo. 

Premessa . 

La teoria délie algèbre monadiche (HALMOS [2]) présenta u n 
certo interesse in tutta l'algebra délia logica. Nel la présente brève 
nota, presupponendo soltanto la parte algebrica délia teoria, si 
dimostrano dapprima alcuni teoremi relativi alla rappresentazione 
di un'algebra monadica corne «campo monadico». (Alcuni di questi 
teoremi sono già noti per altra via, ma sono qui esposti e dimo-
strati con un l inguaggio diverso da quello consueto, l inguaggio 
che permette di ottenere alcune semplifieazioni). Faremo poi vedere 
che, senza ricorrere a metodi topologici, è possibile affrontare in 
modo semplice la questione délie costanti e délia ricchezza di 
un'algebra monadica. 

1. Sia S = (S, B) un sistema in cui: 

S è un ins ieme non vuoto 

B è una relazione di equivalenza su S. 

B ben noto che l'applicazione 22* di éB(jS) in se, (1) che ad ogni 
XÇS associa la sua immagiue in B, risulta un quantore su CB(JS), 
cosicché la coppia (oB(iS), B*) è un'algebra monadica. 

U n isomorfismo fra due strutture S = (S, B) ed S^= [S, B) è una 
biiezione © di S su S taie che: xBy se e solo se oxBvy {x, yeS)-
U n isomorfismo © fra S ed S induce, in modo ovvio, un isomorfismo, 
che indicheremo con cp*, fra (8>[S)9 B*) e (®(S), B*). 

Per * campo monadico (di sottoinsiomi di S) » intendiamo u n 
campo di sottoinsiemi di S chiuso rispetto ad B*. È noto che ogni 

(*) Lavoro eseguito nell'arabito dell'attività dei Gruppi di Bicerca 
matematici del C.R.B. per l'anno 1965-66 (Gruppo n. 37). 

(1) Se S è un insieme, con il siinbolo IB(S) indichiamo il campo di tutti 
i sottoinsiemi di S. 
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a l g e b r a monad ica è isomorfa ad u n campo monadico, p iù précisa-
m e n t e che, a s segna t a u n ' a l g e b r a monad ica 6L = (A, C), esistono u n 
s i s t ema S = (S, B) ed u n monomorf ismo | di d in i£B(S), B*). 

U n a coppia (S, ^) ne l le condizioni precedent i sarà de t ta u n a 
« r a p p r e s e n t a z i o n e di £t corne campo monadico ».(2) Ne l seguito 
q u a n d o p a r l e r e m o di « r appresen taz ione » di u n a da ta a lgebra 
m o n a d i c a ci r i f e r i r emo sempre ad u n a r appresen taz ione corne 
campo monadico . 

D u e r a p p r e s e n t a z i o n i di u n ' a l g e b r a monadica <9L, (S, <f) ed (S, <f), 
si d i r a n n o « e q u i v a l e n t i » a l lorchè esiste uu isomorfismo 9 di S su 
S t a i e che 

i l I * 

Ricord i amo ora che, asseguato u n s is tema S = [S, B), il codominio 
di jR* è u n sot tocampo di o&[S) isomorfo al campo $>(SJB). I n d i c h i a m o 
con X l ' i somorf ismo canonico di B*($>(S)) su ffi(S/J8). Se (S, +) è u n a 
r a p p r e s e n t a z i o n e di un" a lgebra monadica (A, C) si ha ovv iamen te 
che 'HC(A)) è u n a so t toa lgebra di #*(&(£)) e di conseguenza Hy(C{A))) 
è u u a so t toa lgebra di cB(S/i2). 

P o n i a m o ora le s e g u e n t i : 

D J E F I N I Z I O N E 1. - Una rappresentazione (S, $) di una data algebra 
monadica (A, C) si dira «ridotta» allorchè <\>(A) è un campo ridotto 
di sottoinsiemi di S (cioè Vintersezione degli elementi di un qualunque 
filtro massimale di &(A) è, al più, un insieme ridotto ad un solo 
punto) e l[ù(C(A))) è un campo ridotto di sottoinsiemi di SjB {in altre 
parole Vintersezione degli elementi di un qualunque filtro massimale 
di <\>(C(A)) è, al più, un solo elemento délia ripartizione su S associata 
ad B). 

D E F I K T Z I O N E 2. - Una rappresentazione (S, •]>) di una data alge­
bra monadica (A, C) si dira «perfetta» allorchè $(A) è un campo 
perfetto di sottoinsiemi di S, 

Si n o t e r a che, ne l caso dél ia definizione 2, l(ty(C{A))) è u n campo 
per fe t to di sot to ins iemi di S/B.(3) 

(2) Non è da confondere la rappresentazione di un* algebra monadica 
corne campo monadico con la rappresentazione funzionale (Cfr. HALMOS [2]). 
Per uno studio dei rapporti fra i vari raodi di rappresentare un'algebra 
monadica Cfr. MAGARI [6]. 

(3i Si osservi che abbiamo qui trasportato, al caso délie algèbre mona­
diche, concetti usuali per le algèbre di Boole (Cfr., ad esempio, DWINGER [1]). 

Ricordiamo poi che un campo A di sottoinsiemi di un insieme S si dice 
«perfetto» allorchè l'intersezione degli elementi di un qualsiasi filtro 
massimale di A non è vuota. 
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Abbiamo già detto che ogni algebra monadica ammette una 
rappresentazione [*) e noi ritroveremo tate risultato nel paragrafo 
2: addirittura ogui algebra monadica ammette una rappresentazione 
perfetta e ridotta. 

Abbiamo ora il seguente teorema: 
TEOREMA. 1. - Due qualsiasi rappresentazioni perfette e ridotte 

di una data algebra monadica sono équivalents 
La dimostrazione. che qui omettiamo per brevità, si ottiene 

facilmente tenendo conto di un analogo risultato per le algèbre 
di Boole. 

È ora questione di routine vedere che, ad ogni rappresentazione 
di un'algebra monadica, se ne puo associare, in un modo canonico, 
una ridotta e che quindi, per i nostri scopi, possiamo sempre 
limitarci a rappresentazioni ridotte. È anche facile controllare che 
ogui rappresentazione ridotta si puo «esteudere» ad una rappre-
seutazione perfetta e ridotta. 

2. - Sia (A, C) un'algebra monadica e sia S Vinsieme di tutti 
gli ideali booleani massimali di A. Sappiamo, dal teorema di STONE, 
che l'applicazione ^ di A in SB(S) definita da: <kc = j I: IeS, x^I\ 
è un monomorfismo booleano di A in* cBtS). Sia ora S Vinsieme 
degli ideali massimali di C(A) ed J un elemento di S. Poniamo 
Kj = \I: le S, IC\ C{A) = J \ . È facile controllare che: 

Kj è un insieme non vuoto. per ogni Je S. 

Kj f) Kj = 0 , se J=$= J (con J, Je S). 

[) Kj = S. 
/e~s 

Ciô significa che l'insieme \ Kj \ JSS è una ripartizione di S. 
Indicheremo con B la relazione di equivalenza su S associata ad 
essa. 

Vogliamo ora provare che, per ogui xeA> si ha: ^Cx = B*tyx, 
cioè che *\> è un monomorfismo monadico di (A, C) in (ÛB(&), JR*). 

Dimostriamo dapprima che: B*tyx^ tyCx. 
Sia IeB*\>x. Esisteranno allora un elemento J e ^ ed un ele­

mento J di S t al i che: IÇ)C[A) = I(\C(A) = J. Ma poichè x£I segue 
Cx^J, da cui CxQl e quindi lebCx. 

Per dimostrare che $CxÇB*tyx, premettiamo che, fissato Je S, f\I 
ieK} 

risulta un idéale monadico di (A, C), precisamente Punico idéale 
monadico (massimale) a cui J è estendibile. 

Sia ora le tyCx. Bsisterà un Je S taie che leKj. Basterà allora 

(4j Cfr. JÔNSSON-TARSKI fi] e MAGARI-MANGANI [5]. 
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provare che Kj (\ <l>x =}= 0 perché si abbia: IeB*tyx. Sia, per assurdo, 
Kj 0 ûx = 0 : ciô significa che x appartiene ad ogni elemento di 
Kj e quindi ai l ' intersezione degli elementi di fiT/, che sappiamo 
essere un idéale monadico. Perciô Cx appartiene ad ogni elemento 
di Kj e quindi anche ad I La contraddizione prova Tasserto. 

Se indichiamo con S la coppia (S, B) (dove, ricordiamo, S è 
T ins i eme degl i ideali massimali di A ed B è la relazione di equi-
valenza su /S associata alla ripartizione | Kj | jçs) abbiamo dunque 
che la coppia (§, ù) è una rappresentazione deir algebra monadica 
(A, C): è facile verificare che taie rappresentazione è ridotta e 
perfetta. Abbiamo quindi il seguente : 

T E O R E M A 2. - Ogni algebra monadica ammette una rappresenta­
zione perfetta e ridotta (ed a meno di equivalenze una sola) corne 
campo monadico. 

Sia ora S0 una faniiglia di STONE di ideali massimali di A (dove 
{A, C) è una data algebra monadica), cioè una famiglia di ideali 
tali che la loro intersezione sia | 0 | . Sappiamo che l'applicazione 
ùQ di A in SB(/S0) definita da: *\>Qx = | I : -TeS 0 , x$I\ risulta ancora 
un monomorfismo. Sia S0 T insieme degli ideali massimali di C(A) 
ottenuti per Vintersezione con C{A) dagli ideali di SQ. Possiamo 
ancora definire, per ogni JeS0, V insieme Kj[Kj = \ I' IeS0, 
I(\ C(A) = J | ) e la relazione di equivalenza BQ su JS0 associata alla 
ripartizione (di SQ) { Kj Î;g50. Tuttavia non avremo più, in générale, 
che <]/0 è un monomorfismo monadico di (.4, C) in (cB(S0), Bl ). 

Se ciô accade diremo che la famiglia S0 è « rappresentativa » 
per 1'algebra monadica (A, C). Si ha ora il seguente: 

T H E O R E M A 3. - Una famiglia di Stone S0 di ideali massimali di 
A è rappresentativa per V algebra monadica (A, C) se e solo se ogni 
idéale monadico massimale di (A, C) ottenuto per estensione da ttn 
idéale di S0 è intersezione di elementi di SQ {precisamente, per ogni 
Je SQ, 0 I è Vidéale monadico massimale a cui J si estende). 

ieKj 
Per dimostrare che la condizione è sufficiente basta provare 

che ^0 è un monomorfismo monadico (di (A, C) in (oB(S0), B% )): si 
procède corne nel caso del teorema 1. 

P e r dimostrare che la condizione è necessaria procediamo per 
assurdo: ^0 sia un monomorfismo monadico e supponiamo esista 
un JeSQ taie che: n I n o u s i a U11 idéale monadico di (Ay C). Esis-

ieKj 
terà allora almeno un elemento xe A taie che: xe f\ I ed Cx(£ (] I. 

ieKj ieKj 
D a ciô segue che x appartiene ad ogni I di Kj e quindi Kj 0 ÙQX = 
= 0 , da cui nessun I di Kj appartiene ad JRJ ùQx. D'altra parte 
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esiste almeno un idéale T di Kj a cui Cx non appartiene e dunque : 
Te^nCx. Segue allora che BltyçX^=tyaCx, contro Fipotesi. 

I l teorema e cosï dimostrato. 
Il teorema 3 puô risultare di una qualche utilità nello studio 

délia « regolarità » di un' algebra monadica concreta (5) : . qui non 
vogliamo ulteriormente insistere suLT argomento. Ci limitiamo ad 
osservare che se, data un'algebra monadica (A, C), A risulta atomica 
T insieme degli ideali principali (massimali) generati dai coatomi 
di A (che coïncide con V insieme di tutti gli ideali massimali se e 
solo se i è finita) è rappresentativo per (A, C). 

3. - In questo paragrafo affronteremo il problema délia ricchezza 
di un'algebra monadica, problema importante sia da un punto di 
vista algebrico sia da un punto di vista logico, facendo.vedere corne 
l'argomento possa essere seniplificato dalle considerazioni che fare-
mo; vedremo aache corne la rappresentazione di un'algebra mona­
dica corne campo monadico sia strettamente legata alla rappresen­
tazione f unzionale « ricca » (Cfr. ÏÏALMOS [2]). 

Ricordiamo brevemente che per «costante» di uu'algebra mona­
dica (A, C) si intende un endomorfismo c di i taie che: cC = C 
<e Ce — c. Un'algebra monadica si dice «ricca» allorchè, per ogni 
xe A, esiste una cosfcante c taie che: cx — Cx. Le costanti giuocano 
un ruolo importante nella teoria délia rappresentazione f unzionale 
délie algèbre monadiche: uno dei più importanti teoremi di taie 
teoria è quello che afferma che ogni algebra monadica è (isomorfa 
a) una sottoalgebra di un'algebra monadica ricca. 

Sia ora S == (S, B) un sistema di cui S è un insieme (non vuoto) 
«d B una relazione di equivalenza su S. Sappiamo già che (cB(S), B*) 
è un'algebra monadica. Yogliamo provare il seguente: 

TEOREMA 4. - (cB(S), B*) è un'algebra monadica ricca. 
Premettiamo, allô scopo, alcune osservazioni. 
Assegnato un sistema {S, B), sia | j£ UeA la ripartizione di S 

associata ad B. Sia poi Z(Ç= S) un qualunque insieme di scelta su 
i Ki I i6A (Z ha in comune cou ogni elemento di j K\ \ iG± uno ed 
un solo punto di S). Z sarà chiamato «elemento diagonale» délia 
algebra monadica (&(S), 12*) (6). 

(5) Per uno studio délie algèbre monadiche concrète Cfr. MAGA-
RI-MANGANI [5]. 

(6) Chiamiamo Z elemento diagonale in analogia a quanto accade nelle 
algèbre [ciiindriche] (Cfr. HENKIN-TARSKI [3]). Si notera infatti che per 
Z valgono le seguenti propriété: R*Z = S; R*(YÇ) Z) Ç\ «*((— Y) Ç] Z) — 0 
4per ogni Y ç 5 ) . 
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D i m o s t r i a m o ora il nos t ro teorema. Sia XES (possiamo s u p p o r r e 
che Xz^zQ): esso a v r à in te rsez ione non vuo ta con alcuni e lemenl i 
d i | K; | I £ A • Cons ider iamo a l lora un ins ieme di scelta Zx su \K,\ ,G A 
t a ie c h e : Zxf\{KtÇ\X)^ 0 a l lorchè KXÇ\X^ 0 ( t e A) (è immed ia lo 
vede re che u n ta ie Zx esiste). I n d i c h i a m o ora con <&(S)tzx 1

J a lgebra 
dé l ie <-tracce » di oB(/S) r i spet to a Zx e sia p l 'omomorfiemo n a i u j a l e 
di &(S) su ®>(S)izx(?Y= Y()Zx, pe r ogni Y E S ) . È facile v e d e r e 
che &[S)izx è isomorfa a B*\$lS}): Y appl icazione X di &[S)izx su 
i2*(aB(S)) def in i ta d a : XW = (J Àr, r i su l t a infa t t i un isomorfismo. 

^n^=N0 
Sia o ra cr = Xp: si ver i f ica fac i lmente che a è u n a costante di 

(cB(S), B*) t a ie c h e : aX = JB*X D u n q u e la nos t ra a]gebra monad ica 
è r icca. Combinando il t eo rema 4 con il t eorema 2 abbiamo il 
s e g u e n t e corol lar io : 

C O R O L L A R I O 1. - Ogni algebra monadica è isomorfa ad una sottoal­
gebra di un'algebra monadica ricca. 

L a r a p p r e s e n t a b i l i t à di ogni a lgebra monad ica corne campo 
monad ico ed il fatto che ogni campo monadico completo è ricco 
p e r m e t t o n o di o t tenere il t eorema forte di r app re sen t az ione funzio-
n a l e (dovuto ad H A L M O S ) che qui r i co rd i amo: se <9L è u n ' a J g e b i a 
m o n a d i c a (^4, C), esis tono un ins ieme Z ed u n ' a l g e b r a di B O O L E B 
t a l i c h e : (i) <9L è isomorfa ad u n a JB-valutata a lgebra (monadica) 
funz iona le <9L = (A, G) con dominio X e (ii) p e r ogni pe& esiste 
un e l emento xeX ta ie c h e : p(x) = Cp(x). 

Sarebbe di qua lche in te resse confrontare il metodo ed i concetti 
( p u r a m e n t e a lgebr ic i ed insiemist ici) qu i usat i pe r il t eorema 4 con 
quel l i di H A L M O S (Cfr. H A L M O S [2]) (7): qu i ci l imi t i amo ad osser-
v a r e che, p e r la d iscuss ione sul la r icchezza, non abbiamo bisogno 
d i s u p p o r r e che /S s ia lo spazio dua le di A. 
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