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Equazioni logiche nel cal col o deî predicati del primo ordine 
in un uniyerso finito (1). 

E T T O R E OARRUCCIO (Torino) 

Snnto. - Si delinea una problematica re]ativa aile equazioni logiche nel 
calcolo dei predicati. Si risolvono tali equasioni nel caso del calcolo 
dei predicati del primo ordine, m tin universo finito. 

§ 1. Men t r e ne l campo del calcolo délie proposiz ioni , u n a qual-
s ias i equazione da ta si sa r i solvere , oppure si puô s t ab i l i r e che 
non ammet te soluzioni ('•). non si puô d i re a l t r e t t an to n e l l ' a m b i t o 
de l calcolo dei predica t i , ne l qua le il p rob lema ana logo è com-
plesso e difficile, anzi p r e sumib i lmen te non è suscet t ib i le di u n a 
r i so luz ione compléta. 

l u taie o rd ine d ' idée , il p ré sen te lavoro è o r ien ta to ve rso u n a 
problemat ica r e l a t iva aile equazioni aven t i p e r incogn i t e p r ed i ca t i 
«d eventua l i proposizioni . Si p réc i se ra pe r t au to , ne l calcolo dei 
predicat i del p r imo ord ine (3) un concetto di equaz ione logica e 
d i soluzione dél ia medesima. Nel caso poi degl i u n i v e r s i f in i t i , 
cos t i tu i t i cioè da u n n u m é r o finito di e lement i , si r i s o l v e r a n n o 
t a l i equazioni o si d imos t re rà la loro insolubi l i tà . S ' i n d i c h e r a n n o 
in f ine b r evemen te t a lune d i rez ioni secondo le qua l i la r i c e r ca 
po t r à ven i r prosegui ta . 

§ 2. P e r cos t ru i re l ' equaz ione da p r ende r s i in e same , conside-
Tiamo u n ins ieme di pred ica t i da t i 

U) *,, *„«.*,.,--*«. 

« di predicat i incogni t i 

{d) i j , i 2 . ... i s , ... £ n 

(1) 11 .présente lavoro è stato eseguito nelTarabito dell 'attività del 25° 
gruppo di ricerca delP C. N. R., gruppo diretto dal Prof. T. Viola. 

(2) Y. E. CARRUCCIO, Equasioni logiche nel calcolo délie proposizioni 
{«Bollettino dell' Unione Materaatica Italiana» (3) vol. 18, pp. 44-56, 1963). 

(3) Sul calcolo dei predicati, v. p. es. W. V. O. QUINE, Manuale di 
Logica, Milano, i960, parti seconda o tcrza. 
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i n cui compaiono (globalmente) le variabili 

(3) x1, x2,... Xi,... xlc 

ognuna délie quali, varia rispettivamente in un ben déterminât^ 
ins ieme 

<4) JM It,...It...Ik. 

I predicati (1) sono dati, nel senso che si considerano dati i 
loro valori di verità, in corrispondenza di ogni distribuzione di 
valori attribuiti aile variabil i (3). Poniamo: 

(5) ^ U ^ ï U ••• U Ix U •» U I/c = u-

Sara U (riunione degli It) V unive iso nel quale si svolgerà 1» 
nostra ricerca. 

Si abbiano inoltre le proposizioni date 

(6) Pl9 P , , . . . P P 

e le proposizioni incognite 

(7) Xl9 X„...Xq. 

Si applichino aile (1), (2), (6). (7), operazioni del calcolo dél ie 
proposizioni (negazioni, congiunzioni, disgiunzioni. . .) e quantifica-
zioni (universali ed esistenziali) in un ordine qualsiasi, purehè si 
rispettino le regole per cui le formule ottenute risultino ben for
mate (4) e in definit iva le variabili risultino tutte apparenti. 

Si otterrà cosï un'espressione suscettibile di divenire vera a 
falsa, una volta precisati i valori dei predicati H, ... H(l e délie 
proposizioni Xx.*.Xq, mentre ovviamente si considerano determi-
nati i valori délie (1) e délie (6). 

Formuliamo quindi la condizione, che esprime la nostra equa
zione sotto la forma, 

(8) E ï * l f . . - * m ) 2 , , . . 2 , , , P n - . P , , , x1,...xq)<->y 

Risolvere la (8) significa esprimere i predicati incogniti (2) e-
le proposizioni incognite (7) mediante gli elementi dati (1) e (6),. 
in modo che, sostituendo a gli e lementi incogniti (2) e (7) nel la {S} 

(4) V- P- e s- ^- C. KLEENE, Introduction to metamathematics, Amsterdam,. 
1952, p. 143. 
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le espressioui rispettivamente ottenute, la (8) divenga sempre 
vera; cioè l'espressione ricavata dalla |8) mediante la sostituz one 
indicata risulti vera, comunque varino i significati délie (1), e i 
valori di verità délie (6), fer mi restaudo gli insiemi prefissati (4) 
costituenti (v. (5)) Puni verso L7. 

Qnalora fosse impossibile trovare le espressioui che sostituite 
nella (8) la rendaiio sempre vera corne si è precisato sopra, la (8) 
sarebbe per definizione insolubile. 

Non è detto che sia risolubile in générale, il problema di 
determinare le soluzioni délia (8) o di stabilire che tali soluzioni 
non esistono. 

Tuttavia in qualche caso il problema si risolve facilmente 
corne vedremo. 

§ 3. Uno di questi casi è quello in cui U è costituito da un 
numéro finito di elementi, in quanto in tai caso le quantificazioni 
universali ed esisteuziali si trasformano rispettivamente in con-
giunzioui e disgiunzioni di proposizioni (5): se un certo insieme 
7,- è costituito da l elementi 

a i i * n ••• a i* 

allora: 

(x^^x,, xs, ... xt ... xk) <-> [0,.(^,, xt. ... a,,, ... xk) & 

&*!» , (« , , xt....Klli...xk)&...&<l\{xl, 0 ^ , . . . 0 ^ , . . . ^ . 1 ] 

(Ext)<\>r(x,, xt... x{... xk) <-> [U>r(£c1, cc2, ... aM . ... xk) V 

V «M*,, xs... att ... xk) V ... V «M^i » x% - *a - «*)]• 

Bseguite nella (8) le trasformazioni ora iudicate, nei predicati 
dati e in quelli incogniti, tante volte quanto occorre per eliminare 
tutti i quantificatori, si ottiene in defiuiiiva, un' equazione del 
calcolo délie proposizioni, in cui le proposizioni date sono délia 
forma * r (

a iV ... a,^,... aA,- ) oltre le Pl...Ppi e le proposizioni inco
gnite sono délia forma 2,(01^,...0^,... a 4 ) oltre le Xx ... Xq. 

Si ottiene in defiuitiva un' equazione 

(9) P [ . » ¢^ , ^ , . . . * l r t , . » «„,). . . 

- 2 , ( ^ , . - . «,*, ...oc^)... Px,...Pp, X},...Xq]<~> y 

(5) Cfi*. QUINE, op. ctt. nota (2) pp. 117-118. 
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c h e si sa r i so lve re o se ne sa r iconoscere l ' inso lubi l i tà , in quan to 
la (9) con t i ens so l tanto proposizioni da te e proposizioni incogni te (6). 

N e l caso dé l ia r i so lub i l i t à dél ia (9) i predicat i 2, r i su l t ano 
d e t e r m i n a t i , i n q u a n t o vengono cost rui te le espress ioni dei loro 
s ingo l i va lo r i in co r r i spondenza di c iascuna d is t r ibuzione di va lor i 
a i l e va r i ab i l i xif va lo r i in t rodot t i per i l t r ami te dei predicat i 
d a t i 0 r . A n a l o g h e cons ideraz ioni si possono svolgere a proposito 
dé l i e proposiz ioni da d e t e r m i n a r s i Xx ... Xq. 

Cosl il p r o b l e m a dé l ia r i soluzione de . la (8) ne l calcolo dei pre
d ica t i del p r i m o o rd ine , nel caso di un un ive r so finito, in l inea 
d i p r inc ip io e a p r e s c i n d e r e da l la lunghezza e complessi tà dei 
calcol i , è p i e n a m e n t e r isol to. 

I n casi pa r t i co la r i , spécial mente con r i fer imento al mondo dél ia 
p ra t i ca , pe r l ' app l i caz ione r a p i d a dei metodi descr i t t i , possono 
j i u s c i r vau t agg ios i i modern i calcolatori e le t t ronici d igi ta l i i qua l i 
un iscono, ad u n a ve loc i tà di operaz ione pa r t i co la rmente e levata , 
t e c n i c h e specia l i di e laboraz ione di «liste di da t i » . 

L e cons ide raz ion i svol te , p u r l imi ta te agli un ive r s i finiti , pre-
s e n t a n o t a lo ra q u a l c h e in teresse , ad esempio nei casi in cui si 
m i r a a soddisfare l ' e s igenza f ini t is ta dél ia me tamatemat i ca hil-
b e r t i a n a . 

§ 4. L e r i ce r che ne l cainpo dél ie equazioni nel calcolo dei 
p r ed i ca t i . a p p e n a accenna te n e l p r é sen t e lavoro, possono v e n i r 
p ro segu i t e in d ive r se d i rez ioni . 

Si t r a t t a di s t u d i a r e la r i so luz ione dél ia (8) passaudo da u n uni-
v e r s o finito ad u n un ive r so cost i tui to da inf ini t i e l e m e n t i ; presu-
m i b i l m e n t e con v e r r a cominc ia re la r i ce rca a pa r t i r e dal caso dél ia 
quau t i f i caz ione un i fo rme , pe r il qua le si possiede una p rocedura 
d i decis ione, i n q u a n t o si sa r i so lvere il fondamenta le p rob lema 
dé l i a n o n con t r add i t t o r i e t à di u n ' espress ione del campo con-
s ide ra to (7). 

S i pot rà ino l t r e e s t endere lo s tudio dél ia (8) i n tp rp re t a t a ne l 
c a m p o del calcolo dei predica t i del 2° o rd ine (nel qua le la quant i -
f icazione si e s t ende a proposizioni e predicati) , d i s t inguendo i 
casi deg l i u n i v e r s i f ini t i ed inf in i t i , e cosi via. 

(e) V. E. CARRUCCIO, op. cit. nota (*). 
(7) ^* QUINE, op. cit. nota (2), parte seconda. 

Pervenuta alla vegreteria dell'TJ.WL.l. 
il 21 settembre 1965 


