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Sull'ordine inferiore délie funzioni intere 

D E L F I N A E O U X (Torino) (*) 

Snnto. - Si assegna Vordine inferiore (secondo Ritt) délia funzione intera 
00 

f(s)= S ane—^n8 medîante Vandamento délie successioni \an\ e | X** j t 

se ne ricava Vanaloga relogions fra Vordine inferiore (in senso classico) 
00 

délia funzione intera g(z) = S anzn e la successione \an\. 
Si estende poi alVordine inferiore un noto teorema di Mandelbrojt 

riguardante Vordine di f{s) in una striscia orizzontale. 

00 

Sumiuary. - We give the Ritt lower order of f(s) = S ane—Ks by means 

of the behaviour of the séquences j an \ and j An |: we deduce the analo-
oo 

gous formula for the lower order (in the classical sensé) of g[z) = S anzn. 

We prove also a theorem analogous to that one of Mandelbrojt concer-
ning the order of f{s) in a horizontal strip. 

1. - Sull'ordine inferiore (secondo Ritt) délie funzioni intere 
assegnate mediante série di Dirichlet. 

Sia cF la classe délia série di DIRICHLET 

(l.l) f{s) = S ane-K° (s = <r + i?) 

00 

s 
H = 0 

0 < X0 < X, < X2 < ..., XM h ~ , 

(1.2) L= l im 1 - ^ < + oo, 
« —•- +oo *n 

convergenti in tutto il piano complesso (s). Allora ogni f(s) e ^ 
converge assolutamente e f{s) è una funzione intera di s ('). 

Per ogni <r reale finito poniamo 

M(c) = M(*} f)= Sup |f(a + *T)| 
—00<T<+00 

(*) Lavoro eseguito nell'arabito dell'altività del Gruppo di Ricerca 
n. 40 del Comitato per la Maternatica del C.N.R., per l'anno 1964-15. 

(l) Vedasi ad es. S. MANDELBROJT [2J, pp. 168-169. 
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e cons ide r i amo i due n u m e r i (non negat iv i ) p e X defini t i dal le 
r e l a z i o n i 

p = p(f) = h m —Ézi L_' (2). x = k(f) = h m — ^ i-> 

essi v e n g o n o ch iama t i , r i spe t t ivamen te , ordine e ordine inferiore 
(secondo J . ï \ R I T T ) dél ia funzione f($). 

L ' o r d i n e p (secondo R I T T ) di f(s) soddisfa la uguag l i anza (3) 

(1.3) " * = lim ^ I Z ^ I 

(ove si p o n g a l/p(f) = + o o s e p(f) = 0 e l/p(f) — 0 se p(f) = + oo). 
N o n e r a inyece f inora noto i l l egame fra Y o rd ine infer iore 

(secondo R I T T ) d i f(s) e Y andamen to délie succession! \an\ e jXM|. 
I n ques t a Nota d imos t r e remo il s eguen te 

T E O R E M A I . - Per ogni f(s) e £F è 

1 ™- TT- Ï 0 g i V»»* I 
(1.4) = Min l im 

Mt) i»fc| *-*•+oo^»AiogX (,A_ i 

a? variare di \nk\ fra le successioni di interi non negativi n0 < 
<ZWi < ^2 < •• • i (con Za solita convenzione 1/X(/) = + oo «g X(/) = 0 
e 1/X(/) = 0 se X(/) = + oo). 

Cons ide r i amo o ra u n a funzione f(s) e cF ad accrescimento rego la re 
(cioè ta ie che X(/) = p(/)) e s ia j nh \ u n a successione per la qua le 

log | 1/a» | i 
r i s u l t i l i m —— = — . L a (1.3) impl ica a l lora 

ft_^_|_ooXn logX n p 

(1.5) l im 
log | \\anh \ 1 

fc^-foo ^nhloglnk P 

e i n o l t r e , essendo 

\og\l/On\ l o g | l / O n J — l0gX„ 
l i m - — ^—s- = h m - — • fel . h m — — — 5 - , 

h _ -f oo X«A lOg knh_i h ~ +oo Ànft log Attft ft __̂  +00 log ^w/i_1 

si o t t i ene anche^ se p =j= 0, 00, 

log XH. 
(1.6) l im « * = 1 . 

ft-*+oolOg Anfc_4 

^2) l°g2 ^ = l°g l°g #' 
(3) J . F . R I T T [3], pag. 78. 
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Ticeve r sa , se esiste una | nb | per la qua le va lgono (1.5) e (1.6), 
da (1.4) segue 1 / X ^ l / p e q u i n d i X = p. 

Si ot t iene cosi corne corollario del Teorema I il s e g u e u t e 

T E O R E M A (Yu C H I A - Y U N G [9], pag. 73). - Condizione n e c e s s a r i a 

e sufficieiite al'finchè fis* e & di o rd ine p (0 < p < + oo) sia ad 
accrescimento regolare è che esista \nh\ soddisfacente le condizi 'oni 

,. logAfi* , , . log I 1/CTttJ 1 
h m r—— = 1, h m — 5_ — _ » . 

/ I _+ 0 O l 0gX W A _ i h-» +00 A « f t
l 0 g« A P 

2. Sul l 'ordine inferiore (nel senso classîco) delle funzioni 
in te re . 

oo 

Sia g{&) = S anz
n una funzione intera délia variabile complessa 

M = l 

0 e consideriamo l'ordine p* e l 'ordine inferiore X* (nel senso 
classico) di g(&), cioè i due numeri non negativi definiti dalle 
relazioni 

p = *( ) = î - log.af*W x* = X*(g) = lim ^M*JT} 
r - * + » log r r^j-oo l°&r 

(M*(r) = AT*(r, g) = Max | g[e) |). 

L'ordine c* soddisfa, corne è ben noto, la uguaglianza 

1 ,. logll/a.,1 
— = h m —2J—i—U . 
P* „Z7+oo nl°gn 

La relazione fra Y ordine inferiore X* e l 'andamento délia suc
cessione | au | è notevolmente più complicata e finora erano note 
soltanto limitazioni dal di-opra e dal disotto (4). Taie relazione si 
pud otfcenere ora corne immediato corollario del Teorema I. Tnfatti, 

oo 

con la posizione abituale z = e~s, g(é) si muta in f\s) = Za„e~MseeF 

e, essendo M*(r, g) = M(—logr, f), risulta l*(g) = X(/). Vale quindi il 
oo 

TEOREMA I I . - Per ogni funzione intera g{z) = 2 auz
n risulta 

M = 0 

_ = Min h m 
A*|0) | J I / ( ! h^+O0nh\ g v i 

(4) J. M. WHITTAKER [8], S. M. SHAH [O], D. Roux [4]. 
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al variare di \nh\ fra le successioni di interi non negativi n^<inx 

< n 2 < . . , (con la solita convenzione 1/X*(g) = + oo se \*(g) = 0 e 
lA*lflf) = 0 se \*[g) = + oo). 

3 . S a l i ' ord ine infer iore ( secondo Rit t ) in una s tr î sc ia oriz

zontale* 

Sia f(s)e&. I / o r d i n e e F o rd ine infer iore (secondo R I T T ) di f{s) 
possono essere def in i t i anche nel modo seguente . P e r ogui cr rea le 
f ini to p o n i a m o (seguendo M. B L A M B E R T ) 

M = 0 
©rcfff) = &&{<*, f) = S u P 

( - o o < t < + oo ; i V = 0 , 1, 2,...). 
S i d i m o s t i a (5) che è anche 

P(/)= ÎÏ5 l o i t ^ i l ) , ' x ( / ) = 115 1 - ^ « -
a—+— oo — C T

 CT__^+oo CT 

D i c i a m o ora S | T 0 , i£) l ' i n s i e m e dei p u n t i 5 = a + iz soddisfa-
c e u t i la l imi t az ioue |T — -Z0\<LR e poniamo. pe r ogni a rea le finito 

(3.1) 0ïts(ff) = ©R:s(<i,/) = Sup S aBe-*«<ff+iT> 

( | T - T 0 I ^ B , 2 V = 0 , 1, 2,...). 
I due n u m e r i n o n nega t i v i ps e X5 def ini t i dal le re laz ioni 

p < s = p s ( / ) = lira - ^ — ' , Xs = X 5 ( / )= h m — -

v e n g o n o c h i a m a t i , r i spe t t i vamen te , ordine e ordine inferiore di 
/(s) ne l l a s t r i sc ia or izzontale S ( T 0 , JR). 

È é v i d e n t e che i n q u a l u n q u e s t r i sc ia or izzontale r i su l ta ps<Lp 
Xs < X ed es is tono teoremi (**) che, sotto oppor tune condizioni r iguar-
d a n t i l ' a m p i e z z a B dé l ia s t r isc ia cons idera ta , ass icurano la va l id i tà 
dé l i a u g u a g l i a n z a os = p. I n parfcicolare, sussiste i l seguente 

T E O R E M A (S. MA.srDEiiBRO.rT). - «f{s)e$ soddisfi la condizione 
l i m (Xn4.1 — Xn) > 0. Al lora , de t ta D la densità, super iore (7) dél ia 

n——foo 

(5) M, BLAMBERT [1], pp. 356-358. 

(6) S. MANDELBROJT [2], teor. XXIV, pag. 219; M. BLAMBERT [1], teor. 
I I 1.2.1., png 872. 

(7) £> = lim N(x)[oc, dove N(x)= S 1. Risulta D <-f-oo in forza di 
a; —-̂  +oo **<* 

lim (An_Hi — X „ ) > 0 . 
w — +oo 
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successione |XH|, in ogni striscia S(T0, R) con R > -KD r isulta 

Ps(/) = P(/>». 

In questa Nota dimostreremo che per Tordine inferiore X§ 
i n una striscia orizzontale sussiste l'analogo 

TEOREMA III . - f(s) e W soddisfi la condizione l im (Xu+1 — XJ > 0. 
«—»-+» 

Allora, detta D la densità superiore délia successione |XH | , in ogni 
striscia S(r0, R) con R> nD risulta X51/) = X(/). 

4. Un Lemma pre l iminare , 

Per ogni <r reale finito sia UL(O-) il modulo del termine di modulo 
massimo délia série (1.1) e sia N\v) l ' indice di taie termine, cioè sia 

<4.1) Max | an | e-*** = | aN \ e~\y(af = [*(*). 
0 ^ H < + O O V ' 

(Se per un certo o- esistono più indici n pei quali è soddisfatta 
la (4.1), si conviene di assumere corne N(v) il massimo di tali 
indici n). 

Sussiste il seguente 

LEMMA (8). - Per ogni f(s) e & risulta 

G- • OO 0" G' • 00 0" 

X(/)= lim ^ ( 1 ) = l i m
 l p g X ^ ) , 

Infatti. dalle note disuguaglianze (e) 

(*(") ^ M(*)% M(v) ^ K*(<y - L - «), (s > 0, a < <J0(«, /)) 

(dove £ è definito in (1.2) e JT = K(&, f) è indipendenie da <r), 
«egue immediatamente 

<4.2) P(fl = ÏÏi ^ ^ , X(/)= l im l p g ^ ( g ) . 

(8) Que^to Lernma estende ail* ordine e ail'ordine inferiore (secondo 
RITT) delle funzioni intere rappresentate mediante série di DIRICHLET 
proprietà note dell'ordine e delPordine inferi re <in senso classico) delle 
funzioni intere (G-. VALIRON [6], pag. 33; J. M. WHITTAKER [8], pag. 21). 

(9) G. VALIRON [6], [7]. Veda.i anche Vu CHIA-YUNG [9], pp. 67-68. 

£5 
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D a l l a r e l az ione 

log j*(ff) = log \*.(GI)+ I ^N(z)dœ, a < <r4 

si r i c a v a 

(4.3) log (*(a) <£ — ffXA-(a) -f 0(1), per <J — oo 

e a n c h e , p e r ogni s > 0, a < ffs(E, /) 

(4.4) log [X(<J - s) = log (!(*) + / >W(*)d» 2> eXW(ff). 

( 7 — e 

D a (4.3) e (4.4), t e n e n d o conto di (4.2) si ot t iene 

p ( / ) = U S ^ I _ X _ ^ , X(/)= l im l^e}jM 

e i l L e m m a è d imos t ra to . 

5. D i m o s t r a z i o n e del Teorema I . 

Cominc iamo a p r o v a r e che pe r q u a l u n q u e successione pa rz i a l e 
| nh | di ind ic i n è soddisfat ta la l imi taz ione 

(5.1) - < h m - — ^-*_ = a. 
A ft_+00 A„A log A«A_4 

B a s t e r à o v v i a m e n t e l imi ta r s i a l caso a < -f- oo. P e r ogni E > 0 
e p e r ogni h^_h0 è a l lo ra 

(5.2) log [ i / o» , | ^ (a + £)X„A log X n _ i . 

D a l l a no ta r e l az ione (*?) 

T 

ane—K<* = l im -- \ f(<s + ix)exniTd'ci (n > 0) 

(10) Vedasi ad es. S. MANDELBROJT [2], pag. 170. 
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si ottiene, ricordando (5.2) 

log M[a) > log | atlfi | - X„A<7 ^ - j (a + e) log X » ^ + <x | X^. 

Poniamo <rA — — (a + 2s) log XMft, Per ogni a soddisfacente la 
limitazione <rA < G ^ <rh_i risulta allora (essendo M[<J) funzione non 
crescente al crescere di a) 

log M(a) ^ log Jf (aA_t) ^ sXK/| log XBjk-i (fe > fc0) 
e pertanto 

. ,. l o g 2 M ( a ) . .. logA„ i 
À = l im — ° — — > lim - = . 

Per l'arbitrarielà di s, segue (5.1). 
Se X = 0, allora 1/X = + oo e il teorema è valido per la (5.1). 
Se X > 0, consideriamo la sottosuccessione parziale \nk\ formata 

da quegli indici n pei quali esiste almeno un a taie che N[v) = n. 
Dimostreremo che per questa successione vale in (5.1) il segno = . 

Senza alterare la généralité, possiamo supporre che \nh\ coin-
cida con la successione degli interi naturali ( l l). Procediamo per 
assurdo: sia 

(5.3) - < ÏÏÏE- ^ 1 ^ - 1 = , ^ + 00 
A «—^+oo A« log K-i 

e siano a' e a" due numeri reali tali che 

(5.4) 1/X < a' < a" < a. 

Diciamo aw+4 1*estremo inferiore dei vaiori o pei quali è sod-
disfatta la limitazione N\e) < n. 

Poniamo, per seniplicità di scrittura 

An+i = fc«x«> X^fog X^IA ^ a"' *(fe» > l , « H > O p e r » > nô(/)). 

Essendo | a„ | e~**ff»+i = | a„+ 11 e~x«+ia«-+-i, risulta 

_ logl«„ + i l — l o g | g „ l __ _ «„4.ifc.A J o g X„ — x, XM logXw_ t 

xB + 1 - x„ - \jkn - i) 

(5.5) = - j an+1 + ^ ^ - y g W l o g X , J log Xn 

(11) Infatti. per il IiPmraa del n. 4, la funzione ottenuta soppriraendo 
in (1.1) i termini il cui indice non appartiene a | nh | ha lo stesso ordine 
inferiore délia lunzione f{s) data. 
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P e r il L e m m a del n. 4 e pe r la (5.4) è 

= ÏÏm ~ g = î ïm ~ ^ l < a ' ; 
A a——oologA^CT) M—+oo logXM 

d a (5.5i segue a l lo ra che, pe r n2>nt ~ nx(a') r i su l t a soddisfatta la 
l imi taz ione 

(5-6) *n-M + ay.IL
t t"<a'. 

Sia o ra \nh\ u n a successione parz ia ie di ind ic i n per la qua le 
r i s u l t i a« —- a p e r h —- + oo. P e r ogni h^h0 = fo^a") s a rà al lora 
a«A > a". 

Es sendo aMft > a" > a', da (5.6) segue che per ogni nh > m = 
= M a x ( w 1 , nn0) deve essere oc„ — a„ , < 0 e per tan to , quando 
w/è > m, r i s u l t a 

a » ^ > a„fe > a". 

I t e r a n d o il p roced imento si conclude che p e r n > m. } aM j è 
dec re scen te e ocnjoc. 

Se a = + o o , s iamo cosï p e r v e n u t i a l l ' a s su rdo . Se a < + oo, 
osse rv iamo che, essendo pe r n > m aM+1 > a > a", da (5.6) si ot t iene 

* n 4 - l — * n f 

e cioè 
^ , „ , X„+1 — XM 

a« - «.+1 > (a — a ) \ • 

00 „ 00 -\ \ 
A«-M A« 

Ma al lora 

* » - * = S (aB - <xn + 1)> (a" — a') S 

> ( o " — a ' ) S 1/n 
•n=m0 

(<mn = m^m) < -f oo) e questo è assurdo perché la sér ie de l l ' u l t imo 
m e m b r o è d i v e r g e n t e . 

A b b i a m o cosï p rova to l ' e s i s t enza di u n a successione parz ia le 
( nh | p e r la qna le in (5.1) va le i l segno — : il Teorema I è dimostrato. 

6. D i m o s t r a z i o n e del Teorema I I I . 

Essendo n e c e s s a r i a m e n t e X S ^ X , il t eorema è ovvio se X = 0. 
Se X > 0, b a s t e r à d imos t r a r e che è anche X.s > X. 
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Per il Teorema I, esiste una successione parziale j nh \ di indici 
n per la quale risulta 

log | I/o» | i 
l i m \ \ T-*— = T < + °°-

1—+ooA„ /logAMA_ i A 

Per ogni s > 0, h > fc0(e) sarà allora 

(6.1) log | a „ J ^ - ( j + E) XBjfc log X % _ i . 

Sia C il cerchio | s — (<J + *T()) | < R e poniamo 

JkTc(ff) = Max | f(s) |. 
sec 

Se R > TTD, esiste una costante i f taie che per ogni n > n0(2£" 
risulta (li) 

log Mc(ff) ^ log | an i - XM(«j + iiT). 

Per ogni h>hi = ^(6, 7f) sarà allora, per la (6.1) 

(6.2) log Md*) ̂  - j ( j + •) log X.A-i + a + tf J X„A . 

Poniamo ora 

(6.3) ffjh4_4 = _ | - + 2Ej log \nk . 

Per ogni G soddisfacente la l imitazione 

(6.4) ffA+i<ff^ffA, 

essendo 9î£,s(<r) (definito in (3.1)) decrescente al crescere di a (,3), 
risulta 

log SfcsM ^ log 01¾¾) 

e anche, essendo ovviamente ë>î£,s(<r) 2> Max I f(a + *T) ), 
IT—Tol^B 

log 9Zs[*) ^ log MdL*h + R)-

(*2) S. MANDELBROJT [2], teor. XVI, pag. 199 e teor. XVII, pag. 201. 
ti3) M. BLAMBERT [1], Lemma 11.3.1., pag. 359. 
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D a (6.2) e (6.3) segue 

log Wl^c) ^ | e log XM/,_i - (K + R) f XM/j. 

Si h a q u i n d i , t e n e n d o conto di (6.4) 

X S = i l m toRW^W^, l i m (1 + 0(1)) log S ,n x 

P e r l ' a r b i t r a r i e t à di E r i su l t a a l lora X g ^ X e si pe rv iene cosï 
a l T e o r e m a I I I . 
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