BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

DELFINA ROUX

Sull’ordine inferiore delle funzioni intere.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 20
(1965), n.3, p. 379-388.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1965_3_20_3_379_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1965_3_20_3_379_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1965.



Sull’ordine inferiore delle funzioni intere

DELFINA Roux (Torino) (*)

Sunto. - Si assegna U ordine inferinre (secondo Ritt) della funzione intera
f(s)= OZO ane—2.8 mediante I’andamento delle successioni {an} € |A.{:
se ne ;"i=c‘:1,va U analoga relazione fra I ordine inferiore (in senso classico)
della funzione intera y(2) = O;. a.z" e la successione | a,|.

n=0
Si estende poi all’ordine inferiore un noto teorema di Mandelbrojt

riguardante Vordine di f(s) in una striscia orizzoniale.

[o0]
Summary. - We give the Ritt lower order of fis)= Z a.e—}.5 by means
n=0
of the behaviour of the sequences | a,| and {1, {: we deduce the omalo-
gous formula for the lower order (in the classical sense) of g(g) = Z a,z”.
=0

We prove also a theorem analogous to that one of Mandelbro_yt concer-
ning the order of f(s) in a horisonial strip.

1. = Sull’ordine inferiore (secondo Ritt) delle funzioni intere
assegnate mediante serie di Dirichlet.

Sia & la classe della serie di DIRICHLET

o0}
(1.1) f(s) = E a,,e_lns (s =0 + ’l:T)
n=0
O<h<h <A < A, — + oo
(1.2) L= fim 8" <o,

n —s 400 7

convergenti in tutto il piano complesso (s). Allora ogni f(s)e &
converge assolutamente e f(s) & una funzione intera di s ().
Per ogni o reale finito poniamo

M(e)= M(s, f)= Sup |[f(c + 7)|
—oo<Lt<<+}0

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
n. 40 del Comitato per la Matematica del C.N.R., per I’anno 1964-U5.
(t) Vedasi ad es. S. MANDELBROJT |2], pp. 168-169.
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e consideriamo i due numeri (non negativi) ¢ e A definiti dalle
relazioni

p=rp(f)= lim LOigz—M@(“’); A= X\f)= lim

G —s —00 — G — —_—G

essi vengono chiamati, rispettivamente, ordine e ordine inferiore
(secondo J. F. Rirt) della funzione f(s).
I/’ ordine p (secondo Rirr) di f(s) soddisfa la uguaglianza (%)
1 lim log |1 /o_;ﬂ_|

1.3 — =
(1.3) o(f) n oo A, logh,

(ove si ponga 1/p(f) = + oo se o(f) =0 e 1/p(f) =0 se o(f) = + o).

Non era invece finora moto il legame fra 1’ordine inferiore
(secondo Rirr) di f(s) e ’andamento delle successioni |a,} e {A, 1.
In questa Nota dimostreremo il seguente

TrorEMA I. — Per ogni f(s)e & &

—— logitja
= Min lim gl /""]

1
Mi) pmyf s teohn, log

(1.4)

al variare di | m,} fra le successioni di interi non mnegalivi n, <<
<m <My <., (con la solita convenzione 1/A(f)= -+ oo se A(f)=0
e L) =0 se Nf) = + o0).

Counsideriamo ora una funzione f(s) € & ad ‘accrescimento regolare
(cioe tale che AMf) = p(f)) e sia {®,]| una successione per la quale
e oo loglljaa, | 1
risulti lim ————— 2 =—.
" h—dootn logln, 0

i

La (1.3) implica allora

log | 1/a
(1.5) lim Jogllem,| 1
hestoo Pn, logdu, p

e inoltre, essendo

—— log|l/an, | Y log | 1/ax — logh,

- og | Ham, |
h—e 400 )\"h log )\"Ia P —r 00 10g A

’
P h—1

m . " A
h —s 400 )\”h 10g A"h——

i
si ottiene anche, se p=3=0, oo,

log hu,

1.6 im —— % =
(1.6) h— +oo lOg )\”h__‘

(2) logy x =1log log .
(3) J. P. Ritr (3], pag. 78.
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Viceversa, se esiste una |#,| per la quale valgono (1.5) e (1.6),
da (1.4) segue 1A < 1/p e quindi A =p.
Si ottiene cosl come corollario del Teorema I il seguente

TeoreEMA (YU CH1A-YUNG [9], pag. 73). - Condizione necessaria
e sufficiente affinche fis:e & di ordine p 10 <p <<+ oo) sia ad
accrescimento regolare & che esista {n,| soddisfacente le condizioni

log A
lim _i'lzh
h-——+:>010g)\nh_‘

log I'1/an, |

1
R—stoo An loga, P T

h

2. Sull’ordine inferiore (nel senso classico) delle funzioni
intere.

(o]
Sia g(s) = ¥ a,2" una funzione intera della variabile complessa
n=1

z e consideriamo l’ordine ¢* e l’ordine inferiore 2* (nel semso
classico) di g(z), cio® i due numeri non negativi definiti dalle
relazioni

log, M)

= log, M¥(r)
* o % = ot —
p eXg) lim log 7

M= A¥g) = li
re—rtx logr ’ @ =

r—» 40
(M*(r) = M*(r, g) = M;x [ g(2) |).

I’ ordine ¢* soddisfa, come & ben noto, la uguaglianza

—{;: lim l__ogll/a.,]_
¢ n = Foo n logn

La relazione fra 1’ordine inferiore 3* e ’andamento della suc-
cessione |a, | & notevolmente piit complicata e finora erano note
soltanto limitazioni dal di-opra e dal disotto (‘). Tale relazione si
pud ottenere ora come immediato corollario del Teorema I. Infatti,

(o2
con la posizione abituale z=e¢—5, g(2) si muta in fis)= T a,e~"eF
n=t
e, essendo M*(r, g)= M(—logr, f), risulta \¥(g) = Mf). Vale quindi il
oo
TeoreEMA II. - Per ogni funziome inlera g(z)= X a,2" risulia
n=o0
N 10g| l/anh l

‘—1— = Min lim
Rg) ) koo L gy,

(*) J. M. WHITTARER [8], S. M. SnaH [5], D. Roux [4].
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al variare di {m,} fra le successioni di interi non negativi n,<mn,
< My < ..., (con la solita convenzione 104 g) = + oo se Mg)=0 e
1/3%(g) = 0 se M(g) = + oo).

3. Sull’ordine inferiore (secondo Ritt) in una striscia oriz-
zontale. '

Sia f(s)e & L’ordine e I’ordine inferiore (secondo Rrrr) di 1(s)
possono essere definiti anche nel modo seguente. Per ogui o reale
finito poniamo (seguendo M. BLAMBERT)

n=\N

%(O‘) ] @TC(G’ f) == Sup 2 aue—ln(c-*-i"r)
T, N | n=0
(—oo <1<+ o0; N=01,2...
Si dimostra (°) che & anche
olf) = Tim log, QTC(G)’ f)= lim log, 9N(s) )
G —+ —20 — G a——Tl—ao — G

Diciamo ora S(t,, R) V'insieme dei punti s =+ it soddisfa-
centi la limitazione |t —7,|<< R e poniamo, per ogni ¢ reale finito

’ n=N
(3.1) M g(s) = Mg, f} = Sup| I a,e " alo+in)
o N 0

n=—

(|IT—%H!<R, N=0, 1, 2,..). ‘
I due numeri non negativi ps e As definiti dalle relazioni
ps = psif)y = lim lo_gi—?)TCsw), s = Aslf) = lim log, O (o)

G—+r—20 . — G e > oo — G

vengono chiamati, rispettivamente, ordine e ordine inferiore di
f(s) nella striscia orizzontale S(r,, R).

B evidente che in qualunque striscia orizzontale risulta ps <
As <X ed esistono teoremi () che, sotto opportune condizioni riguar-
danti I’ampiezza R della striscia considerata, assicurano la validita
della uguaglianza os = p. In particolare, sussiste il seguente

TrorEMA (S. MaNDELBROJT). - «f(s) € & soddisfi la condizione
lim (Aues — A,) > 0. Allora, detta D la densita superiore (7) della

9 — 420

()} M. Buamserr [1}, pp. 356.358.
(5) S. MaNDELBROJT |2], teor. XXIV, pag. 219; M. BLAMBERT [1], teor.
II1.2.1,, pag 372
() D= lim N(x)/x, dove N{x)== % 1. Risulta D <+ o0 in forza di
Z~— 400 A<z

lim Ay — Ap) > 0.
" — 00
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successione |1,|, in ogni striscia S(r,, B) con R > =D risulta
pslf) = plf}»-

In questa Nota dimostreremo che per 1'ordine inferiore g
in una striscia orizzontale sussiste ’analogo

TeoreMA IIL - f(s)e & soddisfi la condizione lim (A,,,—2,)>0.

B—s-4- 0
Allora, detia D la densita superiore della successione |}, |, in ogni
striscia S(ty, B) con B> =D risulta )sif) = Mf).

4. Un Lemma preliminare.

Per ogni ¢ reale finito sia w(s) il modulo del termine di modulo
massimo della serie (1.1) e sia Nic) ’indice di tale termine, ciod sia

{4.1) Max |@,|e™20 = |ay | e~ ne® = wo).
0=n<too
(Se per un certo ¢ esistono pin1 indici % pei quali & soddisfatta
la (4.1), si conviene di assumere come N(o) il massimo di fali
indici n).
Sussiste il seguente

LeMMA (]). - Per ogni f(s) e § risulta

log, o) _ iim log Aw(g)

= lim
e(f) Jim = im  ——

Mfy= lim 10_g3 y'(c__) = lim M) .
o——0 o——0 —°
Infatti, dalle note disuguaglianze (°)
wo) < M(s), M) < Kwlo — L —e), (>0, ooy, f)

(dove L & definito in (1.2) e K= K{¢, f) ® indipendenie da o),
segue immediatamente .

(“42) o= Tm 1°8:*9 = lim 198:#0)
gm—t—00 -_0 a—T—oo _—

(8) Questo Liemma estende all’ordine e all’ordine inferiore (secondo
Rirr) delle funzioni intere rappresentate mediante serie di DIRICBELET
proprietd note dell’ordine e dell’ordine inferi re (in senso classico) delle
funzioni intere (G. VaLirON [6], pag. 33; J. M. WHITTAKER 8], pag. 21).

(®) G. VaLIroN [6], [7]). Veda~i anche Yu Cu1a-Yuna [9], pp. 67-68.

25
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Dalla relazione

togu(e) =loguie)+ [ Mwcada, =+ <
o
si ricava
4.3) log () < — Ao + O(),  per ¢ — — oo

e anche, per ogni ¢ > 0, 0 < o,(¢, )

4.4 log w(c — €) = log (o) +'/)N(¢)dm = eAN(o) -

Da (4.3) e (4.4), tenendo conto di (4.2) si ottiene
offy = Tim 1o8Mw) Mf)= lim 108
g—>—c0 —O0 o0 ¢

e il Lemma & dimostrato.

5. Dimostrazione del Teorema I.
Cominciamo a provare che per qualunque successione parziale

fm,| di indici » & soddisfatta la limitazioue

— log|tlla
(5.1) ! - iim _il_”kl =a.
A ~ h—ec0 )‘”h log A”h—a

Bastera ovviamente limitarsi al caso « << + co. Per ogni ¢> 0
e per ogni k= h, & allora

6.2) log[1/an, | < (x + €Ay, log A

h—1®

Dalla nota relazione (9)

——-wT

a6~ = lim __T/f(c + ét)ernitdr, (n=>0)

(4°) Vedasi ad es. S. MANDELBROJT [2], pag. 170.
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si ottiene, ricordando (5.2)
log M(s) > log| @n, | — 20 = — |(x +¢) log )‘”h_‘ + i,

Poniamo o = — (« + 2¢) log)\nh. Per ogni o soddisfacente la
limitazione o, << 6 =< 0,_, risulta allora (essendo M(s) funzione non
crescente al crescere di o)

log M(o) = log M(c,_,) = s)\nh log )‘”h~4 (h=hy)
e pertanto
A= tim 0B MO g logMw 1
oo %  rijeo — O %t 2

Per I’arbitrarieta di ¢, segue (5.1).

Se A =0, allora 1/A = + oo e il teorema & valido per la (5.1).

Se X > 0, consideriamo la sottosuccessione parziale 1%, formata
da quegli indici » pei quali esiste almeno un ¢ tale che Nis) = n.
Dimostreremo che per questa successione vale in (5.1) il segno =.

Senza alterare la generalitd, possiamo supporre che {=,} coin-
cida con la successione degli interi naturali (!'). Procediamo per
assurdo: sia

= log|1/a,|
5.3 lim =21 ! —
(0.3) <n-_.+°°/\ log A,

x < 4 oo
e siano a' e a”’ due numeri reali tali che
(5.4) INnN<a <a’ <a

Diciamo ¢, ,; 1’estremo inferiore dei valori ¢ pei quali & sod-
disfatta la limitazione Nic) < n.
Poniamo, per semplicita di scrittura

loglija, |
Apr =k, X log kg = % “(k, > 1, 2, >0 per n = nf))
Essendo | @, |e 2ty = | @yt | € 2a41%sy, risulta
]og | @)1 l _ ]Og | a, | “n-&-lkv-)‘n ]Og l" — & k'- log )‘n—l
Tnts = )\n-!-l )‘ )\"(Iﬂ,‘ - 1)
—a logh,_,/logh
(6.5) = — % %yt + Tuat oc;:; OE i iflog), ‘ log A,

<-i n+l+"k;l~— }]ng

(#*) Infatti, per il Lemma del n. 4, la funzione ottenuta sopprimendo
in (1.1) i termini il cui indice non appartiene a {=n,| ha lo stesso ordine
inferiore della funzione f(s) data.
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Per il Lemma del n. 4 e per la (5.4) &

1 —_ G = —0
= lim — = lim —2+! ';
A o log AN@)  w—too log ),

da (5.5 segue allora che, per n = n, = n,(a’) risulta soddisfatta la
limitazione

—_a
(5.6) LV ak—“_—l‘ <a.

Sia ora |n,| una successione parziale di indici #» per la quale
risulti «», —a per h — + co. Per ogni h = h, = h,(a") sara allora
an, > a”.

Essendo an, > a” > o/, da (5.6) segue che per ogni n,>m =
= Max (n,, nn) deve essere “”n—“”h"<0 e pertanto, quando
n, > m, risulta

“nh—, > ‘luh > a’”.

Iterando il procedimento si conclude che per #n >m, |x,} &
decrescente e «, } «.

Se o= 4 oo, siamo cosl pervenuti all’assurdo. Se « << 4 oo,
osserviamo che, essendo per > m a, . >« > a”, da (5.6) si ottiene

a" +4 7" Z“ g
k,l — 1 < a a
e cioe
Mogs — A,
A, — %, > (0 — a’)%.
”
Ma allora
°° - R A —A
Ly — &= 2 ‘U'n - a’u-!-l) > (a” - al) x -———-—"+‘)\ i
n=m n=m "
(o]
>@ —a) 2 1n

N=my

(m, = my(m) < -+ oo) e questo & assurdo perch?d la serie dell’ultimo
membro & divergente.

Abbiamo cosl provato 1’esistenza di una successione parziale
{m,| per la gnale in (5.1) vale il segno =: il Teorema I & dimostrato.

6. Dimostrazione del Teorema III.

Essendo necessariamente As <1, il teorema & ovvio se A =20.
Se A > 0, basterad dimostrare che & anche As=>A.
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Per il Teorema I, esiste una successione parziale {#,| di indici
n per la quale risulta

—  log|1/a
lim —-——gl /n"|=£<+oo
h—s<4-00 )”h log )\n,‘_‘ )\

Per ogni ¢ > 0, k > h,(c) sara allora

. 1
(6.1) log|an | > — (X + s) An, loghn,_ .

Sia C il cerchio |8 — (¢ +41,)| < R e poniamo

Mels) = Max | f(s)|.
seC

Se R > =D, esiste una costante K tale che per ogni # > ny(K
risulta ('?)

]Og MC(O‘) ;— lOg I Q, ! — )‘n(G + K)

Per ogni h > hy = hy(s, K) sara allora, per la (6.1)

{6.2) log Mc¢(s) = — ; (%‘- + e) loghs,_ +o+ K% An, -

Poniamo ora
(6.3) Oppt = — (li + 25) log k,.h .
Per ogni o soddisfacente la limitazione
(6.4) Oyt <06,

essendo O s(s) (definito in (8.1)) decrescente al crescere di o ('3),
risulta

log 9MTs(s) = log IMsis,)

e anche, essendo ovviamente 9l g(¢) = Max | (s 4 47) |,
T T—Tl=R

log 9Ms(s) = log Mo(s, + R)

(*) 8. MANDELBROJT 2], teor. X VI, pag. 199 e teor. X VII, pag. 201.
{!3) M. BuaMmBERT [1], Lemma 11.8.1., pag. 359.
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Da (6.2) e (6.3) segue
log OMs(c) = e log A, — (K + R)} A,

Si ha quindi, tenendo conto di (6.4)

L + o(1)) log X
s = lim 108:2s() 5 5 M=1/(?_+5)
oo T heetoo (1_+e) log X *
A g An,

Per I’arbitrarietd di ¢ risulta allora As= 12 e si perviene cosi
al Teorema III.
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