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Sulla nozione di connessione

FranceEsco SpEraNzA (Bologna) (*)

Sunto. - Si estende la moezione di connessione con metodi essenzialmente
algebrici: si d-finiscono i «irasporiis senza particolari restrizioni, i
<trasporti a vseudngruppo fondamentale. e le «connessioni a yruppo
fondamentale », e se ne studiano le principali proprietd.

Summary, - The author gives some exiensions of the idea of commexion
with essentially algebraic methods; « transports» without special restric-
tions, <transports with fundamental pseudogroup> and «connexions
with fundamental group» are defined and studied.

1. Ci occuperemo qui di alcune estensioni del concetto di con-
nessione, per le quali non occorrono ipotesi di differenziabilita sui
dati, né (per la maggior parte delle proposizinni) & necessario sup-
porre che gli spazi in questione siano varietd topologiche: tali
estensioni permetteranno di porre in evilenza I’ aspetto algebrico
della nozione di connessione. Dopo alcune nozioni — essenziali
per il seguito — sulle categorie e gli pseudogruppi (n. 2), precise-
remo alcune proprietd degli archi d’una varieta (n. 3), e vedremo
condizioni sufficienti affinché in una rappresentazione 1’imma-
gine d’una categoria sia una categoria (n. 4). Nel n. 5 si definird
e si studierd il «trasportos (senza particolari restrizioni) in uno
spazio a struttura fibrosa, mentre nei nn. 6 e 7 si definiranno e
si studieranno rispettivamente i trasporti a pseudogruppo fonda-
mentale e le connessioni a gruppo fondamentale.

2. Ricordiamo che una cafegoria & un insieme dotato d’una
legge di composizione non necessariamente ovanque definita, tale
che:

1) Se fg ed (fg)h sono definiti, lo sono pure gk ed flgh) e si ha
(tg)h = figh).

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca
matematica del C.N.R.
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2) Se fg e gh sono definiti, altrettanto accade di (fg)h
(queste due proprieth si diranno associative).

3) Per ogni f esiste un elemento neutro destro ¢(f) ed un
elemento meutro sinistro ¢'(f), tali cio& che se g:if) o ¢(f)h sono
definiti, si abbia

gelf) = g, elf)h = h,
ed analogamente per ¢'(f) [5, 6].

Un gruppoide & una categoria tale che per ogni suo elemento
[ esiste un elemento inverso f~!, per il quale f~'f=¢«(}), f{—'=<'(f).

Se E, & una collezione di spazi, le applicazioni continue d’uno
di tali spazi su un altro costituiscono una categoria HK(E,); gli
omeomorfismi fra tali spazi costituiscono un gruppoide HFE,) (la
legge di composizione essendo in ogni caso il prodotto ordinario
di applicazioni).

D’ora innanzi, per ogni applicazione f, indicheremo con U,
U’y rispettivamente il dominio e il codominio. Indicheremo con
fa la restrizione di f ad A (4 < Up). Allora il prodotto ordinario
gof di due applicazioni f, g & definito solo se U'y= U,, mentre,
se U, N U,=&= @, si pud definire lo pseudoprodotio gf secondo la

gf=gacfrma (A=TUr00,)

Manifestamente, se esiste g o f, esiste pure gf e si ha in tal
caso gf =g o f.

Si dice pseudogruppo di trasformaziont un insieme I' di appli-
cazioni di sottoinsiemi d’un insieme E in E tali che:

a) vfeT, U, & un elemento d’un insieme ¢ di parti di E,
verificante gli assiomi degli aperti d’una topologia % (se E & uno
spazio, si supporrid sempre che la sua topologia sia %);

b) se U= y U;, con U; e ¢, un’applicazione f definita in U
appartiene a I' se e solo se ciascuna delle restrizioni fy, appar-
tiene a I'';

c) rispetto al prodotto ordinario, I' & dotato della struttura
algebrica di gruppoide.

Si constata che Uy e ® (vfeT), e quindi, se gf & definito,
appartengono a & tanto U/ n U,, quanto f~U',n U,), e gfel:
f & un omeomorfismo di U, su U/ nella %.

Indicheremo con &(E, E’), o piit semplicemente con &, un atlante
di E su E', cio® un insieme di applicazioni biiettive d’un sottoin-
sieme di E in E’ (carte), tali che
U U;=EFE.
fe@d
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Se uno degli insiemi & dotato d’una strnttura topologica, sup-
porremo che i relativi domini delle curte di & siano aperti in tale
struttura Se in E & dato uno pseudogruppo I', si dice che & @&
compatibile rispetio a U se lo sono a due a due le sue carte, cio
se, per ogni coppia f, g di carte con U',n U, O,

g-ife U [4]

Un atlante & compatibile rispetto a T si dice comipleto [4] se
contiene tuite le carte compatibili rispetto a T con le sue carte.
Ogni atlante & compatibile rispetto a " & contenuto in un unico
atlante completo & compatibile rispetto a ' [4].

Dati due atlanti QWE. E), Q(E', E'), I’insieme degli pseudopro-
dotti f'f(fe &, f'e &) & un atlante che indicheremo con &'@ e
diremo pseudoprodotto di €, €'. Si possono comporre in questo
modo anche atlanti e applicazioni, considerando queste ultime come
atlanti d’una sola carta. Lo pseudoprodotto d’atlanti gode delle
proprietad associative.

Non si pud invece assicurare che 1’insieme dei prodotti ' o f
sia un atlante; mnel caso in cui lo sia, lo indicheremo con &' - &
e si avra:

a . acada.
Se
U U,=E,
fea
le carte f~' costituiscono un atiaunte di E’ su E, che diremo opposto
di &, e indicheremo con @-!. Si ha

a—'a 2 §(E, aa-! D &E),
dove &(X) & un atlante di X su se stesso costituito da restrizioni

dell’ applicazione identica. Si osservi che, per ogni atlante UE, E'),
e per ogni 8(E), esiste un §(E’) tale che

A8(E) = 8| E)q.

Se @ E. E) & un atlante completo, compatibile con uno pseu-
dogruppo I' e che ammette 1’atlante opposto, si ha

(1) : @Goloa-'=arda—.

Lo pseudogruppo I' e I’atlante & individuano in E' (qualora
non ne sia gia dotato) una struttura topologica [4]. Aggiungiamo
all’atlante (1) gli omeomorfismi locali 3 di E' in se, tali che Uy
si possa decomporre in parti in modo che la restrizione di & a
ciascuna di es~e appartenga ad (1): si ottiene cosi uno pseudo-
gruppo I'', che indicheremo con @ (', &) (e si dira generato da I ed a).
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3. In uno spazio topologico S gli archi, ciod le applicazioni
continue dell’intervallo chiuso I (0, 1) in S, costituiscono, rispetto
al prodotto omotopico, una struttura algebrica non associativa [9].
Possiamo perd definire, mediante un passaggio al quoziente, degli
< archi luogo », per i quali rimane definita in modo naturale una
struttura di categoria.

Siano «(f), f(f) due applicazioni continue di I in S; sia R la
relazione cosi delinita: «(#})R3(f) quando esistono due ricoprimenti
{ I, | J, 4 di I costituiti da intervalli chiusi suceessivi in corrispon
denza biunivoca, eventualmente costituiti da un solo punto, tali che
esista un’applicazione continua non decrescente wu,:I,~—J, per cui

(2) o, = 'B]k o U,,
oppure un’applicazione continua non decrescente ¢,:.J,— I, per cui
(2) p"kzalkot-!('

k & ovviamente riflessiva e simmetrica; per provare la sua
transitivita, considerato un arco y(f) con B(})Ry(t), ed i due ricopri-
menti | L;{, { M;} di I che si hanno per la definizione, si raffinino
tutti i ricoprimenti in modo che | L,{ = {J,{: basta poi esaminare
i quattro casi nei quali si possono combinare le eventualita (2) e (2').
R & una relazione d’equivalenza, e le sue classi si diranno archi
luogo. Indicheremo con o* la classe cui appartiene I’arco « ().

Il prodotto omotopico & compatibile con la relazione R; ciog,
8€ Y,, Yy §,, 3, sono quattro archi tali che v,y, sia definito e y,RS,,
Y. B3, , allora esiste anche 83, e si ha (y,y,)R(3,3,). Possiamo quindi
definire il prodotto di due archi luogo v,*, v,* secondo la

Yo ¥ = (Yava)*.

Teor. 3.1. — Rispetto al prodotto cosi definito, Vinsieme degli
archi luogo & dotato della struttura algebrica di categoria (se lo
spazio & S, la categoria si dirad TS)).

(!) Consideriamo le relazioni B, ed R, cosi definite:
«(£)R,B(f) quando esiste un’applicazione continua crescente w(t) di I
su se stesso tale che fou =a .
2()R,B(f) quando coincidono le immagini di I'in «(f), B(£), ed «(0)=B(0),
a(1) = B(1).
Sia poi s la relazione &’ omotopia. Si ha
B,SR< Ry, R<o (il segno = si ha solo in casi banali).
R, ed R, non sono adatte ai nostri scopi, poiche le classi d’equivalenza
di R,, composte in modo analogo a quelle di R, non ammeitono elementi
neutri, ed B, & o.



SULLA NOZIONE DI CONNESSIONE 371

Infatti, se y;, Y2, vs sono tre archi, tali che siano definiti i pro-
dotti yo¥y(*, ya*y.*, allora esistono anche vysy(, ysy2, © quindi pure
ya¥(ye*y¥) e (ys*y.*)v,*: se poi esiste uno di questi due prodotti, esiste
anche I’altro. Si ha inoltre, per definizione

S 1.4  (0<i<1/4) 1.(2u)  (0<u<1/2)
Yalyays) § Yo —1) (1/4<i<<1/2)  (yay,)ys § Yoldu—2) (L 2<<u<<3/4)
[ yai2t—1) (1/2<i<1) ya(du—3) (B/d<u<l).

Se si pone

1 1/1 1 +1 /1
u =2t (0£t£1),%=t+1 (I<tgé),u=—2— (2<tg1).
si constata come

o 1alTeY ) Blysy2)ys s
e quindi

13¥(re*ye®) = (vatye®)y
Sono quindi verificati gli assiomi 1) e 2) delle categorie. I ele-
mento neutro destro (sinistro) di y* & la classe cui appartiene 1’ap-
plicazione costante di I in y(0) (rispettivamente in y(1)). Gli archi
luogo costituiscono percid una categoria (ma mon un gruppoide,
salvo casi banali, poiché il prodotto y¥y—')* non & un elemento
neutro).

4. Sara utile nel seguito il seguente

Teor. 4.1. - Sia data un’applicazione ¥ di una categoria K in
un insieme K, dotato d’una legge di composizione non mecessaria-
mente sempre definita, tale che

a) se fg & definito, lo & pure W(f)¥(g), e si ha W(f)¥(g) = ¥(fg);
b) se W(f)¥(g) & definito, lo & pure fg,

allora ¥(K) & unu calegoria (rispetto alla legge di composizione
di K'). (%)

Infatti, se sono definiti ¥(f)\W(g) e [¥()¥(g9)]¥(k), lo somo pure,
per b), fg ed (fg)h, e quindi anche f(gh) e, per a), ¥(f)[¥(g)¥(h)], che

(?) Se K & un gruppo, la sola a), com’& noto, basta ad assicurare che
¥(K) & pure un gruppo. Non cosi per le categorie, come prova il seguente
esempio : sia & l'insieme delle applicazioni 4’ un qualsiasi sottoinsieme d’un
insieme E in un altro. Rispetto al prodotto ordinario, & & una categoria,
rispetto allo pseudoprodotto non lo & Tuttavia, I’applicazione identica di
& in sé, pensandolo la prima volta dotato del prodotto ordinario e la se-
conda dello pseudoprodotto, soddisfa la a).

Peor teoremi di questo tipo, cfr. pure |6]. cap. 1, 24).
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vale ¥(figh) = ¥((fg)h) = [Wif)'W(g)|¥(h): & quindi verificato I’ assioma
1) delle categorie: analogamente si verifica 2).
Inoltre, ¥ (f)¥(f)) esiste, poich® esiste f(f), e si ha

Fif)¥(elf) = ¥(felf) = ¥(f);
e, se W(g)¥(c(f)) & definito, lo & puve, per b), ge(f), che vale allora
g: e quindi, per a), ¥(g)Vis(f)) = ¥ig); se ¥(ef)¥(h) & definito, si
ha Wie(f)¥ih) = ¥(h): percid ¥(s(f)) & elemento neutro destro di ¥(f).
Analogamente per W'if)).
Si osservi che ¥ & un funtore di K su 'W(K).

6. Uno spazio a struftura fibrosa (o, pii semplicemente, uno
spazio fibroso) & uno spazio E in cui & assegnata una relazione
d’equivalenza ¢ le cui classi d’equivalenza (fibre) sono fra di loro
omeomorfe [4]. Lo spazio E/p (base} s’indichera con B, la fibra che
si proietta in un punto x e B si indicherh con F,. Gli omeomor-
fismi fra le F, costituiscono un gruppoide di BRannr &(F,): infatti,
qualunque siano z, y di B, esistono sempre omeomorfismidi F, su F,.

Dger. 5.1. - Sia E uno spazio a struttura fibrosa, di base B e
fibre F,; sia A(B)< IIIB) una categoria. Diremo {rasporto in E
un’ omomorfismo (cioé un’applicazione soddisfacente alla a) del n. 4)
di A(B) in g(F,) tale che

o) T((y™")%) = T='("),
d) se ;x e il cappio nullo per x, T(:;;)é un’applicazione di
F. in sé.

Se y & un arco, T(y*) si dird immagine di v*, o addirittura, per

seinplicita, immagine di y.

Teor. b.1. - Tl;;,) & la trasformazione identica di &, in sé. Per
ogni y € A (B), T\y*} & un omevmorfismo di Fyo) su Fyuy. T soddisfa
quindi la b) del n. 4.

Infatti, ;: ¢ un elemento neutro di A(B), e quindi T.;:) lo &
per T(A(B)) {[6], p. 18). Inolire, e T\y¥)= T\[=(y)]*) & Yapplicazione iden-
tica di Fyo) in sé, e il dominio di T(y*) & quindi Fy); analoga-
mente per Fyu).

Teor. 5.2. — L’ insieme T(\\B)) delle immagini degli archi di B
& dotato della struttura di gruppoide.

Si applichi a T il teor. 4.1, tenendo conto del teor. 5.1, e poi di c).

Teor. 5.3 - Le immagini dei cappi per z(x e B) costituiscono
un gruppo ¥y di trasformaziont di Fr in s¢ (gruppo d’ olonomia).
Infatti i cappi-luogo (ciod gli archi-luogo ad estremi coincidenti)
per x costituiscono un monoide associativo, ed altrettanto accade
delle loro immagini. Per ognuna di queste, inolire, v’® sempre,
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in virth di c), ’elemento inverso, appartenente al loro insieme:
percid esse formano un gruppo.
Analogamente, si prova il

TeOR. 5.4. — L’immagine dei cappi omotopi a zero per x(x € B)
¢ un gruppo op di trasformazioni di F. in sé (gruppo d’olonomia
ristretio).

TEOR. 5.5. - 6, & invariante in ¥.; T induce un omomorfismo d¢
(B} (gruppo fondamentale di B) su ¥y /or.

Basta ragionare come in {9] (p. 64).

TEOR. 5.6. — Se B & connessa per archi di A(B), ¥z, yle B<X B,
Wy e W,, come pure cx e oy. Sono simili, e quindi isomorfi.

Sia y un arco di estremi x, %; si ha

Tiy¥)¥a T-'(y%) © Wy; Ty T & Ve,
da cui
¥, = T(y¥)We T—Yy¥),

il che dimostra I’asserto relativamente a ¥,, W,. Aunalogamente
per oz, oy.

DEF. 5.2, - Un trasporto si dira olonomo se, per ogni v e A(B),
T\y*) dipende solo dagli estremi di y. Un trasporto si dira local-
mente olonomo se, per ogni coppia v, 8 di archi (di B) omotopi, si
ha Tiy*y = T\3%).

Condizione necessaria e sufficiente affinché un trasporto sia
olonomo (rispettivamente, localmente olonomo) & che ¥, (o, rispet-
tivamente, ¢,) consista della sola trasformazione identica di Fy in
88 (wx € B).

Teor. 5.7. - Se B & una varietd topologica, e se esiste un 1rico-
primento { U;| di B tale che TA(U,,) sta un trasporto olonomo (M U)),

allora T & localmente olonomo (A(U,) & la categoria degli archi-luogo
A(B) contenuti in U,).

Basta ricorrere, come in [9| (cfr. p. 115), al lemma di fattorizza-
zione (ibid., p. b1).

"Pud essere opportuno restringere la nozione di trasporto con
opportune ipotesi di continuita: a tale scopo introduciamo la
seguente

Der. 5.3. - Diremo arco parziale yu (vue€l) d’un arco v(f)
1’arco definito dall’ applicazione

Yu (£} = y(ut).

Sia poi y un arco avente primo estremo in un punto xe B:
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diremo {raiettoria di un punio a € F, secondo vy l'insieme
T(yu)a (al variare di u in I).

DgF. 5.4. - Diremo che un trasporto T & regolare quando sod-
disfa alla

e) Le traiettorie di due punii di Fy(vax € B) secondo due arche
omotopi di B sono due archi omotopt di E.

6. Sia F uno spazio, ed B un’altro spazio ad esso localmente
omeomorfo — ad esempio, F sia una varieta topologica V,, ed R
lo spazio numerico B, —: in R sia dato uno pseudogruppo I'. Un
riferimento niobile associafo @ I' & )’ opposto d’un atlante completo
di B su F compatibile rispetto a T.

DEr. 6.1. - Diremo trasporio a pseudogruppo fondamentale T
un trasporto in uno spazio fibroso E tale che:

f) in uno spazio R, localmente omeomorfo alle fibre F,, esiste
uno pseudogruppo [';

g) in ciascuna F; & dato un riferimento mobile &, associato a T;

h) esiste un punto a € B tale che, per ogni x € B e per ogni
arco y da a ad x, R’ e T—'(y:& 5 siano compatibili rispetto a I":
vale a dire, per ogni fo€ Ra, fr€ Re,

foTlfa €T

allorché tale pseudoprodotio & definito; o anche, in base alla defi-
nizione di pseudoprodotto d’atlanti

®3) R T(yHRa  CT.

Nella def. 6.1, alla (3) — e quindi ad h) — si pud sostituire una
condizione esprimibile piut semplicemente (qui si & preferito usare
la h), per I’analogia formale che essa presenta con la h'), che inter-
verrd nella def. 7.1). Invece di h), possiamo usare l’equivalente

h.) Esiste un punto a € B tale che, per ogni x € B e per ogni
arco y di estremi (a, x) sia ’

4) R = fa T'(v¥)

Sussiste infatti il

TEeoOR. 6.1. — Condizione mecessaria e sufficienie affinché valga
la h) & che Ra ed Ry siano trasformati I’ uno nell’ aliro per effeito

dell’ immagine d’un qualsiasi arco di estremi (a, x), ciod che valga
la (4).
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La condizione & ovviamente sufficiente. Per dimostrarne la
necessarietd, basta osservare che R, ed T(y*)&5 ' sono atlanti com-
pleti di R su F, compatibili con I' [4], e quindi coincidono.

TEeOR. 6.2. -~ La scella del punio a & inessenziale, ciod, per ogni
be B, e per ogni arco 3 di estremi (b, x), si ha R TE"Ry < T,
ed Rz = Ko I''(3%).

Sia infatti y un arco di estremi (e, b); in virtit di h,), si ha

Rz = Ra T7(OY)*) = Ro T7'(y¥*)T—'(3%) = Rp T-'(3%),
vale ciod la h), in relazione al punto b ed all’arco 8.

Cor. - Per ogni arco vy di estremi (x, y), s¢ ha
Ry = Fa T2 (v,
TeoOR. 6.3. - Lo pseudogruppo ¥, dedotto dal gruppo d’ omolomia
Wy (%) & contenuto nello pseudogruppo generato (v.n.2)da T e da Rz

¥, C o, &z )

Sia « un punto di B, e y un cappio qualsiasi per x. Preso un
y €y, siano y,, v» due archi di estremi (x, %), (y, ) rispettivamente
il cui prodotto sia y. Per ogni z e F, consideriamo le seguenti
carte :

h e Rz, tale che 2e Un; l€ R, tale che T(n*jze U,; me R, tale
che T(y*)1ze€ Upm.

Indichiamo con f, k, g le restrizioni di k, I, m ad: Un n T (v.¥) U, 0
NI U0m; Tr®Un O U, 0 T Um ;s T*)Un 0 T(MU 0 Unm
rispettivamente. Tali insiemi non sono vuoti, poiché contengono
2, T(y/*)2, T(y¥2z rispettivamente, e sono aperti, perche le T sono
omeomorfismi. Quindi, per la completezza degli atlanti R.. &y,
feRxrog. ke Ry. Sia poi T, = Tu*o,, Te= Tiye*)y,. Si ha

Tv*) Oy = Uk, T(1:*)Uk = U,.
e, tenendo conto della def. 6.1,
goTsoTiof*=(goTeok Y olkoT ot eTl.
Quindi esiste una { e I' per cui
TooTi=g'otof.

(3) Dato un gruppo ‘G di omeomorfismi d’uno spazio E in sé, si dice
pseudogruppo dedotto da G [4, 7] I’insieme delle applicazioni d’un aperto
US E in un aperto U'< E, tali che, per ogni x ¢ U, esista un aperto U,
con £ g U, < U in modo che la restrizione di f ad U, coincida con la re-
strizione (ad U,) d’un omeomorfismo di G. )
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Il dominio di T(y*) = T(v,*) o Tly,*) si pud decomporre in aperti
tali che .la restrizione di T(y*) a ciascuno di essi faccia parte di
O, Ry); da qui segue I’ asserto.

Teor. 6.4. — Per un trasporto, su uno spazio la cui base sia con-
nessa per archi di AIB), a pseudogruppo fondamentale. si pud assumere
come tale lo pseudogruppo generato (v. n. 2) dallo pseudogruppo ¥, ,
dedotto dal gruppo d’olonomia, e da &Rq4:

C=0¥,, &)

Infatti I' deve essere tale da contenere, per ogni arco teA(B) di
estremi (a, x), &y T\3* Ry ; ma, per hy)

Rz TR ' = Ra T-' (1Y T3*)Ra " = Ra T(Y—0/4Ra " .

T((y—3)*) descrive, al variare di y e 8, ¥,, e quindi DI’atlante
che figura nelle uguaglianze precedenti & contenuto in O, , &,):
questo si pud dunque assumere come pseudogruppo fondamentale.

OSSERVAZIONE. — Sia I, lo pseudogruppo degli omeomorfismi
locali di B. Un « trasporto» (nel senso del n. 5) si pué sempre
considerare come un «trasporto a pseudogruppo fondamentate Ty>»
(senza escludere, ovviamente, che come pseudogruppo fondamentale
se ne possa scegliere uno subordinato a T).

7. In questo numero consideriamo dei trasporti dotati d’una
struttura che si pud considerare come una naturale estensione delle
ordinarie connessioni, e percid si diranno «conmnessioni a gruppo
fondamentale ».

DEer. 7.1. - Diremo connnessione a gruppo fondamentale G un
trasporto im uno spazio a struttura fibrosa E tale che:

f’) in uno spazio R, omeomorfo alle fibre F, esiste un gruppo
G di trasformazioni ;

g') in ciascuna F, & dato un riferimento, cioé un’omeomor-
fismo Hp di Fr su R: sia Ry= GH, ’insieme dei riferimenti
(associati a G);

h’) esiste un punto a € B tale che, per ogni x € B e per ogni
arco y di estremi (@, «), sia

R, T(+*)Rs € G.
I/ ultima relazione equivale manifestamente alla seguente

) Hy o T(y¥) o Ha ' € G-
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Nounostante 1’analogia formale con i «trasporti a pseudogruppo
fondamentale », vi sono delle proprieta che valgono per un tipo
e mon per I’altro.

TeoR. 7.1. - La scelta del punto a & inessenziale, vale a dire,
per ogni b e B e per ogni arco 3 di estremi (b, x) si ha
Ry TRy ' € G.
Infatti, detto y un arco da @ a b, si ha
Hyo T3 o Hy '=Hyzo T((SY)*) o Ha o Ha e T=Yv*) o Hy ' € G o G=
=G (c. v.d)
TeOR. 7.2. — Il gruppo d’olonomia ¥, & contenuto nel gruppo
trasformato di G mediante Hy: ¥y © Hy o G o Hy.

Se y & un cappio per x, da (5) si ha infatti
Tiy*) € Hy o G o He.

Teor. 7.3. - Se esiste un a e B tale che B— |{a| sia vripartibile
in archi ye A (B) uscenti da a, si pud, assumendo opportunamente
gli Hy, far st che il gruppo fondamenlale sia il trasformato d’un
(qualsiasi) gruppo d’olonomia.

Per ogni x € B, sia vy, I’arco parziale dell’arco y passante per x,
avente per estremi (@, x). Scelto ad arbitrio H,, poniamo Hy=
= Hg o T~Yy%). Se 3 & un arco di estremi (x, %) si ha

T-yy) o T(3*) o Tiya) € ¥a,

da cui
Hy o T-'(y) o T3*) o T(yz) o Ha € Ha o Wao Hg ',
e, per la scelta di Hy,
Hyo T3%) o Hy ' € Hyo Wgo Hy .

Ora, Y’ applicazione Hy o T(3%) o H, & quella che, per definizione,
dev’essere contenuta in G; I’asserto & cosi dimostrato.

OSSERVAZIONE. — Sia G, il gruppo degli omeomorfismi di R
in sé. Un «trasporto» (nel senso del n. 5) si pud sempre conside-
rare come una «connessione a gruppo fondamentale G, », nel senso
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che, fissato un qualsiasi spazio B omeomorfo alle Fz, e scelli «
arbilrio ¢ riferimenti Hg, la (b) & verificata. Non si esclude, ov-
viamente. che come gruppo fondamentale se ne possa assumere
uno piu ristretto.

Le connessioni lineari su una V, differenziabile [9] rientrano
in queste: esse si hanno per B=V,, Fz= T#V,), R=R,, G =
= GL(n, R), ed assumendo come A(B) la categoria degli archi dif
ferenziabili a tratti. Analogameute per quanto riguarda le connes-
sioni affini, euclidee, ecec..
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