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SuIIa nozione <li connessîone 

FRAJSTCESCO SPERANZA (Bologna) (*) 

Sunto. . Si estende la nozione di connessîone con metodi essensialmente 
aîgebrici: si d^finiscono i * trasporti» senza particolari restrizioni, i 
« trasporti a pseudogruppo fondamentale » e le « connessioni a gruppo 
fondamentale», e se ne studiano le principali proprietà. 

Sa m m a ry. - The author gives some extensions of the idea of connexion 
with essentially algebraic methnds; « transports » witkout spécial restric
tions, « transports with fondamental pseudogroup » and * connexions 
with fondamental group* are defined and studied. 

1. Ci occuperemo qui di alcuae estensioui del concetto di cou-
nessione, per le quali nou occorroao ipotesi di differenziabilità sui 
•dati, né (per la maggior parte délie proposizioni) è necessario sup-
porre che gli spazi in questione siano varietà topologlche : tali 
«stensioni permetteranno di porre in evHenza l'aspetto algebrico 
délia nozione di connessîone. Dopo alcune nozioni — essenzial i 
per il seguito — sulle catégorie e gli pseudogruppi (n. 2), précise-
remo alcune proprietà degli archi d'una varietà (n. 3), e vedremo 
condizioni sufficienti aifinchè in una rappresentazione l ' imma-
gine d'una categoria sia una categoria (n. 4). Nel n. 5 si définira 
e si studierà il «trasporto» (senza particolari restrizioni} in uno 
«pazio a struttura fibrosa, mentre nei nn. 6 e 7 si definiranno e 
s i studieranno rispettivamente i trasporti a pseudogruppo fonda
mentale e le connessioni a gruppo fondamentale. 

2. Kicordiamo che una categoria è un insieme dotato d 'una 
legge di composizione non necessariamente ovunque definita, taie 
che : 

1) Se fg ed (fg)h sono definiti, lo sono pure gh ed f\gh) e si h a 

(tg)h = f(gh). 

(*) LavoL-o eseguito aeU'ambito delPattività dei Grruppi di ricerca 
matematica del C. N. R. 
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2) Se fg e gh sono definiti, altrettanto accade di [fg)h 
(queste due proprietà si diranno associative). 

3) Per ogni f esiste un elemento neutro destro e(/| ecl un 
elemento neutro sinistro s'(/'), tali cioè che se gs\f) o z(f)h sono 
definiti, si abbia 

&\f) = 9, «VJ* = *i 
ed analogamente per e'(f) [5, 6]. 

Un gruppoide è una categoria taie che per ogni suo elemento 
f esiste un elemento inverso f~\ per il quale f~lf=^(f),ff~l=^{f)> 

Se Ea è una collezione di spazi, le applicazioni continue d 'uno 
di tali spazi su un altro costituiscono una categoria 3i(Ea ) ; gli 
omeomorfismi fra tali spazi costituiscono un gruppoide &{Ea) (la 
legge di composizione essendo in ogni caso il prodotto ordinario 
di applicazioni). 

D o r a innanzi, per ogni applicazione f, indicheremo con Ufi 

U'f rispettivamente il dominio e il codominio. Indicheremo con 
fA la restrizione di f ad A (A <z Uf). Allora il prodotto ordinario 
g o f di due applicazioni /, g è definito solo se U'f = Uô, inentre, 
se U'f(\ C79=t=0) s i P u o definire lo pseudoprodotto gf secondo la 

9t = 9A° ff-*A {A = U'f 0 Ug). 

Manifestamente, se esiste g © f9 esiste pure gf e si ha in tal 
caso gf=g° f. 

Si dtce pseudogruppo di trasformazioni un insieme r di appli
cazioni di sottoinsiemi d'un insieme E in E tali che: 

a) vf e r , Ur è un elemento d 'un insieme <ï> di parti di E, 
verificante gli assiomi degli aperti d 'una topologia % (se E h una 
spazio, si supporrà sempre che la sua topologia sia %) ; 

b) se U = u Uit con Z7t e <t>, un'applicazione / definita in U 
appartiene a r se e solo se ciascuna délie restrizioni fa. appar-
tiene a r ; 

c) rispetto al prodotto ordinario, r è dotato délia struttura 
algebrica di gruppoide. 

Si constata che U'fe<b (vfe T), e quiudi, se gf è definito, 
appartengono a <t> tanto Uf' Ç\ Ug, quanto f~l(U'rç\ Ug), e gf e r : 
f è u u omeomorfismo di Uf su U/ nella %. 

Indicheremo con 6L{E, E'), o più semplicemente con 61, un atlante 
di E su E', cioè un insieme di applicazioni biiettive d 'un sottoin-
sieme di E in E' (carte), tali che 

u irf = w. 



SI LLA NOZI0NK 01 C0NNKSS1OXE 3 6 9 

Se uno degli insiemi è dotato d 'una struttura topologica, sup-
porremo che i relntivi domini délie carte di 6t siano aperti in taie 
struttura Se in E è dato uno pseudogruppo r , si dice che 61 è 
compatibile rispetto a V se lo sono a due a due le sue carte, cioè 
se, per ogni coppia f, g di carte con U'r R U'y^=0, 

flT'fer [4j. 

Un atlante 61 compatibile rispetto a F si dice completo [4] se 
contiene tutte le carte compatibili rispetto a T con le sue carte. 
Ogni atlante 61 compatibile rispetto a T è contenuto in un unico 
atlante completo 61 compatibile rispetto a T [4]. 

Dati due atlanti &\E. E ), GL'[E\ E'), Pinsieme degli pseudopro-
dotti f'fife 61, f e 61) è un atlante che indicheremo con £i'£X e 
diremo pseudoprodotto di 61, 61'. Si possono comporre in questo 
modo anche atlanti e applicazioni, considerando queste ultime corne 
atlanti d 'una sola carta. Lo pseudoprodotto d'atlanti gode délie 
proprietà associative. 

Non si puô invece assicurare che l'insieme dei prodotti f o f 
sia un atlante ; nel caso in cui lo sia, lo indicheremo con 61' o 61 
e si avrà : 

a* o aŒ 6i'a. 
Se 

U Ur=E, 
fG a 

le carte f-1 costituiscono un atlante di E' su E, che diremo opposto 
di 61, e indicheremo con 61"1. Si ha 

a-'a s é(E), aa~l 2 &(E'), 
dove ê\X) è un atlante di X su se stesso costituito da restrizioni 
dell'applicazione ideutica. Si osservi che, per ogni atlante CL[E, E), 
e per ogni &(E), esiste un &{E'\ taie che 

a&(E) = &[&)&,. 

Se €L E. E) è un atlante completo, compatibile con uno pseu-
dogruppo r e che ammette l 'atlante opposto, si ha 

(i) â e r o â - ^ à r a - 1 . 

Lo pseudogruppo r e l 'atlante 61 individuano in E' (qualora 
non ne sia già dotato) una struttura topologica [4]. Aggiungiamo 
air atlante (1) gli omeoniorfismi locali V di E' in se, tali che U& 
si possa decomporre in parti in modo che la restrizione di S' a 
ciascuna di es^e appartenga ad (1): si ottiene cosi uno pseudo-
gruppo T', che indicheremo con 0 (r, Cl) (e si dira generato da T ed 61). 



370 FRANCESCO SPERANZA 

3. In uno spazio topologico S gli archi, cioè le applicazioni 
continue dell'intervallo chiuso I (0, 1) in &, costituiscono, rispetto 
al prodotto omotopico, una struttura algebrica non associativa [9]. 
Possiamo perè def inire, mediante un passaggio al quoziente, degli 
« archi luogo », per i quali rimane definita in modo naturale una 
struttura di categoria. 

Siano ot(£), $[t) due applicazioni continue di 1 in S) sia R la 
relazione cosï definita: v.(t)R$(t) quando esistono due ricoprimenti 
\Ik\, | J* i di I costituiti da intervalli chiusi sucoessivi in corrispon 
denza biunivoca, eventualmente costituiti da un solo punto, tali che 
esista un' applicazione continua non decrescente %!-?£—^J* per cui 

-(2) "-h^K °uk> 

oppure un'applicazione continua non decrescente tk\Jk—^Ik per cui 

C2') K = «'* ° **• 
R è ovviamente riflessiva e simmetrica; per provare la sua 

transitività, considerato un arco y[t) con $(t)Ri(tu ed i due ricopri
menti \Lt \, \Mt | di I che si hanno per la definizione, si raffinino 
tutti i ricoprimenti in modo che iL,;| = \Jk\: basta poi esaminare 
i quattro casi nei quali si possono combinare le eventualità (2) e (2'). 
R è una relazione d'equivalenza, e le sue classi si diranno archi 
luogo, Indicheremo con oc* la classe cui appartiene F arco ot (1). 

Il prodotto omotopico è compatibile con la relazione R; cioè, 
s e Yi> Ï 2 » S I Î s s s o n o quattro archi tali che Y2y, sia definito e y^Sj , 
Yî.BSs, allora esiste anche 8,$, e si ha (Y2YI)#ISAV Possiamo quindi 
definire il prodotto di due archi luogo y*9 y?* secondo l'a 

Ys*Yi* = (ïsYi)*. 

TEOR. 3.1. - Rispetto al prodotto cosi definito, l'insieme degli 
archi luogo è dotato délia struttura algebrica di categoria (se lo 
spazio è S, la categoria si dira ïl[S)); 

(l) Consideriamo le relazioni R0 ed Rt cosi definite: 
*[t)R$(t) qaando esiste un' applicazione continua crescente u(t) di I 

su se stesso taie che pow = a 
a(t)R^{t) quando coincidono le immagini di Jin a(Ê), $(t), ed a(0)=p(0), 

a(l) = P(l). 
Sia poi a la relazione d'omotopia. Si ha 

RQ^R^LRI, RS° (il segno = si ha solo in casi banali). 
RQ ed Rt non sono adatte ai nostri sropi, poichè le classi d'equivalenza 

di R9, composte in modo analogo a quelle di R, non ammettono elementi 
neutri, ed Rt (X o. 
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Infatti, se y£, Yz» Y3 sono tre archi, tali che siano definiti i pro-
dotti Y2*YI*Î Y3*Y-'*» allora esistono anche yzYi > YSY2J e quindi pure 
Y3*(Ys*Yi*) e ( Y 3 * Y * * ) Y I * : s e P°i esiste uno di questi due prodotti, esiste 
anche l'altro. Si ha inoltre, per definizione 

[ ïi(4i) (0<ç*<l/4) / Y*(2W) ( 0 < w < l / 2 ) 

Y3(Y2Yi) Y t (« -1 ) ( l / 4 < * < l / 2 ) (Y3Y2)Yi Y.(*»-2) ( l / 2 < « ^ 3 / 4 ) 

( y3f2*—1) ( l /2< fe£ l ) ( y3(4tt-3) ( 3 / 4 < w < l ) . 

Se si pone 

si constata corne 

Y3(Y2Yi )^ (Y3Y2)Y l > 

e quindi 
Ys*(Y2*Yi*) = (Y3*Y«*)YI*-

Sono quindi verificati gli assiomi 1) e 2) délie catégorie. L'ele-
mento neutro destro (sinistro) di y* è la classe cui appartiene l'ap-
plicazione costante di I in y(0) (rispettivamente in y(l)}. Gli archi 
luogo costituiscono perciô una categoria (ma non un gruppoide, 
salvo casi banali, poichè il prodotto y^y-1)* non è un elemento 
neutro). 

4« Sara utile nel seguito il seguente 
TEOR. 4.1. - Sia data un'applicazione *F di una categoria K in 

un insieme K', dotato d'una legge di composizione non necessaria-
mente sempre definita, taie che 

a) se fg è definito, lo è pure ^1/)*%), e si ha <*"(/)*%) = W{fg) ; 
b) se ^ ( / ) 1 ¾) è definito, lo è pure fg, 

allora *¥(K) è una categoria (rispetto alla legge di composizione 
di K% O 

Infatti, se sono definiti Vlf)*V[g) e !>'(/) ̂ ( ^ P W , lo sono pure, 
per b), fg ed {fg)h, e quindi anche f(gh) e, per a), Vif)[V{g)V{h)]t che 

(2) Se if è un gruppo, la sola a), corn'è noto, basta ad assicurare che 
W(K) è pure un gruppo. Non cosi per le catégorie, corne prova il seguente 
esempio : sia ê l'insieme délie applicazioni d'un qualsiasi sottoinsierae d'un 
insieme E in un altro. Rispetto al prodotto ordinario, ê è una categoria, 
rispetto allô pseudoprodotto non lo è. Tuttavia, l'applicazione identica di 
<g in se, pensandolo la prima volta dotato del prodotto ordinario e la se
conda dello pseudoprodotto, soddisfa La a). 

Per teoremi di questo tipo, cfr. pure [6], cap. 1, 2A). 
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v a l e V[f\gh)\ = W([fg)h) = [xV\f)xV{g)y¥(h) : è qu ind i verificato l ' ass ioma 
1) dél ie ca tégor ie : ana logamen te si verif ica 2). 

l u o l t r e , ^1/)^^(/)) esiste, poichè esis te /s(/), e si h a 
xnmw)) = xm(f)) = 'nn; 

e, se W(gf¥{s[f)) è definito, lo è pure , per b), </£(/), che vale al lora 
g: e qu ind i , pe r a), V(0)V|e(/|| = *F|0) ; se V(e|/))V(fc) è definito, si 
h a W\s(f))W{h) = V(fc) : perciô <F(s|ft) è e lemento neu t ro destro di V(/). 
A n a l o g a m e n t e p e r xV(&\f)). 

Si osservi che *F è un funtore di K su {¥(K). 

5. U n o spazio a s t r u t t u r a fibrosa (o, p iù sempl icemente , uno 
spazio fibroso) è u n o spazio E in cui è assegnata u n a re laz ione 
d ' e q u i v a l e n z a p le cui classi d ' e q u i v a l e n z a (fibre) sono fra di loro 
omeomorfe [4]. JJO spazio Elp (base) s ' i u d i c h e r à con JB, la f ibra che 
si p ro ie t t a in u n puu to x e B si i nd i che rà cou F*. Gl i omeomor-
fismi fra le FM cost i tuiscono u n g ruppo ide di B R A N D T ^(Fn) : infat t i , 
q u a l u n q u e s iano x, y di B, esistono sempre omeomorfismi di F.v su Fr 

DJEF. 5.1. - Sia E uno spazio a s t r u t t u r a fibrosa, di base B e 
f ibre Fx\ s ia A(B) _ç IIIJB) u n a ca tegor ia . D i remo trasporto in E 
u n ' o m o m o r f i s m o (cioè un ' app l i caz ione soddisfaconte al la a) del n . 4) 
d i A(B) in ^(Fx) taie che 

c) T([y-*)*)= T-*(y*), 
° °* 

d) se yw è il cappio nul lo p e r x, T(y x )è un 'appl icaz ione di 
F^ in se. 

Se y è u n arco, T(y*) si d i ra immagine di y*, o add i r i t t u ra , pe r 
sempl ic i tà , i m m a g i n e di y. 

o 

T E O R . 5.1. - T(yï) è la trasformazione identica di Wx in se. Per 
ogni y e A (B), T[y*} è «m omemiorfismo di FY(0) s?* -FY(i)< T soddisfa 
quindi la b) deZ n . 4. 

°* °* 
In fa t t i , yœ è u n e lemento n e u t r o di MB), e qu ind i T^x) lo è 

p e r T(A(B)) ([6], p . 18). Ino l t r e , sT\y*)= Tl[s(yl]*) è r app l i caz ione iden
t i ca di i^fo) i n se, e i l dominio di X(y*) è qu ind i Fr(0)] analoga
m e n t e p e r i^T(i). 

T E O R . 5.2. - L'insieme T(/V(B)) délie immagini degli archi di B 
è dotato délia struttura di (jruppoide. 

Si app l ich i a T il teor. 4.1, t enendo conto del teor. 5.1, e poi di c). 
T E O R . 5.3 - Le immagini dei cap pi per x(x e B) costituiscono 

un gruppo ^ di trasformazioni di Fx in se (gruppo d3 olonomia). 
In fa t t i i c app i - luogo (cioè gli a r ch i - luogo ad es t remi coincidenti) 

p e r x cost i tuiscono u n mouoide associativo, ed a l t r e t t an to accade 
dé l ie loro i m m a g i n i . P e r o g n u n a di queste , inol t re , v 'è sempre , 
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in v i r tù di c), l ' e l emento inverso, a p p a r t e n a n t e al loro i n s i e m e : 
perciè esse formano u n gruppo. 

Ana logamen te , si p rova il 

T E O R . 5.4. - L3immagine dei cappi omotopi a zéro per x(x e B) 
è un gruppo <sx di trasformazioni di F^ in se {gruppo d1 olonomia 
ristretto). 

T E O R . 5.5. - <sx è invariante in W^ ; T induce un omomorfismo di 

-K(BI (gruppo fondamenta le di B) su Wx/v.r. 

Bas ta r ag iona re corne in [9] (p. 64). 

T E O R . 5.6. - Se B è connessa per archi di A(B), vix, y)eBxB, 
KVx e Wy, corne pure <*x e ay. sono simili, e quindi isomorfi. 

Sia y un arco di es t remi x, y; si h a 

2 W * r-»(Y*) C V„ ; T~*[i*f¥y Tu*) £ Wx , 
d a cui 

i l che d imost ra l ' asser to r e l a t i vamen te a ^ , XVU. A n a l o g a m e n t e 
per vx, <jy . 

D E F . 5.2. - Un iras porto si dira olonomo se, per ogni y e A(E), 
T|y*) dipende solo dagli estremi di y. Un trasporto si dira local-
mente olonomo se, per ogni coppia y, S di archi (di B) omotopi, si 
ha T(y*| = T(S*). 

Coudizione necessar ia e sufficiente affinchè un t r a spor to s ia 
olonomo ( r i spet t ivamente , loca lmente olonomo) è che Wx (o, r i spe t -
t ivamen te , o>) consista dél ia sola t ras formazione i den t i ca di Fx in 
se (vas e B). 

T E O R . 5.7. - Se B è una varietà fopologica, e se esiste un ricO' 
primento | Z7, j di B taie che TA^U.) sia un trasporto olonomo (Vf/-,), 
allora T è localmente olonomo (A(£7,) è la categoria degli archi-luogo 
A(B) contenuti in Z7,). 

Bas ta r i co r re re , corne in [9| (cfr. p . 115), al lemuia di fattorizza* 
zione (ibid., p. 51). 

P u 6 essere oppor tuno r e s t r i n g e r e la nozione di t r a spor to con 
o p p o r t u n e ipotesi di c o n t i n u i t é : a ta ie scopo i n t r o d u c i a m o la 
seguen te 

D E F . 5.3. - Di remo arco parziale yM (vu e J) d ' u n arco y(£) 
l ' a rco definito da l l ' app l i caz ione 

Yu(t) S5 y(u<). 

Sia poi y uu arco aven te p r imo es t remo in un pun to xeB: 
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diremo traietioria di un puni o a e Fx secondo y V insieme 

T(yu}a (al variare di u in i). 

D E F . 5.4. - Diremo che un trasporto T è regolare quando sod-
disfa alla 

e) Le traiettorie di due punti di Fx(vx € B) secondo due archi 
omotopi di B sono due archi omotopi di E. 

6. Sia F uno spazio, ed R un 'al t ro spazio ad esso localmente 
omeomorfo — ad esempio, F sia una varietà topologica V», ed R 
lo spazio numerico Rn — : in R sia dato uno pseudogruppo T. Un 
riferimento mobile associalo a r è l'opposto d'un atlante completo 
di R su F compatibile rispetto a I\ 

D E F . 6.1. - Diremo trasporto a pseudogruppo fondamentale r 
un trasporto in uno spazio fibroso E taie che: 

f) in uno spazio JR, localmente omeomorfo aile fibre Fx, esiste 
uno pseudogruppo T; 

g) in ciascuna Fx è dato un riferimento mobile $R,X associato a T; 

h) esiste uu punto a e B taie che, per ogni x e B e per ogni 
arco y da a ad x, IRâ1 e T-^iSfe1 siano compatibili rispetto a T; 
vale a dire, per ogni /*aeâRa, fjt,e§ljc, 

U T(t)f7x 6 r 

allorchè taie pseudoprodotto è definito; o anche, in base alla défi-
nizione di pseudoprodotto d'atlanti 

(3) A , T(y*)3ta x c r . 

Nella def. 6.1, alla (3) — e quindi ad h) — si puô sostituire una 
condizione esprimibile più sem pli cémente (qui si è preferito usare 
la h), per l 'analogia forma le che essa présenta con la h'), che inter-
verrà nella def. 7.1). Invece di h), possiamo usare l 'équivalente 

hc) Esiste un punto a e B taie che, per ogni x e B e per ogni 
arco y di estremi (a, x) sia 

(4) « « « « a T - V ) 

Sussiste infatti il 

TEOR. 6.1. - Condizione necessaria e sufficiente affinchè valga 
la h) è che âta &à Slx siano trasformait Vuno nelValtro per effeito 
delV immagine oVun qualsiasi arco di esiremi (a, x), cioè che valga 
la (4). 
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La condizione è ovviamente sufficiente. Per dimostrarne la 
necessarietà, basta osservare che a » ed T{^*\3iâl sono atlanti com-
pleti di R su Fx, compatibili con r [4], e quindi coincidono. 

TEOR. 6.2. - La scelta del punto a è inessenziale, cioè, per ogni 
b 6 B, e per ogni arco 8 di estremi (b, x), si ha eRx TlS^a&T1 C r , 
ed §ix = a& T-\l% 

ftia infatti y un arco di estremi (a, b)\ in virtù di h0), si ha 

a* = a« r-'fl̂ Yi*) = a» r-'tY*)^-1^*) = Jh T-\S*), 

vale cioè la hd), in relazione al punto b ed ail 'arco S. 

COR. - Per ogni arco y di estremi (x, y), si ha 

a^a.r-v)-
TEOR. 6.3. - Lo pseudogruppo Wx dedotto dal gruppo oV onolomia 

xVvr. (a) è contenuto nello pseudogruppo generato (v. n. 2) daT e da £&x~ 

l ^ Ç 0 i r , a*1). 

Sia x un punto di B, e y un cappio qualsiasi per x. Preso un 
y e y/siano y l s y2 due archi di estremi (x, y\ [y, x\ rispettivamente 
il cui prodotto sia y. Per ogni z e Fx, consideriamo le seguenti 
carte : 

he8lx, taie che ze Uh\ l e i&y taie che T(yi*)s e Ut ; m e a « taie 
che T(y*)0 e J7m. 

Indichiamo con/,/c, £f le restrizioni di h, l, m ad: 27¾ 0 T-'(Yi*)Z7, n 
n r-J(Y*)Di«; W i ^ n ut n T-'(T«*)^*; % * ) ^ n T(ri*)Ut n tfm 
rispettivamente. Tali insiemi non sono vuoti, poichè contengono 
z, T(y4*)s, T(y*)s rispettivamente, e sono aperti, perché le T sono 
omeomorfismi. Quindi, per la completezza degli atlanti cHn, <jR,y, 
/ e a ^ a ^ fce a^ . Sia poi T, = T ^ * ) ^ , T2 = Tiyg*)^ - Si ha 

T(Y4*)£7,-= 17*, T ( Y 2 * ) ^ = = Î7,, 

e, tenendo conto délia def. 6.1, 

g o T2 o Ti o f-1 = {g o T2 o fc"1) o (fc o T, o / - ' ) e T. 

Quindi esiste una t e T per cui 

T2o Ti = g-1 ot o f. 

(3) Dato un gruppo G di omeomorfismi d'uno spazio E in se, si dice 
pseudogruppo dedotto da G [4, 7] T insieme délie applicazioni d 'un aperto 
L7ÇJS in un aperto U'çE, tali che, per ogni x e U. esista un aperto Ux 

con a; e Uxç U in modo che la restrizione di f ad £7̂  coïncida con la re-
strizione (ad Ux) d 'un omeomorfismo di G. 
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I l domin io di T(y*) = T(y2*) o T(y(*) si puè decomporre in apert i 
t a l i che .la r e s t r i z i one di T(y*) a ciascuno di essi faccia pa r te di 
0 ( r , a * , ) ; da qu i segue l ' a s se r to . 

T E O R . 6.4. - Per un trasporto, su uno spazio la cui base sia con-
nessa per archi di Ai B), a pseudogruppo fondamentale, si pub assumere 
corne taie lo pseudogruppo generato (v. n . 2) dallo pseudogruppo Wa , 
dedot to dal g r u p p o d 'o lonomia , e da a « : 

r = ©ivBl aa). 
I n f a t t i r deve essere taie da contenere , per ogni arco ceA(i?) di 

e s t r e m i (a, x), %x Tyl*)®^1 ; ma, per h0) 

a* Tts*)a7l = aa T - ^ Y W * ) ^ 1 = aa I^Y-1*)*)»!1. 

T(fy—»S)*) desc r ive , al v a r i a r e di y e o, V?a, e qu ind i l ' a t l an te 
che f i gu ra ne l le u g u a g l i a n z e p receden t i è contenuto in 0 ( ^ , ffia): 
ques to si puô d u n q u e a s sumere corne pseudogruppo fondamenta le . 

O S S E R V A Z Ï O N E . - Sia T0 lo pseudogruppo degl i omeomorfismi 
locali d i R. Un « trasporto » (nel senso del n . 5) si pub sempre 
considerare conte un « trasporto a pseudogruppo fondamentale r o » 
(senza esc ludere , ovv i amen te , che corne pseudogruppo fondamenta le 
se ne possa scegl ie re uno subord ina to a r o ) . 

7. I n ques to n u m é r o cons ider iamo dei t raspor t i dotat i d ' u n a 
s t r u t t u r a che si p u è cons idera re corne una n a t u r a l e es tens ione délie 
o r d i n a r i e conness ioni , e percio si d i r a n n o « conness ioni a g ruppo 
fondamen ta l e ». 

D E F . 7.1. - D i r e m o connnessione a gruppo fondamentale G un 
t r a spor to i n uno spazio a s t r u t t u r a fibrosa E taie che : 

f ) in u n o spazio R, omeomorfo ai le f ibre Fx, esiste u n g ruppo 
G di t ras formazion i ; 

g') i n c i a scuna Fx è dato u n r i fer imento , cioè un 'omeomor-
fismo Hx di Fx su R: sia RX=GHX l ' i n s i eme dei riferimenti 
(associati a G) ; 

h ) es is te u n p u n t o a e B taie che, pe r ogni x e B e per ogni 
a rco y di e s t r emi (a, se), sia 

Rx T{t)BT e G. 

I / u l t i m a re laz ione équ iva le mani fes tamente al la seguen te 

(5) Hx o T{i*) o H71 e G. 
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Nouostante l'analogia formale con i « trasporti a pseudogruppo 
fondamentale », vi sono délie proprietà che valgono per un tipo 
e non per l'altro. 

TEOR. 7.1. - La scelta del punto a è inessenziale, vale a dire, 
per ogni b e B e per ogni arco S di estremi (6, x) si ha 

Rx T(S*)% * e G. 

Infatti, detto y un arco da a a b, si ha 

Hx o T(8*) o HV1 = Hx o T((Sy)*) o i ?" 1 o Ha c T-'fr*) « C ' e f f o G -
= G (c. v. d.) 

TEOR. 7.2. - Il gruppo d3 olonomia ^x è contenuto nel gruppo 
trasformato di G mediante Hx : Wx C Hj1 o G o Hx. 

Se y è un cappio per x, da (5) si ha infatti 

T(y*) e R71 o Go H,c. 

TEOR. 7.3. - Se esiste un ae B taie che B — \a\ sia ripartibile 
in archi y e A (B) uscenti da a, si pub, assumendo opportunamente 
gli Hx, far si che il gruppo fondamentale sia il trasformato d3un 
(qualsiasi) gruppo d3 olonomia. 

Per ogni x e B, sia y^ l'arco parziale dell'arco y passante per #, 
avente per estremi (a, x). Scelto ad arbitrio Ha, poniamo Hx = 
= Ha o T-1(y* ). Se § è un arco di estremi (x, y) si ha 

T-HïJ lo J (8*)O T|y£) e *„ , 

da cui 

Ha o 3M(Y*) o T(B*) o T(yï) o HT e Ha o Wx o H^1, 

e, per la scelta di Hx, 

Hy o 2\8*) o i£7 l
 e Ha o Wa o i î ^ 1 . 

Ora, l'applicazione S^ © T(o*) © / / J 1 è quella che, per definizione, 
dev'essere contenuta in G; l'asserto è cosi dimostrato. 

OssERVAzroNE. - Sia G0 il gruppo degli omeomorfismi di R 
in se. Un « trasporto » (nel senso del n. 5) si pub sempre conside
rare corne una « connessîone a gruppo fondamentale G0», nel senso 
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che, fissato un qualsiasi spazio R omeomorfo aile FXi e scelti a 
arbiirio i rifërimtnti Hx, la |5) è verificata. Non si esclude, ov-
v iamente . che corne gruppo fondamentale se ne possa assumere 
uno più ristretto. 

L e connessioni l ineari su una V„ differenziabile [9] rientrano 
in queste : esse si hanno per B = V„, Fx = Tx\Vn), R = Rn, G = 
= GL(n, i2}, ed assumendo corne A(JB) la categoria degli a n h i dif 
ferenziabil i a t i a t t i . Analogamente per quanto riguarda le connes
sioni affini, euclidee, ecc . . 
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