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Sul problema dei divisori di Titchmarsh

GaETANO RODRIQUEZ (Milano) (%

Santo. - Si dimostra una espressione asintotica del numero di solucions
in interi x, y dell’ equazione xy +l=1p, e si formula una congettura
sull’esistenza di una espressione asintotica pin precisa.

sSammary. - The paper con'ains a new very short proof of the formule
that gives the asymptotic evaluation of the number of solutions of the
equalion xy 4 l=p in integers x, y. A conjecture concerning an im-
proved evaluation of such number is also formulated.

1. Introduzione. Risultati. Nel 1930 TITCHMARSH propose ik
problema di trovare una espressione asintotica del numero N di
soluzioni in interi dell’equazione:

(1) xy +1l=p,

dove p & un numero primo e I & un intero, per tutti i primi p
che non superino un intero z e per z— 4 co. Per tale numero

N, che evidentemente & uguale a X d(p — ), egli, assumendo
p<s
Pipotesi estesa di RIEMANN, congetturd [1] la seguente espressione

asintotica:
log log z
H

(2) E dip—1)=El)-2+ Be—= log 2

dove E(l) & una data funzione di ! e B indica qui e nel seguito
una costante non nulla, non necessariamente la stessa nei vari casi.

La (2) & stata dimostrata poi da Ju. V. LINNIK [2], ma la dimo-
strazione & assai laboriosa e lunga.

Scopo di questo lavoro & di trovare una nuova dimostrazione
piuttosto semplice del risultato di LINNIK, seguendo le linee della
dimostrazione che TircEMARSH aveva dato assumendo !’ ipotesi
estesa di RIEMANN.

I stato possibile evitare I’ introduzione di questa ipotesi facendo

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo n. 40 dek
Comitato Nazionale per la Matematica del C.N.R. .
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uso di un nuovo risultato sul crivello largo di LiNNIK, conseguito
da E. BoMBIERI in [3], teorema HA.

Vi sono altri problemi analoghi che riteniamo possano essere
risolti adattando opportunamente il procedimento seguito in questa
nota. Noi ci occuperemo solamente delle soluzioni della (1) e dimo-
streremo il seguente

TeorEMA. — Se N ¢ il numero delle soluzioni della (1) per tutti
1t p <%, posto:

(3) Tfs) =T (1 —p==1) O |14+ p==p—1)~"y,
il il
8t har-
log log 2

uniformemente rispetto a 1, purche sia:

Ve
logiz"

0|l <B

Inoltre, per ! fissato formuleremo una congettura sul numero
di soluzioni della (1) che risulterebbe espressa dalla seguente
formula asintotica piti precisa:

N = Ty0) - z + 2[yT}(0) + T, (0)]Li(2) + 0(log z)

dove y & la costante di EULERO e A & una costante fissata a piacere.

2. Premettiamo i seguenti due Lemmi che ci comsentiranno
poi di dimostrare il teorema enunciato al numero precedente.

Lemma 1. - Se o(n) & la funzione di Eulero, allora si ha wuni-
formemente rispetto a 1:

W 3 o= TN X+ )+ 7/00) + 0« 25 %),
s (%)

dove o(l) rappresenta, come d’uso, la somma dei divisori di 1.

LemMa 2. - 8¢ ha uniformemente rispetio a 1:

5 2 — T}(0)- X + O(s()1
) 22x ) 10) - X + Ofe(l) log* X).
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Le (4) e (), come risulterad dalla dimostrazione, valgono per
ogni ! intero relativo non mullo.
Dimostriamo il lemma 1. Poich& ¢(n) & moltiplicativa, posto:

[o o] 1 _
Pyfs) = "El ‘P(—’"')” )
(n,l)=1
si ha: )
®) R R et B
ptl PLplp* - 9(pYp*

_als 1 1

PR P S i
ptl + ( —1p (p— 1)p"'“+ } oH % + (p—1)p+' — 1)%
=Us+HTA—p=Y) T 11+p~"(p —1)~" | =Ys + 1) Ti(s).
pll ptl

La funzione ®,(s) della variabile complessa s & evidentemente
olomorfa per Res > — 1, tranne per s =0, dove ha un polo del
1° ordine. Inoltre, posto:

P.(1)
ns

)

T,(S) = Z
n=1

la serie al 2° membro converge assolutamente per Res> —1 e
si avrad per la (6):

b Ln_,z( 3 P..(l))( = mm)

n=1 ns n=1 n

quindi, ricordando la formula del prodotto di due serie di DIRICHLET:

1 1
Y —=3XP,(h)- 3 =.
n<X 9(N) n<x ) r<Xnh
(n,l)=1
Poicha:
1 X n
=1 - —
hs%(/nh Og%+Y+O(X)’
si ricava:
1 X n
b _=zpﬂz(1 X o(_))=
n=X 9(N) wn<X 0 Ogn+y+ X

(n, l)=1

= (log X +v) °§ P,(l) — o§ P,(l)logn —y 2 P,1) +
n=1 n=1 n>X

1
wl) log = + 3 w(0)1).
+ 3 Pblog 3 + 5 0( 2 01 P
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Si ha poi la relazione:

Oit4+p=p—1)"= 3 amn,
PTl * (n, H)=1
dove
m__ L i
-, 8¢ n= .y con , er 'i .
an = i=p(pi—1) Pt 4 PP P 3=
0, se m ha fattori quadrati,
e inoltre &:

— —‘—':SM—
Lll(l ) an

Si ha allora:

Ty(s) = z P(l)n-'—(z *‘(”)n—s)( 3 a,,n—=),

nil N (n, )=1
da cui:
(
Pn(l, - S — _)a"ld’
d'l,dln
(n/d, h=1
e quindi:

. ] 1
Pl h IL(—a, < 2 Zansa.
OIS e, Sl

Se n/d=_ﬁp.~, si ha:

=1

" 1 LA SO | d 1
=H—- _—=H—— == - .
nyd im (P, —1) =1 Pii=p, — 1 "q,(l")
"\d
donde:
1 1
|Pu()|£_ z

ndudno(';})'
"\d

n nrsd ]
“‘(&)> Bloglogn>Bdlogn'

Intanto & ('):

Si ha allora:

1P < 2

( ] )—1=Blogn 3 d/Bc(l)IOg"
'n,d|,d|,, dlogn n* 4l dn

(1) Si veda [4], 24.
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e quindi & uniformemente rispetto a 1:

2P| <Bol) B CER = 0 (e 5.

Si ha poi uniformemente rispetto a I:

2 | Pl = 0o 2 log ”) = 0(stl) log* X),
n<X n<X N

n log*n log* X
log — 3 = l .
S Pbllog 3 < Bo) 3 2T — 0(an 8 T)

Quindi:

M 2 L —(ogXx+ M 2‘. pXUE z P, ()logn + o(c(z) log’ X)
(:'sl))il?(”)

Ponendo nella (3) s =0 si ricava:
°° 1

8) Ty(0) = 2 Y Pu(l)=1I

n

_p_l —1 — 1)) =
orl+p~p—1""p T +p7(p =17 =

o (p—1p ( 1 ) 315.03)  (p — 1)
=IO 11(1 = il ,
piP*—p+1p +p(p— 1) 2t pipti—p+1

e derivando rispetto a s:

lo lo lo
¢ TO——Z-Pll n=1 0{ gp+ gP  _x gp .
(q) l() n() og () E 1 Elp.- » I 1 pllp‘l_p_l_]_

Si deduce allora dalla (7) il Lemma 1, dove T3{0) e T,'(0) sono
date rispettivamente dalle (8) e (9).

In modo del tutto analogo si dimostra poi il Lemma 2.

Inoltre si verifica facilmente che, per

X
IZISB Tog loo® X’

i resti che figurano nelle (4) e (5) non superano i termini principali.

3. Sia », m una soluzione di (1). Allora si ha ():

N=3XYdp—1l)= 2 A 1=
p<=z n<z—l m<z—l

(n,)=1 n.mil=p<z

(?) Si veda [1], 415.
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=2 X b 1— X 2 1=
[e—1 m=e—l n, 2—1 m=</z—1
”(f;\l)_ll n-m-l=p<s (f,%):Ll n.mi}=pslz
=2 X Me;n l)— 2 TnvVe—I1+1; n,l).

nsx/ z2—1 'nS‘\/ g—1
(n, )=1 (n, =1

Sostituiamo nel 1° termine della precedente differenza il valore
asintotico che ci si aspetta e teniamo presente il teorema 2.1 di
[4] (?); si ricava:

(10) N=2Liz) = -1 40 % |0 ny-L00 4
n<y/ z—1 #l ) n<\z 9(n)
(n, h)=1 (n, {)=1

+of & Ve \
n<vz o(n)log(n Va2

(n, =1

Poiche, come & facile verificare, si ha:

T(0) = O(1),  T,(0) = O(log log ),

\'z
log? 2

o(l) log 2

=0(l) per |l|<B

)

per il Lemma 1 il 1° termine della (10) si scrive:

loglog 2
(11) 7,0) - z+0( o e )

-
uniformemente per |l|gBlo\g—fz, mentre il 2° termine si pud

spezzare nel seguente modo:
Li(z) \ Lz(z)
0 E M _—— — = O 2‘ .
(MS‘\/ z 1i(e; =, ) ¢(n) ) ( n<y Mz m, b — (”) ) B
(n, h= t, =1

+0( % |me; n, p— 2@ )
(n, l)=1

Y<n<yz (”'f)

dove _
—__\* 4>0
= W , con > 0.

" (3) Si veda [4), 147.
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Per.un risultato di E. BouMBIERI (¥) &:

Li(z) ( z )
2 . =z
(12) sy lﬂ(z, n, ) — Yn) =0 logd z)’
(n, 1)=1
e per il teorema 2.1 di [4] e il Lemma 1 si ha poi:
(13) 2 | Ie; n, 1) — Liz) | l = LA,
Y<nziz ('n’) Y<nS'\/g (f‘("’) lOg =4
(n, l)=1 (n, [)=1

:o(_z’_ » L)=o(zl°g'—°gz
log 2 y_,y3%®) log 2 )

Per il Lemma 2 si ha infine:

(14) 3 n \/Z VZ -7 _
ﬁS\/z ?(’W) log (n Vz) log 2 ( nsy/3 ¢(0) log 2 )

Mn, =1

Ve ( v _ 2
log 2 nsvl w(n) logz
Allora, tenendo conto delle (11), (12), (13). (14), si conclude che &:

loglogz
N=T0)-2+ O(zng—),

uniformemente per |I|=< B Vz/log?®z.

4. Abbiamo visto al numero precedente che:

N=2 X I nl)— S Inve—1+1;n, D
n<a/z—1 n<+/z—1
(n, l)=1 (n, {)=1

Supponiame ora ! fissato a piacere e poniamo Li(2)/¢(m) e
Li(n \ 2)/¢(n) rispettivamente al posto di Il(z; %, 1) e M(n V2—1+1;
n, ). Con tale sostituzione introduciamo naturalmente degli errori,
il cui contributo per tutti gli » < Vz/logCz, per il teorema BA di
[3]. & O(z/log42), dove A & una costante fissata comunque grande
e C=34 4 22. Facciamo 1’ipotesi che il contributo di tutti gli
errori introdotti per Y z/logCz < n=<1Vz sia ancora O(z/log4 2).

(4) Si veda [3], 14. ¢
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Si ha allora:

N=2Lip) 3 L. _ 3 LVa_ , (LA) :
n<iz t?(n) n<nz q,('n,) log 2
(n, h=1 (n, H)=1

Dai Lemmi 1 e 2 si deduce per ! fissato:

1
15 y o
(1%) n<X ‘{'('n)

(n, l)=1

T(0)log X + y) + T,(0) + O(X—+),

T 2 T0). ¢
n, t)=1

(16)

con ¢ > 0.
Quindi per la (15) &:

2Liz) ® —L. —2Li(e g T,0) ( Liogs + Y) + T;0) + 0@ 1Y } -
n<z (p(’n) 2
(n, 1)=1

S
2 te

= Li(2) | T(0)(log 2 + 2y) + 2T, (0) | + O (lzo?)

Si ha inoltre:

LimVz) nVz N MinVz N 0( nVz
?m)  gm)logmVz) ' o(n)logM+: (n V3z) log¥+2(n V32)

donde:

, /3
an 5 LinVe)
n<ys ¥®)
(n, I)=1
M V_ n -1
= 3 mlVe I —— . 0( )
mzom # nsy/z 9(n) logm+1 (n V3z) + logM+2

(n, )=1

Applicando la sommazione parziale al secondo membro della
(17), e usando la (16) si ricava:

p " =
n<yz 9(0) logm+1 (n ‘/z)

(n, l)=1

SR S Y| CT R
205l g5 T wgmina v Oliiogrieeeva)
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1 h
g, 2 70|
(h,1,=1

2T\(0
1 } + 1\<{gszli + 0= =

=m+ b T[(O)g usE\/E logm+: (n \/5)
A

V2 T(0) ' dt o

- logm+1 z + (lyn + I)TI(O)j 10g"‘+2 (t \/é) + O(Z) =

2

VaT0) | T0) Mt (k— 1)!e 0(__\/; )

= logm+tiz T 1 V& ke logk z logh+1 z
Quindi:
M - n
X m!Vz I — =
m=o n<yz ¢(n) logm+t (n Vz

(n, l)=1

M M=l 4+ k- 1)!s z
= ¥ M _
11[(0) mz=0. k:1 lOg‘”"i"c 2 + (logM-l-z g) -

M
_ m-+41)tz 2 _
=10 mE=o logm+: 2 + 0(10g‘“+2 z) -

= T 0){logz- Li(z) — 2} + O(W—z-f-az)'

Pertanto si ottiene:
N = Li(z) - { T(0)(log z + 2y) + 2T,(0); —

— T()|logz- Li(zg) — 2| + 0(10%5)=

= 1O 2 + 2T + T/OWE + 0(12).

log4 2

Rimane cosl giustificata la congettura formulata al n. 1.
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