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Sul problema dei divisori di Titchmarsh 

G-AETANO RODRIQUEZ (Milano) (*) 

Sunto. - Si dimostra una espressione asintotica del numéro di solueion* 
in interi #, y delV equazione xy-+-l=^p, e si formula una congettura 
sulVesistensa di una espressione asintotica più précisa. 

Smiimary. - The paper confatns a new very short proof of the formula 
that gives the asymptotic évaluation of the number of solutions of th& 
équation œy-\-l = p in integers ar, y. A conjecture concerning an im-
proved évaluation of such number is also formulated. 

1. Tntroduzione . Bisultati. Ne l 1980 TITCHMARSH propose il 
problema di trovare una espressione asintotica del numéro N di 
soluzioni in interi delP equazione: 

(1) xy + l=p, 

dove p è un numéro primo e l e un intero, per tutti i primi p 
che non superino un intero z e per z •—- + oo. Per taie numéro 
N, che evidentemente è uguale a S d(p — l), egli, assumendo* 

Vipotesi estesa di R I E M A N N , congetturô [1] la seguente espressione 
asintotica: 

(2) S d(p - l) = E(l) . s + Bz^fJPK-f, 
p^s lOg & 

dove E(l) è una data funzione di l e B indica qui e nel eeguito-
una costante non nulla, non necessariamente la stessa nei vari casi. 

La (2) è stata dimostrata poi da Ju. Y. LTNNIK [2], ma la dimo-
strazione è assai laboriosa e lunga. 

Scopo di questo lavoro è di trovare una nuova dimostrazione 
piuttosto semplice del risultato di LTNNIK, seguendo le l inee délia 
dimostrazione che TITCHMARSH aveva dato assumendo P ipotesi 
estesa di R I E M A N N . 

E stato possibile evitare l'iutroduzione di questa ipotesi facendo-

(*) Lavoro eseguito neU'ambito dell'attività del Gruppo n. 40 deï 
Coraitato Nazionale per la Matematica del C. IN". R. 
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uso di un nuovo risultato sul crivello largo di L INNIK, conseguito 
da E. BOMBIERI iu [3], teorema 5A. 

Vi sono altri problemi analoghi che riteniamo possano essere 
risolti adattando opportunamente il procedimento seguito in questa 
nota. Noi ci occuperemo solamente délie soluzioni délia (1) e dimo-
streremo il seguente 

TEOREMA. - Se N è il numéro délie soluzioni délia (1) per tutti 
i P < 2, posto : 

(3) T,(«) = n (i -p- 5- 1) n | 1 +p-s~i(p — I)"1 i, 
p\i p]i 

si har 

^ , 0 , . , + 0(,1¾^) 

uniformemente rispetto a l, purchè sia: 

0<\1\<B 
log3s* 

Inoltre, per l fissato formuleremo una congettura sul numéro 
di soluzioni délia (1) che risulterebbe espressa dalla seguente 
formula asintotica più précisa: 

N= r,(0) • z + qTr,(0) + r,'(0)]Li(») + o{^j^j, 

dove y è la costante di EULERO e A è una costante fissata a piacere. 

2. Premettiamo i seguenti due Lemmi che ci consentiranno 
poi di dimostrare il teorema enunciato al numéro précédente. 

LEMMA 1. - Se (b(n) è la funzione di Eulero, allora si ha uni­
formemente rispetto a l: 

(4) „2* d b = T ( ( 0 , , l o g x+T)+r,'(0)+° ia(l) ̂  ) ' 
dove <r(Z) rappresenta, corne d}uso, la somma dei divisori di L 

LEMMA 2. - Si ha uniformemente rispetto a l: 

(5) J ^ ^ = T,(0) • X + 0(c(l) log» X). 
(M,lj=l 
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Le (4) e (5), corne risulterà dalla dimostrazione, valgono per 
ogni l intero relativo non nullo. 

Dimostriamo il lemma 1. Poichè <u(n) è moltiplicativa, posto: 

« = i &\n) 

si ha: 

(6) *,(,) = n i i + - i - + 1 

= nii + A ; + ,. ' ,+ ~l-nli + ; * 
= c(« +1) n (i -p—») n 11 + p — ' ( P -1)-11 = «a + i ) W 

PII pt» 
Lia funzione 4>{(s) délia variabile complessa s è evidentemente 

olomorfa per Be s >• — 1, tranne per s = 0, dove ha un polo del 
1° ordine. Inoltre, posto: 

T,(a)= 2 ¾ 
«==i ns 

la série al 2° membro converge assolutamente per Re s > — l e 
si avrà per la (6): 

1 JL„-' = ( ^ ) ( i H 
«=i ?(«) \„=i ws /W=i n'J' 

quindi, ricordando la formula del prodotto di due série di DIRICHLET : 

S -i- = S P.(ï). 2 J. 
«<X <pW n<X h<X\nn 

(n,Z)=i Poichè : 

si ricava: 

»<;x <ptn) »<x V » VA.// «<;x f(n) 
(», ï)=l 

= (log Z + y) S P«W - S P„(l) log w - y S Pn(l) + 
M=I «—i n>X 

+ S P„(Z)log^ + l o ( S n|P.(l)|). 
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Si ha poi la relazione : 

H 11 + p-s~*(p - I)"11 == S a„n-\ 
ptf («, o=i 

dove 

!

f i r 

11 ^77^ i l ' « e » = H p . . oon p,=}=p, per «=f=y î=ipt\Pi — i) i=i 
0, se n ha fattori quadrati, 

e inoltre è: 

P\i n\i n 
Si ha allora: 

T,(s) = S PM(Z)n-* = ( S ^ n - ) f S a . » - ) , 
«=i \n|Z n /\(n,l)=i ) 

da cui: 

v ^ ) , 
d'Ud\n a 

(n/dtl)=i 
e quindi: 

d\hd\n d d\l,d\nd 
(nyd,l)=i 

Se n/ d= U pi9 si ha : 
• = i 

on/d = n - —— = n — n 

»(5)' ^ p . l p , —1) ^ p . - ^ p , - 1 w j ^ 1 

donde: 

Intanto è (*): 

^ > B ^ ^ > B . n 
log log n d log n * 

Si ha allora: 

nd\i,d\« \d\ogn) n* d,i,rf|« l ' n" ' 

(») Si veda [+]. 24. 
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e quindi è uniformemente rispetto a l: 

2 | P n ( * , | < I M Z ) 2 ^ = 0 ( , ( 1 ) ^ ) . 
n>X n>X nz \ X ) 

Si ha poi uniformemente rispetto a l: 

S n | P„(J) | = 0 Ul) S ?2[p) = 0(*(i) log' Z), 

s ipjfl i iog" <.B«Ï) s ] - ^ = o U î î Ç * ) . 
n>X X n>X n1 \ X j 

Quindi: 

(7) S - i - = (log X + y) S P„(i) - S P„(i) log w + 0 U) l-^\ . 
n^X y(n) n^x « = l \ X J 

Ponendo nella (3) s = 0 si ricava: 

18) r((0) = s p„(;)=n. * _ " * " ' , n u +p--(p-1)->) = 
«=i PHI + p \P — i) P 

Plip*-p + l P \ ^pip -1)J 2K* plp*-p + l' 

e derivando rispetto a s: 

(9) T , ^ - - Ï P J I ) l ^ » - T I ( P ) | 2 ^ + ï - J 5 ^ - S - ? i » i : T 
«=1 ( p / p - 1 p i ï P — J P + 1 P,îi> — P + 1 

Si deduce allora dalla (7) il Lemma 1, dove Tt(Q) e T/(0) sono 
date rispettivamente dalle (8) e (9). 

In modo del tutto analogo si dimostra poi il Lemma 2. 
Inoltre si verifica facilmente che, per 

HKB; X 

' l o g 3 * ' 

i resti che figuraiio nelle (4) e (5) non superano i ter mi ni principali. 

3. Sia n, m una soluzione di (1). Allora si ha (*): 

N = S d(p — l) = 2 S 1 = 
p<s n<s—l m^z—l 

(«, ()=i n*m-\-l=p<z 

(*) Si veda [1], 415. 
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2 S S 1 - S _ S _ 1 
n<,\l s—l m^e—l n<\/s—l m<\/s—l 

= 2 S 11(3; n, Z) — S II(n y » — l + ï; n, Z)-
n<\l s—l n<\l s—l 
(w, 0=1 («, 0=1 

Sostituiamo nel 1° termine délia précédente differenza il valore 
asintotico che ci si aspetta e teniamo présente il teorema 2.1 di 
[4] (3); si ricava: 

(10) N = N=2Li(z) S — + o( 2 

(M, I )= l \ («, / ;=1 

+ o( s n V g ,1 

l n<Vi &(w)log(w y») 
x (n, I;=i 

no*; » , ï ) - •Li(g) 

+ 

Poichè. corne è facile verificare, si ha: 

T,(0) = 0(1), 27(0) = 0(log log 0, 

e 

, ( , ) ^ = 0 ( 1 ) per \ l \ ^ B ^ - , 

per il Lemma 1 il 1° termine délia (10) si scrive: 

<n) r,(O).0 + o 0 

\z 

4'°0-s) 
uniformemente per \1\<CB-.—s—, mentre il 2° termine si puô r i i — i0g< g r 

spezzare nel seguente modo: 

Li{z) 
H(s; w, 0 cp(n) 

= 0 / 2 n ^ » . » - ^ + 

dove 

+ 0( S 
; 7<n<Vs 

(M, I j = l 

11(3 ; n, 0 i f (») 

(lOg 3)3^+22 ' 
con A > 0 

(3) Si veda [4], 147. 
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P e r un risultato di E. BOMBIEEI (4) è: 

(12) S 
(n, l)=i 

' <ï(n) \logAzJ' 

e per il teorema 2.1 di [4] e il Lemma 1 si ha poi: 

Li(z) j 

( y < « ^ ï * ( t t ) l o B 0 ) 
(13) S \n(z;n, l)---^\ = 

(n, I)=i 

Per il Lemma 2 si ha infine : 

(14) V* n V0 
n^Vs v(n)\og(n y s) 

(n, 0=1 

= 0 Va 
log s Us:v

,ï*(n>loe*) 
\ {« ,0=1 / 

0 

Allora, tenendo conto délie (11), (12), (13). (14), si conclude che è: 

log log z\ 

uniformemente per | l \ < JB \ ' z/log3 z. 

4. Abbiamo visto al numéro précédente che : 

N = 2 S _ n ( s ; n, Z) — S _ n ( n V s - Z + Z; n, Z). 

(n, 0 = i (n, 0=1 

Supponiame ora Z fissato a piacere e poniamo Li(z)ly{n) e 
Li(n \z)l<p(n) rispettivamente al posto di U(z; n, Z) e II(« \z — l + l; 
n, Z). Con taie sostituzione introduciamo n a tu rai in en te degli errori, 
il cui contributo per tutti gli n < \ s / l o g c s , per il teorema 5A di 
[3], è 0(zf\ogA z), dove A è una costante fissata comunque grande 
e C = 3i4 + 22. Facciamo l'ipotesi che il contributo di tutti gli 
errori introdotti per y z/\ogcz < n < V » sia ancora 0{zj\ogA z). 

(4) Si veda [3], 14. 
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Si ha allora: 

N=2Li(z) S J - - S ^ V ^ + o f - ^ V 
(n, Jj=i («, î)=i 

Dai Lemmi 1 e 2 si dednce per l fissato: 

(15) S ~ L ^(OXlog X + y) + T,'(0) + 0(X~^% 
n<x v\n) 

(n, 0=1 

n (16) -L ^ - ^ - ^ + 0 ^ 
(M, 0 = 1 

con e > 0. 
Quindi per la (15) è: 

2 L i & S _ ^ ) = 2W<*> j r<(°) (g lQg s + ï) + 2V<0) + 0(^"^+E) J = 
(«, 0=i 4 . 

- £*(*) i « « ( l o g 0 + 2Y) + 2ïy<0) | + 0 {j^j . 

Si ha inoltre: 

I/i(ny/z) n'yjz Min y i l nyjz \ 

? W ~cp(n)log(nyi) "' <p(n)logM+i(nVë)+ \log^+2(w y 0)/ 

donde: 

(17) 2 .Lt(nVg) 

n^V"i *<») 
(n, 0=1 

S 5 + o f _ L _ V 
«<£Vë <p(n) log«+i (n y z) \log^+2 s/ (n, 0=1 

Applicando la sommazione parziale al secondo membro délia 
(17), e usando la (16) si ricava: 

v n 

n<Ly]~s f(n) logMI+i (w y») 
(n, 0=i 

= 21 s A . 1 i w + 1 4. n / * \ j 

(/f 0 = 1 ? ( W ' * W l o S m + 2 <n V 5 l ^ l o g ^ + ^ n y â ) / I 
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+ 1 S s - 5 - 1 -

= (m + l)T((0)j S - - | + i ^ + ^ ) = 
;V « l ogm + i (% V») ) logM+1 « 

V' 
- ^ f + (m + 1)T,(0) /" * + 0(,) -

l o g » « + i s - r v -r '^ ' J l0g»,+2 (t \/s) 
2 

y~zT,<Q) r,(0) ^+1 (&-1)!« / y"» \ 
' log--H 0 + w Ï y e k=t+2 log* 0 + llog^+^0 j ' 

Quindi: 

S m ! ys S n 
m=0 n<\/ g *(n) log»H-i (n yjz) 

(«, o=i 

' w
m = 0 fc=1 iog*»+fcs T uogM+2^y 

- « 0 ) | t o g . . £ ( W - , | + o ( E i ^ ï l ) . 
Pertanto si ott iene: 

N = £*(s) • | T,(0)(log z + 2Y) + 2T,'(0) ! -

- T,«>) | log z • JMW - a | + 0 ( j ^ ) = 

= T,(0) • z + 2[TT,(0) + T,'(O)]JW<0) + 0 ( j ^ ) • 

R i m a u e cosi g ius t i f icata la c o n g e t t u r a formula ta al n. 1. 
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