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Su una questione di invarianza di polinomi ugualmente
forti a prodotti di polinomi quasiellittici

ANeELO CavarLuuccr (Bologna)

Sunto, - Si delermina una classe di trasformazioni lineari invertibili di
B in sé che muiano un polinomio esprimibile come prodotto di polinomsi
quasi-ellittici in uno ugualmente forte.

1. - Richiami. Sia R" lo spazio reale euclideo m-dimensionale
{n =2 delle n-ple di numeri reali x=(x,, ..., «,). Con 2, B, ...
indichiamo elementi di B” con coordinate intere non negative e
facciamo le seguenti convenzioni

A, 2%
Ly =121 0. T, | & | =0 + ... 2,

0
Py D*» = D:‘ es D:" .
J

S|

Dj=

Se P(x) = X a,x* & un polinomio nelle variabili z,, ..., z,, a
%
coefficienti complessi, poniamo

Pfn)= 3 aue, P(z)= il D*Px)

o=

B) = (3 | P x) |2, P(D) =3 a,D>.

Ricordiamo le seguenti definizioni (vedi [3]) che utilizzeremo
in seguito.

DerFiNizIONE 1. - Se P(x) e Q(x) sorno polinomi tali che

)

{1) sup P(x)

zeR"

< oo,

diciamo che P(x) & piw forte di Q(x). Se P(x) & pin forte di Q(x) e
Qx) & pinr forte di Px), diciamo che Pwx) e Qx) sono ugualmente
forti.

DerinizioNE II. - Il polinomio P(x) (I’operatore P(D)) si dice
ipoellittico se ogni distribuzione in R", soluzione dell’ equazione

P\Dwu =0, coincide con una funzione differenziabile infinite volte
su R".

23



352 ANGELO CAVALLUCOI

In seguito saranno ufilizzate le seguenti proposizioni (vedi [3]).

ProprosizioNE 1. - I polinoms P(x) e Q(x) verificano la condizione
(1) se e solo se verificano la seguente

| Q) |
2 up —.—— <
) :elfj” Px) *

ProprosizioNE 2. - Per ogwni coppia di polinomi P(x) e Q(x) esi-
stono due costanii positive c, e c, tali che

—
c,g..P—Q‘?—)—gc,, x e R"
P)Q(x)

Siano P(x), Q(x), P,(x), @,(x) polinomi. Dalla Proposizione 2 segue
che: i) se Px) e P (x), Qx) e Q,(x) sono ugualmente forti, allora
P(x)Qiz) e P, (x)Q,(x) sono ugualmente forti; ii) se P(x)Qix} e P (x)Q,(x),
Plz) e P,(x) sono ngualmente forti, allora Q) e @,ix) sono ugual-
mente forti.

ProposizioNE 3. — Se P(x) e Q(x) sono polinomi ugualmente forte
¢ Px) & ipoellittico, anche Q(x) & ipoelliltico.

ProposizioNE 4. — Il polinomio P(x) & ipoellittico se e solo se

per ogni «=E0 riesce

P(a)(x) n
P(aT > 0, x e R".

Dalla proposizione 4 segue facilmente che il prodotto di due
polinomi ipoellittici & ipoellittico. Dalla stessa proposizione segue
anche che il polinomio ipoellittico P(x) si pud rappresentare nella
forma

3) P(@) = a, & + ... + ana’™s + I a7,

a
con a;3=0, m;=1 e oj<<m; se ai,:l:O, per 1<j<m. Per al
dimostrazione si veda, per esempio, [7].

11 polinomio P(x), di grado m, si dice ellittico se

“) Of=xe R"-> P, (x)F0.
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Siano my, ..., m, mumeri interi positivi e sia P{x)= )] [
a,[m,+...+an/m,_g1
si dice che P(x) & quasiellitlico di multi-indice (m,,..., m,) se
() Ofaxe R'=> = ax* 3= 0.

ay[Mytata,, fm =1

I polinomi elliftici e quasiellittici sono particolari polinomi
ipoellittiei.

2. Trasformazioni stabili. B evidente che ogni trasformazione
lineare invertibile x — Ax di B” in s& muta il polinomio ipoel-
littico P(x) nel polinomio P{4x) ancora ipoellittico. Tuttavia in
generale P(x) e P(Ax) non sono ugualmente forti, come prova
Vesempio: P(x)= a] } ix,, A (2, X3) — (2, 2,).

D’ altra parte le trasformazioni lineari che mutano un polinomio
in un altro ugualmente forte si presentano naturalmente nello
studio dei problemi al contorno: si veda [4], [8], [9] per il caso di
operatori quasiellittici e [5], [6], [10] per il caso di operatori ugual-
mente forti a un prodotto di operatori quasiellittici.

Qui si provano alcune proprietd di tali trasformazioni.

TRASFORMAZIONE STABILE. — La trasformazione lineare inver-
tibile x — Ax di R" in sé si dira stabile per il polinomio P(x) se
P(x) e P(Ax) sono ugualmente forti (‘).

TreorEMA 1. - I polinomi ipoellitiici P(x) e Q(x) sono ugualmente
forti se e solo se riesce ()

14| Q) |2
(6) C‘S] +[P(x)|g SCE’

x & R".

Se vale la (6), si ha
[ Q) P=<tcs(l + | P(x) |*) <3 2| Po)(x) .2,

e di qui segue, in forza della (2), che P(x) & piu forte di Q(x).
Scambiando P(x) con @Q(x) si oitiene che @Q(x) & piir forte di
P(x) e quindi che P(x) e Q(x) sono ugualmente forti.

(*) Lia nozione di trasformazione stabile & stata gia introdotta per par-
ticolari polinomi in [2], [8], [9] con significato leggermente diverso.

?) Qui e in seguito con ¢,, ¢;.... indichiamo sempre costanti positive
indipendenti da x € R».
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Se P(x) e Q(x) sono ugualmente forti, si ha

15 2
(7 o=t <
Q(x)
Dalla Proposizione 4 segue che P(x)— oo, @(x)— oo per x— oo,
x e R", e ancora che

Ca.

| P@) [ + 3 | P |
14| Qyp (PO S PO
14| Pa)f* | Q)" + Eol Q) * 2

1, x e R"

Da questo e dalla (7) segue la (6).
Dal teorema precedente segue immediatamente il seguente:

CoroLLARIO 1. - Se P(x) e Q(x) sono polinomsi ipoellittici ugual-
mente forti valgono le affermazions
i) P(x) e Q(x) hanno ugual grado;

ii) P(x) e Q(x) hanno ugual grado rispetlo a ciascuna delle
variabili x, ..., x,;

iii) se m =1 ¢é ¢l grado di P(x) e Q(x), per x € R" si ha
P, (x) =0 <=> Q,(x)=0.

I’ affermazione iii) equivale a dire che P(D) e Q(D) hanno le
sfesse caratteristiche.

TrorEMA 2. - Se A & una lrasformazione stabile per il polinomio
ipoellittico P(x) e se P(x) e Qx) sono ugualmente forti, allora A
& stabile anche per Q(x).

Q(x) & ipoellittico (Proposizione 3) e quindi si ha per 1potesi

14 Q@) | _

1+ PlAx) ¢
1+ | P)— "

<_ "l g, <
C = 1+|P(.E)|' =02, C3 =
Da questo e dall’identita

1+|Q(Aar:)l”_l—HQ(Aac)l’_l—l—IP(A:r)I’_1+IP(m)I2
14+]Q@* 14| Pdx)* 14 |Px)]? L4+]|Qx)

segue
ac 1+ QU] _ce
G =T+HIQEF = ¢

come si desiderava.
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TeoreEMa 3. - Sia Px) un polinomio quasiellittico di multi-
indice (m,, ..., m,); sta x— Ax una trasformazione lineare inver-

n
tibile di R" in s& rappreseniata da x;— 3, a2, 1 < j<<mn. Allora
1

A ¢ stabile per P(x) se e solo se riesce
(8) m>mi=>a;=0 per 13, j<mn.

Si prova facilmente (si veda [2], [3] per dimostrazioni analoghe)
che vale la relazione

?
(9) Cy S 1_4_% E Ca.
14 Zj x?"’?
1

Se A & una trasformazione stabile per P(x), si ha

14| PlAx)|?
035WS‘34-

Dalle due formule scritte si ottiene
" n

14 (3 ag2,)2™,)
1 1

CyC:
‘_:"S
Co

= €584

Cy

k2

14 3; x?mf
1

e quindi, se si prende x;, =0 per j3Fk, si ha

n
L+ Zj (aj,)%™
1

s _ Caly

— T amy, . —
[ 14 g Cy

Da questo segue che m; > m,=> a; = 0.

Viceversa, supposta valida la (8), segue dal Lemma 4 di [2] che
P(Ar) & quasiellittico di multi-indice (m,,..., m,). Allora, utiliz-
zando la (9), possiamo concludere che 4 & stabile per P(x).

TeEoREMA 4. - Il polinomio ipoellittico Plx) é ellittico se e solo
se P(x) e P(Ax) somo ugualmente forti per ogni trasformazione
lineare invertibile A di R" in sé.

Se P(x) & ellittico, segue dal teorema precedente che ogni A
& stabile per P(x).
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Se P(x) & un polinomio di grado m mnon ellittico, esistono in
R" i punti non nulli «’ e «” tali che P,(x')=0, P,(x")3F=0 ed
esiste una trasformazione A lineare invertibile tale che A(x')=x".
Allora si ha per ogni ¢ reale

14| Pdtz)?
“STF PR

14 | 2P &) + ... + P2 |? .
+ | t'“—le—l(w') + b + 'Pﬂ(xl, l2 -

045 1

e questo & assurdo.

TeorEMA 5. - Se il polinomio P(x) & ugualmenle forte a un
prodotio di polinomi quasiellittici, sono stubili per P(x) tuite le
trasformazgioni che sono stabili per ciascuno dei fattors.

Segue dal Teorema 2 e dalle osservazioni alla Proposizione 2.

TrorEMA 6, — Un prodotio di polinomi quasiellittici (*) pud non
ammettere trasformazioni stabili non banali e pud ammeltere tra-
sformazioni slabili che mon sono stabili per ciascono dei fattors.

La prima affermazione & assicurata dal seguente esempio;
P(x) = (a} + ixa)(2ey + d2c3). Infatti, sia Az, 23)— (@2, + @,
@2 + Gz:7) una trasformazione stabile per P(z). Allora si ha

LH(04204+C43202) (@21 24+ C22%2) [ 04124+ 9%0) H Ap1 4+ X2 200) ]

6= 1+l @)

<c,.

Ponendo x, = 0, si ottiene

1 + (aix; + a3a)(a3x] + agaf)
14 af =6

C <<

e di qui segue @, = 0 e quindi che A4 @& stabile per =, + éx}. Ma
allora A deve essere stabile anche per x} 4 ix, e da questo segue
Qg = 0.

Cid prova che A & banale (ossia del tipo: a;— a;x;j, a;=3=0,
1<<j<<m)

La seconda affermazione & assicurata dal seguenfe esempio:
Plx) = (x} + a3 + i2;)(x; + % + dx;). Infatti la trasformazione (x,,
Xg, X3) — (X2, ,, 3) muta P(x) in s@, ma non & stabile per nessuno
dei fattori.

(3) Il prodotto di pitv polinomi quasielliftici non & in generale quasi-
ellittico (1].
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