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Su u a a qne^tione di invarianza di polinomi ugualtnente 
forti a prodott.i di polinomi quasiellittici 

ANGELO CAVALLTJCCI (Bologna) 

Sunto. - Si détermina una classe di trasformasinni lineari invertïbili di 
Rn in se che mutano un polinomio esprimibile corne proUotto di polinomi 
quasi-ellittici in uno ugnalmente forte. 

1. - Richiami. Sia Rn lo spazio reale euclideo n-di m en si on aie 
{n^2\ délie n-ple di numeri reali x = (xx, ..., x„). Cou a, p, ... 
indichlamo elementi di Rn cou coordinate intere non négative e 
facciamo le seguenti convenzioni 

xa = x\x... a£« , | a | = a, + ... + an , 

Se P(x) = S a%x% è un polinomio nelle variabili xx, ... , xn, a 

a 
coefficienti complessi, poniamo 

Pk(x) = S aax*, P<»)(o!) = *MD*P(a;), 
\a\=h 

P(x) = ( S | PC*>(») h')1'2, P(D) = S aaD*. 
a a 

Ricordiamo le seguenti definizioni (vedi [3]) che utilizzeremo 
iu seguito. 

DEFINIZIOKTE I . - Se P(x) e Q(x) sono polinomi tali che 

<1) sup «— < OO, 
xsRn P W 

diciamo che P{x) è pin forte di Q(x). Se P(x) è più forte di Q(x) e 
Q(x) è più forte di P[x), diciamo che PKx) e Q(x) sono ugualmente 
forti. 

DEFINIZIONE I I . - Il polinomio P{x) {Voperatore P{D)) si dice 
ipoellittico se ogni distribuzione in R'\ soluzione delVequazione 
P[D)u = 0, coincide con una funzione differenziabile infinité volte 
su Rn. 

23 
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I n seguito sarauno utilizzate le seguenti proposizioni (vedi [3]). 

PROPOSIZIONE 1. - I polinomi P(x) e Q(x) verificano la condizione 
(1) se e solo se verificano la seguente 

(21 snp 1 * * J < -
xeIin P{X) 

PROPOSIZIONE 2. - Per ogni coppia di polinomi P(x) e Q(x) esi-
stono due costanti positive c, e c% tali che 

cx<~ ' <çca , xeR\ 
P[x)Q(x) 

Siano P{x), Qlx), P^as), Q^x) polinomi. Dalla Proposizione 2 segue-
che : i) se P(x) e P,|a;), Q(x) e Q\x) sono ugualmente forti, allora 
P(JC)Q(X) e Px[x)Qx[x) sono ugualmente forti ; ii) se P(x)Qix) e P , (ce) G ,(«•),. 
P(x) e Px(x) sono ugualmente forti, allora Q\x) e Qx{x) sono ugual* 
mente forti. 

PROPOSIZIONE 3. - Se P(x) e Q(x) sono polinomi ugualmente forti-
e P\x) è ipoellittico, anche Q(x) è ipoellittico. 

PROPOSIZIONE 4. - Il polinomio P(x) è ipoellittico se e solo se 
per ogni a=}=0 riesce 

-> 0, xe R". 
P[X) 

Dalla proposizione 4 segue facilmente che il prodotto di due 
polinomi ipoellittici è ipoellittico. Dalla stessa proposizione segue 
anche che il polinomio ipoellittico P(x) si puô rappresentare nella 
forma 

(3) P(x) = aLx™> + ... + anx™n + S a > * , 
a 

con a,4=0i « î / ^ 1 e «y < m/ se al=j=0, per l < j < n . Per al 
dimostrazione si veda, per esempio, [7]. 

I l polinomio P(x), di grado m, si dice ellittico se 

<*) 0=|=a!e JB»->Pm(a5)4=0. 
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Siano mi}..., mn mumeri interipositivi e siaP(a;) = S a*x<*\ 
«i /^ i+. -+« w /«* n ^i 

si dice che P(x) è quasiellittico di multi-indice {ml...., m„) se 

(5) Q=£xeRn=> S aax*4=0. 

I polinomi ellittici e quasiellittici sono particolari polinomi 
ipoellittici. 

2» Trasforinazioni stabîli . È évidente che ogni trasformazione 
lineare invertibile x—+ Ax di Rn in se muta il polinomio ipoel­
littico P(x) nel polinomio P{Ax) ancora ipoellittico. Tuttavia in 
générale P(x) e P(Ax) non sono ugualmente forti, corne prova 
l'esempio: P(x) = x\ + i&% ? i ! («i, x2)^^{xii Xi). 

D'altra parte le trasformazioni lineari che mutano un polinomio 
in un altro ugualmente forte si presentano naturalmente nello 
studio dei problemi al contorno: si veda [4], [8], [9] per il caso di 
operatori quasiellittici e [5|, [6], [10] per il caso di operatori ugual­
mente forti a un prodotto di operatori quasiellittici. 

Qui si provano alcune proprietà di tali trasformazioni. 

TRASFORMAZIONE STABILE. - La trasformazione lineare inver­
tibile x—^Ax di Rn in se si dira stabile per il polinomio P(x) se 
P(x) e P(Ax) sono ugualmente forti (M-

TEOREMA 1. - I polinomi ipoellittici P(x) e Q{x) sono ugualmente 
forti se e solo se riesce (*) 

Se vale la (6), si ha 

| Q(x) | l < c2(l + | P(x) |s ) < c3 2 | P<«)(x) ,8, 
a 

e di qui segue, in forza délia (2), che P(x) è più forte di Q(x). 
Scambiando P(x) con Q(x) si ottiene che Q(x) è più forte di 

P(x) e quindi che P(x) e Q(x) sono ugualmente forti. 

(1) La nozione di trasformazione stabile è stata già introdotta per par­
ticolari polinomi in [2], [8], [9] con significato leggermente diverse 

(2) Qui e in seguito con cit c2.... indichiamo sempre costanti positive 
indipendenii da x e i£». 



354 ANGELO CAVAT.LUCCI 

Se P(x) e Q(x) sono ugualmente forti, si ha 

Dalla Proposizione 4 segue che P(x)—-oo, Q(x)—-oo per x—^oo, 
x e Rn, e ancora che 

i + IOMI' i ^ l '+ j , ! ^^ ! ' 
1 + | P(x) |« ' | Q(x) | ' + S | QW(*),» * — « r *' x e Rn 

a+0 

Da questo e dalla (7) segue la (6). 
Dal teorema précédente segue immediatamente il seguente: 

COROLLARIO 1. - Se P{x) e Q(x) sono polinomi ipoellittici ugual­
mente forti valgono le affermazioni 

i) P(x) e Q{x) hanno ugual grado; 

ii) P(x) e Q[x) hanno ugual grado rispetto a ciascuna délie 
variabili xt,..., xn ; 

iii) se m ^ 1 è il grado di P(x) e Q(x)} per x e Rn si ha 

PJx) = 0 <=> Qm(x) = 0. 

L'affermazione iii) équivale a dire che P(D) e Q(D) hanno le 
stesse caratteristiche. 

TEOREMA 2. - Se A è una trasformazione stabile per il polinomio 
ipoellittico P(x) e se P(x) e Q(x) sono ugualmente forti, allora A 
è stabile anche per Q(x). 

Q(x) è ipoellittico (Proposizione 3) e quindi si ha per îpotesi 

i _ -HPU^ , ^ + 1^)1° 
C l - i + |P(*)|» - C 2 ' C3-i + \P(x)\*-c*-

Da questo e dall ' identità 

l + \QUx)\* _ l + \Q{Ax)\' 1 + | P(Ax) |» 1 + 1 PM \2 

1 + | Q(x) |' 1 + | P(Ax) |« ' 1 + | P\x) |« ' 1 + | Q(x) |» 

segue 

ÇjCs 1 + | QUir) |» csct 

c4 ^ 1 + ! Q(x) |2 ^ c3 ' 
corne si desiderava. 
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TEOREMA 3. - Sia P(x) tin polinomio quasiellittico di multi-
indice h , . . . , w„); sia x—- Ax una trasformazione lineare inver­

ti 
tibile di Rn in se rappresenlata da Xj—- S,-%#,, l<j<n. Allora 

i 
A è stabile per P(x) se e solo se riesce 

(8) M,Î> mj=> a%j = 0 per l < i , j^n. 

Si prova facilmente (si veda [2J, [3] per dimostrazioni analoghe) 
che vale la relazione 

1 

Se 1 è una trasformazione stabile per P(x), si ha 

1 + | P{Ax) |* 

Dalle due formule scritte si ottiene 

C3- i +1 PI*) i- -c<-

1+ 2/(5,«* as,)», 

* ~ 1 + Sy .p "_ C l 

e quindi, se si prende x} = 0 per j =\= h, si ha 

^ i + wwJ-, 
c* l+xlTk' Ci ' 

Da questo segue che w,- > w/t. => aj7. = 0. 
Viceversa, supposta valida la (8), segue dal Lemma 4 di [2] che 

P(Ax) è quasiellittico di multi-indice (mft,..., «*„). Allora, utiliz-
zando la (9), possiamo concludere che A è stabile per P{x). 

TEOREMA 4. - Il polinomio ipoellittico P(x) è ellittico se e solo 
se P(x) e P(Ax) sono ugualmente forti per ogni trasformazione 
lineare invertibile A di Rn in se. 

Se P(x) è ellittico, segue dal teorema précédente che ogni A 
è stabile per P(x). 
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Se P(x) è un polinomio di grado m non ellittico, esistono in 
Rn i punti non nnlli x' e x" tali che Pm(a;') = 0, Pm(x")=%=0 ed 
esiste una trasformazione A lineare invertibile taie che A (x') = x". 
Allora si ha per ogni t reale 

„ l + |Pl4te-)i' 
^-VHiwjr-*1' 

„ 1 + | <«P.fg") + ... + P,.(x") |« _ 
c « - l + l*—«p11,_l(aJ-) + ... + p i(a! ')l* - c « 

e questo è assurdo. 

TEOREMA 5. - Se il polinomio P{x) è ugualmente forte a un 
prodotto di polinomi quasiellittici, sono stabili per P(x) lutte le 
trasformazioni che sono stabili per ciascuno dei fattori. 

Segue dal Teorema 2 e dalle osservazioni alla Proposizione 2. 

TEOREMA 6. - Un prodotto di polinomi quasiellittici (3) puà non 
ammettere trasformazioni stabili non banali e puà ammeitere tra­
sformazioni stabili che non sono stabili per ciascono dei fattori. 

La prima affermazione è assicurata dal seguente esempio; 
P(x) = (x\ + ix2){xi + ix\). Infatti, sia A(xt, x2) —• lauXt + ai2x2} 

a>u&i + #2-2#2) una trasformazione stabile per P(x). Allora si ha 

C i - l + K + a r | ( ^ + ^ ) ^c*' 

Ponendo x3 = 0, si ottiene 

. 1 + ( « + a&Dlalxl + <**&) 
Ci 

l + < 
e di qui segue au = 0 e quindi che A è stabile per xi + ix\* Ma 
allora A deve essere stabile anche per x\ + ix2 e da questo segue 
ai2 = 0. 

Ciô prova che A è banale (ossia dei tipo: ay—*-ayœy, ay=}=0, 

La seconda affermazione è assicurata dal seguente esempio: 
P(x) = (x\ + x% + ix3)(Xi + x\ + i#3). Infatti la trasformazione (xt, 
aîg? #3)—*• (a?2, act, «3) muta P(#) in se, ma non è stabile per nessuno 
dei fattorL 

(3) Il prodotto di più polinomi quasiellittici non è in générale quasi­
ellittico [1]. 
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