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Trasformazioni puntuali tra due S, a configurazione
caratteristica armonica (¥)

Mario Pezzana (Bologna)

Sunto. - Si stabiliscono alcune proprieta di un particolare tipo di tra-
sformagioni tra due regioni di due S, ., de'te a configurazioni caratte-
ristica armonica. Le pitt notevoli sono che tali trasformazioni possie-
dono sempre il massimo numero di fomiglie di ipersuperficie caratte-
ristiche e che queste possono ridursi anche tutte ad iperpiani. Infine
si danno alcuni esempi di tali trasformaszioni.

1. - Scopo di questa Nota & di stabilire alcune proprieta di
un particolare tipo di trasformazioni tra due S, (') che chiamerd
a configurazione caratteristica armonica.

Dird che, in un §,, 2"—1 refte uscenti da un punto hanno
configurazione armonica se, fissato in un iperpiano di S, non
passante per il punto un riferimento proiettivo qualsiasi, le rette
proiettano i 2"—1 punti che hanno tutte le coordinate .0 o 1.

La configurazione geometrica di questi punti & facilmente rap-
presentabile. Sull’iperpiano in questione si considerino 7 -1
punti indipendenti, e il simplesso che ha per vertici » qualunque
di essi. I punti considerati sono gli » 4 1 dati, ai quali si devono
aggiungere le proiezioni, su tutte le facce di tutte le dimensioni,
del punto che non é vertice, dai vertici del simplesso.

Si osservi che il numero di fali punti e il numero dei punti
di un 8, _, aventi le coordinate proiettive omogenee uguali a 0
o ad 1 sono

n+ (:’3‘) 4+ o+ (Z:)= m_ 1

cioé tanti quante somo le direzioni caratteristiche uscenti da un
punto in una trasformazione puntuale tra due S, (?).

(*) 11 presente lavoro & stato esegunito nell’ambito dell’attivitd del 26°
Gruppo di Ricerca del Consiglio Nazionale della Matematica del C.N.R.

(!) Qui e nel seguito si dird semplicemente «tra due S,», ma s’inten-
dera «tra due regioni di regolaritd degli S, ».

(®) Si veda: M. ViLLa «Le trasformaszioni puntuali fra due spaei
lineari>, Note I, II, IIT, Rend. Acc. Naz. dei Lincei, (8) 41 pp. 55-61,
192196, 295-303 (1948).
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Dird che una trasformazione tra due S, & a configurazione ca-
ratteristica armonica se le rette caratteristiche che escono da ogni
coppia di punti sono a configurazione armonica.

B intanto da osservare che allora, per ogni h <<n, per ogni
punto passa il massimo numero di spazi lineari ad # dimensioui
contenente 2" —1 direzioni caratteristiche.

Dimostrerd che:

I) Affinché la configurazione caratteristica sia armonica basta
34+ 5

che W retie caratlerisiiche uscenti da ogni punio proietiino
alirettanti punti che in un qualunque iperpiano non passanie per
il punto considerato abbiano la seguente configurazione: n di essi
siano indipendenti e tutti gli aliri siano le proiezioni da questi di
un ulteriore punto indipendenie su tutle le facce a due e tre di-
mensioni del simplesso che ha per wvertici gli n punti considerati.

I facile verificare che tale configurazione & quella che si ot-
tiene considerando in un iperpiano tutti i punti che in un rife-
rimento proiettivo hanno una, due, tre coordinate uguali 'ad uno
e tutte le altre nulle.

Si osservi che per »n =3 si ottiene il numero totale delle rette
caratteristiche, mentre per » >3 la proposizione & una effettiva
n® 4 5n

" o_
3 <2 - 1.

proprietd delle trasformazioni in esame in quanto

11} Esistono
stiche (%) (4)-

nin + 1) amiglie o' di ipersuperficie caratteri-
5 f] persup

Inoltre per ogni h > mn esisteranno famiglie di V, caratteri-
stiche e saranno le varietd intersezioni di » — h ipersuperficie
caratteristiche.

III) Se una famiglia di ipersuperficie caraiteristiche si riduce
ad una famiglic di iperpiani, essi formano fascio.

IV) Basta che 2n—1 famiglie di ipersuperficie si riducano ad
iperpiant, affinché cio succeda per tutte.

(®) E noto che in generale non esistono neppure calotte piane del se-
condu ordine che si corrispundano in una trasformazione puntuale. Si ve-
da M. ViLLA, op. cit. in (2),

(4) Per la nozione di ipersuperficie caratteristiche si veda: L. Mu-
RACCHINI, Alcune proprieta in grande delle trasformasioni puniuali fra
spazi, « Boll. Un. Mat. Ital.», (3) 7, 125-131 (1952).
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Infine dard un esempio di trasformazioni a configurazione ca-
ratteristica armonica trovando le equazioni di quel tipo di tra-
sformazioni in cui tutte le ipersuperficie caratteristiche sono
iperpiani.

Per n =3 si ritrovano i risultati di L. MuraccHINI (%).

2. - Consideriamo, fra due spazi S, e S, proiettivi, una tra-
sformazione puntuale analitica T, e sia 4,, B, una coppia rego-
lare di punti corrispondenti in T, con 4, in S, e B,in S, . Asso-
ciamo a ciascuno dei due punti, nel relativo spazio, un riferi-
mento proiettivo per cui quei punti siano fondamentali ed indi-
chiamo con A;, B, (¢=1, 2, .., #n) i rimanenti punti fondamentali.

Valgono le formule note (%)

n
AdA; = 2,04,
o
1) (¢ =20, 1, 2, ..., n).

n
dB; = X7, B,

0
Se le rette 4 A;, ByB;(¢t =1, 2, ..., n) si corrispondono in una
omografia Kk tangente a T in 4,, B,, si ha

2) Top == Wy, per ¢=1, 2, ..., n.

Indicheremo v, (t=1, 2, ..., n) con wv,,
Le direzioni caratteristiche relative alla coppia 4,, B, sono
quelle relative alle », che annullano la matrice .

| oy

|‘ Q

1

3) (¢ = 1, 2, . ; M)

dove le Q, sono le forme, dipendenti da K
‘ n . . .
4 - Q= %, crsor, 0, @7, 8,=1,2, .., n)(crs = Cor')
1

che si ottengono per differenziazione esterna delle (2), servendoci
delle equazioni di struttura di E. Cartan (7).

(®) L. MuraccHINI, Trasformazioni puntuali fra due spazi a configu-
razione caratleristica armonica, «Boll. Un. Mat. Itals (3) 8; 144-152 (1953).

(°) Si veda: E. CecH, Gdometrie projective différentielle des corrispomn-
dences entre deux espaces, I, II, 114, «Cas. pro Pest. Mat. a Fys.», 74, 75
(1950), pp. 32-48, 123.136, 137-157.

(1) Ved. op. cit. in (4).
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Tra le forme di Pravr delle (1) varranno allora le relazioni

1 6Q;
Tii — Oy, = Ty -+ Voo = 5 30
5) (¢ r=1, 2 .., n)
1290,
T =g 5o

Si pud poi sempre, per K opportuna supporre

n n
6) Zioy=2371,=0

0 o

Determiniamo ora i coefficienti ¢,s delle Q; in modo che la con-
figurazione caratteristica nella coppia A,, B, sia armonica.

Bastera imporre che siano caratteristiche le # direzioni rap-
presentate dagli » sistemi di #—1 equazioni

v =0 G=1,2 ., r—1, r+1, .., n);
le (Z) direzioni rappresentate dai sistemi

o, =u; o,=0 per r=ifj
le (g) direzioni rappresentate dai sistemi

o= o= oy 0, =0 per 7k iz

per ottenere che tutti i coefficienti delle Q, che indicheremo come
al solito con c;s, sono nulli, eccettuati i ¢ii che sono tatti uguali
tra loro: per comodita di scrittura porrd allora

chi=—(n+ 1)a.

Resta percid intanto dimostrata la proposizione I, cioé che ba-
n®+ b
6
figurazione caratieristica risulii armonica.

sta stano caratteristiche le direzioni scelle percheé la con-

n+1
3

I’S,,, e su ciascuno di questi piani costituiscono i vertici e i punti

diagonali di un quadrangolo. '

Si osservi che i punti scelti si trovano su ( ) piani del-

Tali piani hanno in comune a due a due un lato dei qua-
drangoli e i vertici e il punto diagonale che su di esso si trovano.
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8. — Per i risultati del numero precedente la (4) diviene
7) Q= —n+ aow;
e per le (b) si ha
T, —w,;=10 ) >
8) (¢, r=1,2, .., n)
Ty — Oy — Ty T+ 05 = — (1 4 L) awv,

e, tenendo conto della (6)
”

9) Too — Woo = @ I, w;
1

che con differenziazione esterna, ci fa vedere che si pud porre
a=1.
Sempre per differenziazione delle (8) e (9) si ottiene

The — Wpo = (n + 1)?[:(”/:
10) wpe = @40; + (p, — @) oy, h==1.

— — 3 i
Wy — Wy = &, A0,
1

Differenziando la prima delle (10) si vede che si pud porre
pr =0 e le (10) divengono
Wy = 0% (w; — w,)
n
11) 0 — 0y, = I, ai v, h :‘: 1.
1

Tho = W, = k00,

Da queste ultime segue subito che

[de,] =0
per qualunque valore di ¢. Percid resta dimostrata la proposi-
1
zione II, cioé che esistono M2+J famiglie oo! di ipersuperfi-

cte caratleristiche rappresentate dalle equazions
o, =0 per¢t=1,2, ..., »n
w,—o;=0 perij=1,2 .., n; i3=4.
4. - Le ipersuperficie caratteristiche non sono in generale
iperpiani.

Affincheé u; =0, sia un iperpiano occorre e basta che sia a’,=0
per qualunque k= ¢.
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Cid segue dal fatto che I’equazione delle asintotiche della iper-
superficie ;=0 »
n
w0, —oon,;=0
1

che deve essere identicamente verificata affinch® si tratti di un
iperpiano.

Segue immediatamente dalla differenziazione della prima delle
(11) che deve allora essere anche

(12) k,=0 per h=i.

Si ha inolire dalla relazione

dA, =3, w,4,,
0
poiche
o,, =10 w,, =0 (hy i=1, 2, ..., n)
lo spazio lineare
| Al’ """ ) A;—l, A:’+l: feeeny An ]

® fisso, percid gli iperpiani »; =0 formano fascio.

Analoghe formule valgono, per le (8) e (11), tenendo conto del-
la (12), in S,,.

Si pud concludere, come alla proposizione IIT. che se le iper-
superficie caratteristiche di una famiglia sono iperpiani, essi for-
mano fascio, analogamente a quanto succede nell’S; (8).

nin + 1)

5. - Se vogliamo ora che tutte le 5 famiglie di iper-

superficie siano iperpiani deve intanto essere a’, =0 per tutti i
valori di ¢ e » con hg=4. Inoltre, affinché anche w,—w; =0 sia

un iperpiano, posto w, = v; =, occorre che

o(0; — w,)=0
o cid si ha se

Se ai= a) 4= 0, Vipersuperficie w,—w;; & un iperpiano; se
ai = a} = 0 tutte le ipersuperficie w, = Aw; sono iperpiani
Porcid:

1) ci sono infinite famiglie di oo! iperpiani caratteristiei;

(®) Vedi op. cit. in (3).
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2) se sono in numero finito il loro numero massimo & di
” n(n + 1)
et (3) ="

Si osserva immediatamente che, affinché ce ne sia <l numero
massimo, basta che ce ne siano 2n — 1 opportuni e resta cosi di-
mostrata anche la IV proposizione.

Basterd ad esempio che siano iperpiani le famiglie rappre-
sentate da v, =0 e da v, —w,=0.

6. - Si osservi anche che se w; =0 & una famiglia oco! di iper-
piani, per differenziazione esterna della seconda delle (4), si vede
che a; & costante.

1
Percid per il caso in cui siano n(n_g—l—__) famiglie di iperpiani,
si ha:
h=1, ... m)
. == 0 ’ h )
“né per hgd (=0, ..., n)
wy; — 0y, = ku, con k costante
da cui
E %
w00=—n+ IE'wi
k ”n
vy = — ”n + 1 ?rmv + kwt

e le formule del riferimento mobile diventano
n
dd = vyl 4+ 3, 0,4,
1

d4;, = v, 4,.

Tuatti i punti A, sono fissi. Analogamente per lo spazio di B.
Si pud allora integrare il sistema e si ottengono risultati ana-
loghi a quelli ottenuti per I’S, da MURACCHINI (®):

x'; =" per k5=0,

x';,=e* per k= 0.

(°) Op. cit. in (3).

Pervenuta alla Segreleria dell’U.M.J.
€1 30 luglio 1965.



