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Trasformazioni puntuali tra due Sn a configurazione 
caratteristica armonica (*) 

M A R I O PEZZANA. (Bologna) 

Sunto. - Si stabiliscono alcune proprietà di un particolare tipo di tra
sformazioni tra due regioni di due S„ , de: te a conflgurasioni carat te-
ristica armonica. he pin notevoîi sono che tali tr as forma sioni possie-
dono sempre il massimo numéro di fmniglie di ipersuperficie caratte-
ristiche e che queste possoiw ridursi anche tut te ad iperpiani. In fine 
si danno alcuni esempi di tali trasformasioni. 

1. - Scopo di questa Nota è di stabilire alcuue proprietà di 
un particolare tipo di trasformazioni tra due Sn (') che chiamerô 
a configurazione caratteristica armonica. 

Dirô che, in un Sn, 2n—1 rette uscenti da un punto hanno 
configurazione armonica se, fissato in un iperpiano di Sn non 
passante per il punto un riferimento proiettivo qualsiasi, le rette 
proiettauo i 2n—1 punti che hanno tutte le coordinate .0 o 1. 

La configurazione geometrica di questi punti è facilmente rap-
presentabile. Sull' iperpiano in questione si considerino n + 1 
punti indipendenti . e il simplesso che ha per vertici n qualunque 
di essi. I punti considerati sono gli n + 1 dati, ai quali si devono 
aggiungere le proiezioni, su tutte le facce di tutte le dimensioni, 
del punto che non è vertice, dai vertici del simplesso. 

Si osservi che il numéro di tali punti e il numéro dei punti 
di un /Sn_! aventi le coordinate proiettive ojnogenee uguali a 0 
o ad 1 sono 

.+ © + - +©-*-! 
cioè tanti quante sono le direzioni caratteristiche uscenti da un 
punto in una trasformazione puntuale tra due Stl (2). 

(*) Il présente lavoro è stato eseguito nell'ambito deirattività de! 26° 
Gruppo di Ricerca del Consiglio Nazionale délia Matematica del C.N.R. 

(1) Qui e nel seguito si dira semplieemente «tra due JSM». ma s'inten-
derà «tra due regioni di regolarità degli Sn», 

(2) Si veda: M. V I L L A «Le trasformazioni puntuali fra due spasi 
hneari*, INote I, II , III, Rend. Ace. ïïaz. dei Lihcei, (8) 41 pp. 55-61, 
192-196, 295-303 (1918). 



TRASFORMAZIONI PUNTUALT TRA DUE 8 A coNFTGURAzroNE, ECC. 345 

Dirô che u n a t rasformazione t r a due Sn è a conf iguraz ione ca-
ra t te r i s t i ca a r m o n i c a se le re t te ca ra t t e r i s t i che che escono da ogni 
coppia di p u n t i sono a configurazione a rmonica . 

È in tan to da osservare che al lora, pe r ogni h < n, p e r ogni 
pun to passa i l mass imo n u m é r o di spazi l i nea r i ad h d imeus iou i 
con tenente 2 ^ - 1 direzioni ca ra t te r i s t i che . 

Dimost rerô che : 

I) Affinchè la configurazione caratteristica sia armonica basta 
n 3 + bn 

che ë rette caratteristiche uscenti da ogni punto proiettino 

altrettanti punti che in un qualunque iperpiano non passante per 
il punto considerato abbiano la seguente configurazione: n di essi 
siano indipendenti e tutti gli altri siano le proiezioni da questi di 
un ulteriore punto indipendente su tutte le facce a due e tre di-
mensioni del simplesso che ha per vertici gli n punti considerati. 

È facile ver i f icare che taie conf igurazione è que l l a che si ot-
t iene cons iderando in u n ipe rp iano tu t t i i punt i che i n un rife-
r imen to proie t t ivo h a n n o una , due, t r e coordinate u g u a l i ]ad uno 
e tu t t e le a l t re nu l l e . 

Si osservi che p e r n = 3 si o t t iene il numéro totale dél ie r e t t e 
cara t te r i s t iche , m e n t r e per n > 3 la proposizione è u n a effet t iva 

n3 + 5n 
propr ie tà délie t rasformazioni in esame in quan to ^ < 2 U - 1. 

nin + 1) 

II ) Esistono ^ — famiglie oo1 di ipersuperficie caratteri

stiche (3) (4)-
Ino l t r e per ogni h > n e s i s te ranno famiglie di Vh c a ra t t e r i 

st iche e sa ranno le va r i e t à in te rsez ioni di n — h i pe r supe r f i c i e 
cara t ter is t iche. 

I I I ) Se una famiglia di ipersuperficie caratteristiche si riduce 
ad una famiglia di iperpiani, essi formano fascio. 

IY) Basta che 2n—l famiglie di ipersuperficie si riducano ad 
iperpiani, affinchè cio succéda per tutte. 

(3) È noto che in générale non esistono neppure calotte piane del se
conde ordine che si corrispondano in una trasformazione puntuale. Si ve-
da M. VILLA, op. cit. in (2). 

(4) Per la nozione di ipersuperficie caratteristiche si veda: L. Mu-
RACCHINI, A hune proprietà in grande délie trasformazioni puntuali fra 
spazi, «Boll. Un. Mat. ItaL», (3) 7, 123-131 (1952). 



346 MARIO PEZZANA 

I n f i n e da rô u n esempio di t rasformazioni a conf igurazione ca-
r a t t e r i s t i c a a r m o n i c a t rovando lf3 equaz ioni di quel t ipo di t ra
s formazioni i n cui tu t t e le ipersuper f ic ie ca ra t t e r i s t i che sono 
i p e r p i a n i . 

P e r n = 3 si r i t r o v a n o i r i su l ta t i di L. M U R A C C H I N I (5). 

2. - Cons ider iamo, fra due spazi' Sn e Sn proie t t iv ï , una tra
s fo rmaz ione p u n t u a l e ana l i t i ca T, e sia A0, B0 u n a coppia rego-
l a r e d i p u n t i co r r i sponden t i in T, con A0 in Sn e BQ i n iSn . Asso-
c iamo a c iascuno dei due pun t i , ne l re la t ivo spazio, u n r iferi-
m e n t o pro ie t t ivo p e r cui que i p u n t i s iano fondamenta l i ed indi-
ch iamo con Ai9 B{ (i = 1, 2, ..., n) i r i m a n e n t i p u n t i fondamenta l i . 

Ya lgono le fo rmule note (6) 

n 

dAt = V . v A 
1) ° (i, h =0,1, 2, ..., n). 

dBt = *hzlhBh 
0 

Se le r e t t e A Aiy B^Bi{i = 1, 2, ..., n) si cor r i spondono in u n a 
omogra f i a K t a n g e n t e a T i n AQ, J30 , si h a 

2) Toi = woi pe r « = 1, 2, ..., n. 

I n d i c h e r e m o <ooi (î = 1, 2, ..., w) con i>v 

L e d i rez ion i ca ra t t e r i s t i che r e l a t ive al la coppia Aot B0 sono 
que l l e r e l a t i v e ai le o^ che a n n u l l a n o la ma t r i ce '. 

\ «* 

I fy 
dove le Ct{ sono le forme, d ipenden t i da K 

n . . 
4 ) ^ i — 2 r , * <Vs«rMs (¢, r, S, = 1, 2, ... , fl) {crs = c i / ) 

che si o t t engono p e r differenziazione e s t e rna deîle (2), servendoci 
dé l ie equazioni di struttura di E. Cartan (7). 

(5) L MURACCHINI, Trasformazioni puntuali fra due spazi a configu
razione caratteristica armonica, «Boll. Un. Mat. Ital.» (3) 8, 144-152 (1953). 

(6) Si veda: E. CECH, Géométrie projective différentielle des corrispon-
dences entre deux espaces, I , I I , 114, «Cas. pro Pest Mat. a Fys . . . 74, 75 
(1950), pp. 32-48, 123-136, 137-157. 

O Yed. op. cit. in (4). 

3) 1, 2, ... , n) 
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Tra le forme di P F A F F délie (1) varranno allora le relazioni 

1 cQ{ 
Tu — w . i — Too - r woo = 2 ôôT 

5) (h r=l,2, ..., n) 
i an, 

Si puô poi sempre, per K opportuna supporre 

6) 2,0),, = 2 , ^ = 0. 
0 0 

Determiniamo ora i coefficient! crs délie QÉ in modo che la con
figurazione caratteristica nella coppia J40 , BQ sia armonica. 

Basterà imporre che siano caratteristiche le n direzioni rap-
presentate dagli n sistemi di n—1 equazioni 

o)c = 0 ( * = 1 , 2, ..., r — 1, r + l , . . . , n ) ; 

le ( 9 ) direzioni rappresentate dai sistemi 

o>,. = Wj.; wr = 0 per r #= i ±j 

le (o) direzioni rappresentate dai sistemi 

wi = M, = wftî ( o r = 0 per r4= $4= y 

per ottenere che tutti i coefficienti délie O, che indicheremo come 
al solito con crs, sono nulli, eccettuati i en che sono tutti uguali 
tra loro: per comodità di scrittara porrô allora 

eu = — (n + 1) a. 

Resta perciô intauto dimostrata la proposizione I, cioè che ba> 

sta siano caratteristiche le — ^ direzioni scelle perché la con-
o 

figurazione caratteristica risulti armonica. 
(n + 1\ . . , . 

Si osservi che i punti scelti si trovano su I « 1 piani oel-

V Sny e su ciascuuo di questi piani costituiscono i vertici e i punti 
diagonali di un quadrangolo. 

Tali piani hanno in comune a due a due un lato dei qua-
drangoli e i vertici e il punto diagonale che su di esso si trovano. 
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3. - Per i risultati del numéro précédente la (4) diviene 

7) n , = — (n + l)aw? 

e per le (5) si ha 

T- - ww = ° 
8) (t, r = 1 ,2 , ..., n) 

TÛ- — w« — T0o + woo = — (n + 1) ao>(-

e, tenendo conto délia (6) 
n 

9) T00 — w00 = a 2t ^ 
i 

che con differenziazione esterna, ci fa vedere che si puô porre 
a = 1. 

Sempre per differenziazione délie (8) e (9) si ottiene 

TA0 —wfcO = ( * + i )P* w A 

10) wfc< = a\(o, + (pA — a'A) wA h 4= t. 

1 

Differenziando la prima délie (10) si vede che si puô porre 
pA = 0 e le (10) divengono 

n 
11) wK — w00 = 2/( a

i
ho>h h^=i. 

i 

D a queste ult ime segue subito che 

[do>,] = 0 

per qualunque valore di i. Perciô resta dimostrata la proposi-
n (n -\- 1 ) 

z ione II , cioè che esistono 9 -— famiglie oo1 di ipersuperfi
cie caratteristiche rappresentate dalle equazioni 

«. = 0 per i = 1, 2, ..., n 

0 ) , - 0 3 , = 0 per *, j = l , 2, ..., n ; i=^=j. 

4. - Le ipersuperficie caratteristiche non sono in générale 
iperpiani . 

Affiuchè 0^ = 0, sia un iperpiano occorre e basta che si a a\=0 
per qualunque h=$= i. 
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Ciô segue dai fatto che Pequazione délie asintotiche délia iper
superficie w< = 0 è 

n 
2rw,ci>P| —w r f w^ = 0 
i 

che deye essere identicamente verificata affinchè si tratti di un 
iperpiano. 

Segue immediatamente dalla differenziazione délia prima dél ie 
(11) che deve allora essere anche 

(12) hk = 0 per h^=i. 

Si ha inoltre dalla relazione 

dAh — S r toh,At, 
0 

poichè 
0)*o = 0 w/(1 = ° (h, i = l, 2, . . . , n) 

lo spazio lineare 

I A i n f A{—19 Ai^_li , An | 

è fisso, perciô g l i iperpiani w,- = 0 formano fascio. 

Analoghe formule valgono, per le (8) e (11), tenendo conto dél
ia (12), in S„. 

Si puô concludere, corne alla proposizione III . che se le iper
superficie caratteristiche di uua famiglia sono iperpiani, essi for
mano fascio, analogamente a quanto succède nellJ/S3 (8). 

n[n + 1) 
5. - Se vogliamo ora che tutte le 5 famigl ie di iper-

superficie siano iperpiani deve intanto essere a\ = 0 per tutti i 
valori di i e h con h=\=i. Inoltre, affinchè anche a>,. — M,. = 0 sia 
un iperpiano, posto w, = o>j = o>, occorre che 

WlWjy — 01,,) = 0 

e ciô si ha se 
i 1 

ai = aj, 

Se a] = a^4= ^' l'ipersuperficie 01,= 0)^ è un iperpiano; se 
a\ = a] = 0 tutte le ipersuperficie wt = ÀOJ,- sono iperpiani 

Perciô : 

1) ci sono infinité famiglie di oo1 iperpiani caratteristici; 

(s) Yedi op. cit. in (3). 
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n + 

2) se sono in numéro finito il loro numéro massimo è di 
n(n + I ) o- 2 

Si osserva immediatamente che, affinchè ce ne sia il numéro 
^massimo, basta che ce ne siano 2n — 1 opportuni e resta cosl di-
mostrata anche la I V proposizione. 

Basterà ad esempio che siano iperpiani le famiglie rappre
sentate da oir = 0 e da w, — «, = 0. 

6. - Si osservi anche che se w{ = 0 è una famiglia oo1 di iper
piani , per differenziazione esterna délia seconda délie (4), si vede 
che at è costante. 

Perciô per il caso in cui siano ~ famiglie di iperpiani, 

s i ha : 

( f c = l , .... n) 

(» = 0, ..., n) 
wft — o)00 = koy{ con k costante 

o)hi = 0 per h=%=i 

da cui 

2, o). 
» + 1 i' ' 

k 

e le formule del riferimento mobile diventano 
n 

dA = t»QQA + 2r<arAr 
i 

c L l , = <*>liAl. 

Tutti i punti A,- sono fissi. Analogamente per lo spazio di JB. 
Si puô allora integrare il sistema e si ottengono risultati aua-

loghi a quel l i ottenuti per 1' S3 da MURACCHINI (9): 

x\ = xt
n per k 4= 0, 

x\ = ex per /c = 0. 

(9) Op. cit. in (3). 

Perrenuta alla Segreteria déll'TJ.M.J. 
il 30 luglio 1965. 


