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SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi proiettivi erdinari
in una coppia regolare nei casi particolari

GruLia MARTINI (Bologna) (')

Sunto, - Si ind'canro le equazioni di una irasformuszione puntuale fra
due spazi proiettivi ordinari nell’intorno del 2° ordine di una coppia
regolare di punti corrispondenti, nei vari casi in cui le direzioni
caratleristiche distinte sono soltanto quatiro di cui tre complanari,
oppure soltanto tre non complanari o complanari.

L. Lo sftudio delle trasformazioni puntuali fra due spazi pro-
iettivi ordinari nell’intorno del 2° ordine di una coppia regolare
di punti corrispondenti, & stato svolto nel caso generale in cui le
direzioni caratteristiche non sono indeterminate e fra di esse ve
ne souno quattro distinte tre qualunque delle quali non complanari
{?) e in quello in cui le divezioni caratteristiche sono infinite (3).

Rimanevano appunto da esaminare gli altri casi. In tre Note (%),
dell’ Accademia delle Scienze di Bologna, ho studiato una trasfor-

(1) Lavoro eseguito nell'ambito dell’attivita del Gruppo di Ricerca
Matematica n. 26 del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(2) M. ViLra, Le trasformazioni puniuali fra due spazi lineari, Nota 1,
Rend. dell’ Accademia Nazionale dei Lincei, Ser. VIII, Vol. 1V, p. b5
{1948).

(3) G. MarTINI, Sulle trasformazioni purtuali fra due spazi nel caso
conforme, Rend. dell’ Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Vol. LXXXTII,
p- 225 (1949).

(%) G. Magrini, Sulle trasformazioni puntuali fra due spasi proiettivi
ordinari in una coppia regolare in cui rcsistono soltunto quatiro diresioni
caratteristiche distinte di cui tre complanari, Rend. dell’ Accademia delle
Scienze di Bologna, Ser. XIIL, Vol. I (198}). - G. Martini, Sulle irasfor-
mazioni puntuali fra due spazi proiettivi ordinari in una coppia regolare
in cui esistono soltanto tre diresioni caratteristiche distinte e non compla-
nari, Rend. dell’ Accademia delle Scienze di Bologna, Ser. XII, Vol. II
(1963). - G. MarrINI, Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi proiel-
tivi ordinari in una coppia regolare in cui esistono solianio tre direzioni
caratteristiche distinte e complanari, Rend. dell’ Accademia delle Scienze
di Bologna, Ser. X1I, Vol. TII (1963).
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mazione puntuale fra due spazi proiettivi ordinari mnell’intorno
del 2° ordine di una coppia regolare di punti corrispondenti, nei
casi in cui le direzioni caratteristiche distinte sono soltanto quattro
di cui tre complanari, oppure soltanto tre non complanari o compla-
nari, determinando le equazioni della trasformazione in riferi-
menti (proiettivi) opportunamente scelti (3).

Nella presente Nota vengono indicate le equazioni delle tra-
sformazione nei vari casi rimandando, per le dimostrazioni, alle
mie Notfe sopra citate.

Nel n. 2 si considerano i casi in cui si hanno soltanto quattro
direzioni caratteristiche distinte di cui tre complanari, nel n. 3
si considerano i casi in cui si hanno soltanto tre direzioni carat-
teristiche distinte e nmon complanari, infine nel n. 4 si considerano

i casi in cui si hanno soltanto tre direzioni caratteristiche distinte
e complanari.

2. - Si ha:

Le trasformazioni puntuali fra due spazi proietlivi ordinari
S;, S; che in una coppia regolare di pumiti corrispondenti 0, O
possegyono soltanto quatiro direziomi caratileristiche dislinte di cus
tre complanari, hanno equazioni di uno dei seguenti tipi (essendo
x,, X, ®; coordinate proieftive non omogenee in S; ; ¥,, ¥, Y
coordinate proiettive mon omogenee in S,; O, O origini nei ri-
spettivi spazi) (%):

1) yi= x + 2,2, + B, x, — X225 + [3]
Y= X3 + @, %, + Blx, 2, — kv, 2; + [3]
Y= ; + [3],

gli assi coordinati essendo rette caratteristiche doppie, infine
T, =2, =0 (y, =v9,. y; =0) Pulreriore retta caratteristica
{semplice); B, k sono costanti (==0) e con [3] si indicano i termini
negli sviluppi in serie di grado >3 (7).

2) y,= 2, + 2,%, — 2, X3 + 20,2, 25 + |3]
Y= Xy + 2,2, — X, %3 + 2by; 2y 205 -+ [3]
Y= a3 + [3]

(5) Il caso in cui esistono soltanto due direzioni caratteristiche distinte
verrd esaminato in altro mio lavoro.

() G. MarTiNI, la 1* delle Note cit. nella (4).

(") Nella 1* delle Note cit. nella (4), considerando !’intorno del 3°
ordine di 0,0 vengono defterminati riferimenti intrinseci e le relative
equazioni canoniche della trasformazione.
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Le rette caratteristiche per O sono la x, = 5:3 =0 tripla, la
x, = 2, = 0 doppia, la xz, =, =0 semplice, la @, ==x,, ;=0 sem-
plice (e analogamente in §;); @, by, sono costanti non entrambe
nulle.
3) th= 2 + 2% — (1-2¢5) 7, 2, + 2b,; (1-2¢y,) %, 23 + [3]
Y= Xy + 2,2, — @, 25 + 2b,, 2,7, + [3]
Ya= Xy + 2¢3%, %5 + 3]

Le rette caratteristiche per O somo la x, =2, = 0 tripla, la
®, =2, =0 semplice, la #, =2,=0 doppia, la , =x,, ;= 0 sem-

plice (e analogamente in S,); c,;, b,, sono costanti (c,, +0, c,3=}=%) .

M)‘”' — 2By, @) 2, + [3]
23— Cy3 '

Y= %y + 2,0y — 2, %3 + 26y, 2, 2, + [3]
Ys= % + 2cy 2,20, + [3]

4 yy= x +ax,—

Le rette caratteristiche per O somo la x, = a, =0 doppia, la
x,=x,=0 semplice, la z=, = 2, =0 tripla, la o, =2, 2,=0
semplice (e analogamente in S;); b,;, ¢,; sono costanti (c,; =0,

1
€ F 3 bss 3= Cy5) -

6) y = x +x 2, — 2,0, + x,2, + [3]

Y= X+ 2,2, — &, %; + x5 25 + [3]

Ys= % + 2c 7,2, + [3].

Le rette caratteristiche per O sono la x, =, = 0 doppia, la

%, =2, =0 semplice, la z, =2, =0 tripla, la x, =a,, ¢, =0
semplice (e analogamente in §,;); la costante c,,==0.
6) y= o+ + [3]

Yo = %, + €, %, + [3]

Ys= % + 2¢,3%, Xy + 20552, 7, + [3)].

Le rette caratteristiche per O sono la x, =, = 0 semplice, la
%, =23 =0 semplice, la &, = 2, =0 quadrupla, la x, = x,, ;=0
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semplice (e analogamente in 8,); c,,, Cy; somno costanti (¢, 4=0,
€3 0).
7 Y=, ®,2, + 2kb,; 3, 2, + kb @, + [3)

Y= @y + 2,2, + 2b, 2,2, + 2b,,x, 2, + (3]

Y= 23 + 2615‘”1“3 + 2¢ 2,5 + [3);

dove i coefficienti soddisfano alle condizioni

b, (1 b b (_1 G

(1) b;(é"ﬁa)"‘czs 'IE;""HZ; 2—023)_‘]‘;’
b 1\? b2, b3 ¢ 1\ .
If: ( Cis ‘—5) — Cy3 b’zi (I —c) —2¢%, 'ba’;’: = “'_Z ( Co3 — §) -

(=

@[k(2c,3—1-—4

1 .
b,, i)+2013J+1=0'

3
3

~ Le rette caratteristiche per O sono la %, = 2, = 0 semplice, la
2, == x; =0 semplice, la x, = %y = 0 quadrupla, la %, = 2,2, = 0
semplice (e analogamente in S,); k, b,,, b.;. €3, ¢,; sono costanti

(k '—*: 0, bxs :*: 0’ Ci3 :i: 07 623"1:0) (8) .
| by; — a,
8) y= x, +xx 420, |z + 1+T-— x, | 25 + [3]
1
Yo= X + 2, %, + 2b ;2,25 + 2by, 2,2, + [3]
an .
Y= X3 + (1 —5*3) Xy Xy + [3]
13
Le rette caratteristiche per O sono la %, = x; =0 quadrupla,

la x, = x, =0 semplice, la x, =u,=0 semplice, la x, ==, o, =0

semplice (¢ analogamente in S;); a4, by;, by, sono costanti (a,, 0,
b330, a,;3=b,,).

3. - Si ha:

Le trasformazioni puntuali fra due.spazi proiettivi ordinari S,,
S, che in una coppia regolare di punti corrispondenti 0, 0 oS- -

seggono soltanto tre direzioni caratieristiche distinte e mon compla-
nari, hanno equazioni di wno dei seguenti tipi (essendo =z, x,, x,

(®) Bssendo ¢y35=0, by3= 0, k<=0, dalla condizione (1), segue b30.
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coordinate proiettive non omogenee in Si; Y Y. Y, coordinate
proiettive non omogenee in S;; O, O origini nei rispettivi spazi) (°):
1) y,= oz, + [3]
Y= o, + 2b,,®,7, + 2b,, %, %, + [3]
Ya= o + 27D, 2,2, + 27b,, 2, %5 + 2¢5; 2,7, + [3].
Le rette caratteristiche per O somo la z, = ;=0 doppia, la’
xz, = x; =0 doppia, la x, =, =0 tripla (¢ analogamente in S;);
%, Yy D1y Dy3 Cy3 8OMO costanti (x3=0, b,,==0, b, =0, ¢;;F=0).
2) y,= az, —2hby, =, x, + [3)
Y= ay + 25,2, 2, + 2b,,2,2; + 2by3 2,25 + [3]
Y= a3 + 22b,, 2,2, + 22 b, 2, 2; + [3]
Le rette caratteristiche per O sono la %, = x, =0 doppia, la
2, = x, = 0 doppia, la x, =2, = 0 tripla (e analogamente in S,);
%, A, bys, by3, by, sono costanti (x==0, 230, b,; 40, b,,5=0).
3) y,= «x, + 2kbx 2, + 2kb, x5 + [3]

kb b
Y= @y — 26,3——"‘:%8—"—%“32 + 2by3 2,5 + 2by, 2, 5 + (3]

Yy = o, + ey 2,2, + [3].
Le rette caratteristiche per O somno la x, =, =0 doppia, la

x, = x, = 0 doppia, la x, =z, = 0 tripla (e analogamente in S,);
@y Kk, b5, by, €y sOn0 costanti (x==0, k=30, b,,4=0, by,;==0, c,, 50,
kb3 + byy 3= 0).
4) y,= ax,+ 2a,,2,%, + 2kb 2, %, + 2h by, 2, 2, + [3]

Ys= 22y + 2,3, + 2by, 2, 7, + [3]

Ys= a2y + 2Bbx, 2, + 3],
doveicoefficientisonolegati dalla relazione —bi—(pb,, + %’-) + %= .

28

Le rette caratteristiche per O sono la x, = x; =0 doppia, la =, =

x; = 0 doppia, la x, =z, =0 tripla (e analogamente in S,); «, k,
8, 4,4, b,;, by; s0mo0 costanti (x40, k34=0, 3=0, a,,3=0, b,;7=0, b,;=0).

(®) G. MaRrTINI, la 25 delle Note cit. nella (4).
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5) y,= xw, + 2Bpb, 2,2, +2kb ;2,25 — 2k (pb,, + kbyg) 2,25 + [3]
Yo = 0y + 2b,,, 2, + 2b 20, — 2 (pbyy 1 kbig) 225 + I3}
2k .
Yy = 023 + 2Bb, %, 2, + 2Bb,3 2,0, — r (pbys -+ Fbya)se, + [3]
Le rette caratteristiche per O somo la z, = x; =0 doppia, la
x, = x, = 0 doppia, la x, =x, =0 tripla (e analogamente in S,);
«, B, I, p by, b,; sono costanti (x==0, p4=0, £3=0, 00, b,,3=0,
b0, 0by, + kb, +0)
6) y, = ox; +2a,,%,2, + 3]
Yy = oz, + 2b, @25 + [3]
Yy = %5 + 20552, %5 + [3]:
Le rette caratteristiche per O sono la x,=x; = 0 tripla, la

x, = x, = 0 semplice, la x, = 2, = 0 tripla, (e analogamente in S,);

%, Qs bys Cg3 sOmo costanti (x=3=0, a,, 540, b0, ¢c,; == 0).

7 oy, = ox, + 2a,%,% + [3]
by la,, — Czs)x

Y, = ox, + 2b, 2,25 — 2 2+ [3]
YO
Y= 2z + 27b, 2,2, — 2 bn‘a(]:— c”)xlwa + 2¢y5%, 25 + [3]
12

Le rette caratteristiche per O sono la x, = x; = 0 tripla, la , =
x, = 0 semplice, la z, =, =0 tripla (e analogamente in §;); o,
Y, Q3. s, €y sOmO costanti (230, y5=0, a,,5=0, b3 3=0, ¢330, @,27Cy).
kb, b
8) Y= «®, + 2¢y __ibi_?% w, 2, + 2kb 2, 2 + 2kbyw, 2, 4 (3]
23
Yy = oy + 2b, 2,2, + 2bzaxzx3 +[3]
Yy = axy + 2cy %, 25 + [3]-
Le rette caratteristiche per O sono la x, = a; =0 tri pla, la
2, = ax; = 0 semplice, la x, = x, = 0 tripla (e analogamente in S;);
u, K, Byg Dyg. Coy SOMO costanti (x==0, k=0, b,;54=0, by, 3=0, ¢y3 =0,
kbys + by == 0). :
9 Y= o, + 2"‘;2901902 + 2kb, @, 2, + 2kbyx, 7, + [3]
Yy = ooy + 2612‘”1962 + 2b,52, a5 + 2by 2,205 + [3]
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Y = s + 2P0, 2,2, + 2Bb, 2, 205 4 265, %, 25 + [3],

dove i coefficienti sono legati dalle relazioni

1 kb, + by | @) | B
5 (BB = b — 0 T2 4 S L

b
bls(\cis — 0, + kbxz + k.ﬁbls - ﬁbnw) = palz bls'

Le rette caratteristiche per O sono la ®, =x; =0 tripla, la
x, = x; = 0 semplice, la 2, = x, = 0 tripla (e analogamente in S;);
o, B, &, @4 Dbig b3 Dygs €4 sono costanti (x==0, $4=0, £3=0, b,,3=0,
bia==0, by 0).
10) y, = «x, + 20,2, 2, + [3]
Yo = 2®, + [3]
Y= o, + 2C, 2,2 + 2¢,3%, %5 + 2¢5, 2,25 + [3]
Le rette caratteristiche per O sono la x,=x; =0 doppia, la
x, = 2, = 0 semplice, la x, =2, =0 quadrupla (e analogamente in
Sa); %, Oy Cygy Cpgy Cyy SONO costan’u (=0, a,,F0, c,50, Cy3 2= 0).
1) y,= ax, + 2a,,2,2, + 2kb,x, 2, + 2k by, %, 2, + [3]
Yy = oy + 2b,,20,%, + 2b;2, 25 + 2by @, x5 + [3]
Yy= % + 28b,, 0,2, + 2§b,3xlx3 + 2¢y 2,5 + [3],

dove i coefficienti soddisfano alle condizioni

1 kb,, + b,, a, E .
b” (ﬁbls - bxz — Cy3 kbzs- — + _k_) + B 0;
B 1 BEby b,
£ _ —Bb, — —— YRR RN it Rl
% (o3 — @yg) — B by kb,, (Cy5— ) bes .+

+ (e g2+ ) (B 4 b —pba) =0

Le rette caratteristiche per O sono la x, =z, = 0 doppia, la x, =

= 0 semplice, la x, = x, = 0 quadrupla (e analogamente in S,);
o ,@, E, @4 by, Byg Dygy €43 sOno costanti (x=4=0, 840, k40, b,, =0,
b,;40, a,; e b, non entrambe nulle).

142
12) y,= ax, + 2¢y —-)\—w,x,—l- [3]
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Y= aZy =203 (1 + V) x, 2, + [3]
Y= oax; +2¢,,2,2, + 2¢,32, 25 -+ 2¢y5 2,5 + [3].
Le rette caratteristiche per O sono la ,=x; =0 semplice, la x,=
x; = 0 semplice, la 2, = 2, = 0 quintupla (e analogamente in §,);
®, A, Cyg, €3 Cy3 SOMO costanti («==0, A3=0, A=—1, ¢,;,5F0, ¢,;=3=0).
18) y,= ox, + 2a,,x, %y + 2kb @, 2, + 2k by, 2,2, + [3]
Y= 0%y + 2b,, 2,2, + 20,2, 23 + 2by 2,7, + [3]
Y, = a®; + 20,2, %, + 2¢,3%, 25 + 2y 2,2, + [3],
dove i coefficienti soddisfano alle condizioni

b kb, b a
b—:: (cna — by —Cy ]: b+ = ‘];’) +
_ kb,

bw s b
¢ + E (aqz Cy3) = kb13+b (a,, b—;: -+ bu )’
b_” 1 1 @y by .
o1 (bzs + k) + kb,; + by, ( bys + b") (cl!_ by, +

AT by + 2kb 4 _
tE e, ) =

__3=0,

k

k a,;b, i1 i
kb,s + by, ( ”3 * b,,) ”E[ Cizbyy + k (@) — €45)* + b13 €13 (@1 —

bl 1971 1
- cu)] + 2¢,,b,5 + kb,,a-(;-“b,a (ab,, d 4+ bn) % (au - csa) (bu -
b 2b
— 2¢y, lﬁ - cu) 2— Cis (bu + — ucza - clﬂ) =0.

Le rette caratteristiche per O sono la x, = a; = 0 semplice, la
x, = x, = 0 semplice, la %, = x, = 0 quintupla (e analogamente in
S,); «, k, @y, byg, big, bygy Cigs €3 Capy somo costanti (xz=0, k=0,
b;F+0, by; 0, a,, b, ¢, non contemporaneamente nulle).

4. - Si ha:

Le trasformazioni puntuali ira due spazi proiettivi ordinari S,
S;. che in una coppia regolare di pumti corrispondenti posseggono
soltanic tre dirvezioni caratieristiche distinte e complanari, hanno
equazioni di uno dei seguenti iipi (essendo z,, x,, x,; coordinate
proiettive non omogenee in S;; ¥, ¥,, ¥; coordinate proiettive non

omogenee in S,; O, O origini nei rispettivi spazi)(*?):

{t%) G. MARrTINIL la 37 delle Note cit. nella (4).
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1) Y= @ + X% + €352, 25 + Q33 25° + ['5]
Yy = %y + 2,y + C3 %, %3 + by 25* + [3]
Y= 3+ c32,° + [3].
Le rette caratteristiche per O sono la x; =2, =0 tripla, la
x, =2, =0 tripla, la x, = x,, ; = 0 semplice (e analogamente in
S3); @gg, bgsy €33 somo costanti (@,,, b;; non entrambe nulle).
2) y=x + o2, + 20,2, 7; + ayx;* + [3]
Y= Xy + T, %, + 2b,3%, 23 + G530, %, + Ay 23° + [3]
Y= %3+ €z + [3]
Le rette caratteristiche per O sono la », =x, =0 doppia, la
x, = 23 = 0 quadrupla, la 2, = x,, x; = 0 semplice (e analogamente
in S;); a,y, @3, by €;; sono costanti (a;, == 0).
3) Y=z, + %, + 20,,®,; + G %,° + [3]
Y= Xy + 2, Ty + (26,5 — €33 (L — 2¢3) ¢, 25 + €552, 25 +
+ a1 — 2¢5) 2, + [3]
Ys= @3+ 2¢,3%,%s + C3%5° + [3].
Le rette caratteristiche per O sono la x, = x; = 0 semplice, la
x, = x3 = 0 quintupla, la x, = x,, ; = 0 semplice (e analogamente

_ . 1
in S;); @43, @33, €13, €33 sono costanti (c,;33=0, "13435’ ag; =5 0).

Pervenuta alla Segreleric dell’U. M, 1.
il 9 luglio 1965



