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SEZIONE SCIENTIFICA 
BREVI NOTE 

Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi proiettivi ordinari 
in una coppia regolare nei casi particolari 

GIULIA MARTINI (Bologna) (') 

Santn. - Si ind'cano le equazioni di una trasforma&ione puntuale fra 
due spazi proiettivi ordinari nelVintorno del 2° ordine di una coppia 
regolare di punti corris pondent i, nei vari casi in cm le direzioni 
caratteristiche distinte sono soltanto quattro di cui ire complanari, 
oppure soltanto tre non complanari o complanari. 

I, Lo studio délie trasformazioni puntuali fra due spazi pro
iettivi ordinari nell ' intorno del 2° ordine di una coppia regolare 
di punti corrispondenti, è stato svolto nel caso générale in cui le 
direzioni caratteristiche non sono indeterminate e fra di esse v e 
ne sono quattro distinte tre qualunque délie quali non complanari 
{*) e in quello in cui le diuezioni caratteristiche sono infinité (3). 

Rimanevano appunto da esaminare gli altri casi. In tre Note (4), 
dell* Accademia délie Scienze di Bologna, ho studiato una trasfor-

(1) Lavoro eseguito neU'ambito deU'attività del Gruppo di Ricerca 
Mateiuatica n. 26 del Consiglio Nazionale délie Ricerche. 

(2) M. VILLA, Le trasformazioni puntuali fra due spazi lineari, Nota I, 
Rend, dell' Accademia Nazionale dei Lincei, Ser. VIII , Vol. IV, p. 55 
•(1948). 

(3) G. MARTINL, Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi nel caso 
^conforme, Rend. dell'Istituto Lombardo di Scienze e Lettere, Vol. J J X X X I I , 
p. 225 (1949). 

(4) Gr. MA HT i NT, Sulle tras for mas ioni puntuali fra due spa&i proiettivi 
ordinari in una coppia regolare in cui psistono soltanto quattro direzioni 
caratteristiche distinte di cui tre complanari^ Rend, dell' Accademia délie 
Scienze di Bologna, Ser. X l l , Vol. f (1961). • Gr. MARTINI, Sulle trasfor
mazioni puntuali fra due spazi proiettivi ordinari in una coppia regolare 
in cui esisbono soltinto tre direzioni caratteristiche distinte e non compla-
wari9 Rend, dell' Accademia délie Scienze di Bologna, Ser. XII , Vol. I I 
(L965). - Gr. M\rtriNi, SMe trasformazioni puntuali fra due spazi proiet
tivi ordinari in una coppia regolare in cui esistono soltanto tre direzioni 
caratteristiche distinte e complanari. Rend, dell'Accademia délie Scienze 
di Bologna, Ser. XII, Vol. II (1965). 
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mazione puntuaïe fra due spazi proiettivi ordinari uelFintorno 
del 2° ordine di una coppia regolare di punti corrispondenti, nei 
casi in cui le direzioni caratteristiche distinte sono soltanto quattro 
di cui tre complanari, oppure soltanto tre non complanari o compla
nari, determinando le equazioni délia trasformazione in riferi-
ment i (proiettivi) opportunamente scelti (5). 

Ne l la présente Nota vengono indicate le equazioni délie tra
sformazione nei vari casi rimandando, per le dimostrazioui, ai le 
mie Note sopra citate. 

Nel n. 2 si considerano i casi in cui si hanno soltanto quattro 
direzioni caratteristiche distinte di cui tre complanari, nel n. 3 
si considerano i casi in cui si hanno soltanto tre direzioni carat
teristiche distinte e non complanari, infine nel n. 4 si considerano 
i casi in cui si hanno soltanto tre direzioni caratteristiche distinte 
e complanari. 

2. • Si ha : 
Le trasformazioni puntuali fra due spazi proiettivi ordinari 

S3i S3 che in una coppia regolare di punti corrispondenti 0, O 
posseggono soltanto quattro direzioni caratteristiche distinte di cui 
tre complanari, hanno equazioni di uno dei seguenti tipi (essendo 
iCj, sc2, x3 coordinate proiettive non omogenee in S3 ; yx, yit y3 

coordinate proiettive non omogenee in S3; 0,0 origini nei ri-
spett ivi spazi) (6): 

1) yx = xl + xx x2 + Bas, x< — x2x3 + [3] 

Vt= &% + ^ïxi + fikxlxt — kx%x% + [3] 

01 = ^3 + [3], 
g l i assi coordinati essendo rette caratteristiche doppie, infine 
ajj = £c2, x3 = 0 (yl — 2/2, y3 = 0) l'ulreriore retta caratteristica 
(semplice); (3, k sono costanti (p=|=0) e cou [H] si indicano i termini 
neg l i svi luppi in série di grado > 3 (7). 

2) V\ = *i + » i « i — «1*1 + 2anx^xz + 13] 

yt= xt + xlxl — xlxt + 2bltxfxM + [S] 

2/3 = «3 + [3] 

(5) Il caso in cui esistono soltanto due direzioni caratteristiche distinte 
•erra esaminato in altro mio lavoro. 

(6) Gr. MARTINI, la l a délie Kote cit. nella (4). 
(7) Nella l a dolle Note cit. nella (4), considerando l'intorno del Sa 

ordine di 0 , 0 vengono determinati ri fe ri menti intrinseci e le relative 
«quazioni canoniche délia trasformazione. 
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Le rette caratteristiche per 0 sono la x2 = x3 — 0 tripla, la 
xi = x3 = 0 doppia, la xx =_x% = 0 semplice, la xl = xt9 x3 = 0 sem-
plice (e analogamente in S,); a23, 6,3 sono costanti non entrambe 
nulle. 

3) yx= xx + 0 5 , 0 5 , - ( 1 - 2 0 , , ) ^ , + 2 6,,(1-2 0,,)05,05, + 13] 

y%= 05, + X, 05,—05,05, +26,,05,05, + [3] 

» i = 053 + 2c83052a53 + [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la 55, = 05,= 0 tripla, la 

xx = as, = 0 semplice, la as, = x% = 0 doppia, la as, = xt9 x3 = 0 sem

plice (e analogamente in S,); c23, bu sono costanti (c23 =^=0, c23#=^) . 

v. . &*? (1 — 2c9 , ) 

4» y, = X, + 05,^ - - ^ — » ' (05, - 2 623 05,) 05, + [3] 
2/2= 05, + 05^,-05,05, + 26,,05,05,+ [3] 

» , = #3 + 2c23052o53 + [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la x2 = o:3 = 0 doppia, la 
* i=os , = 0 semplice, la xx = os, = 0 tripla, la 05,=05,, o;3 = 0 
semplice (e analogamente in S,); 6„ , cî3 sono costanti (c23 4= 0, 

1 

5) 2/l = «1 + 05, 05, — XiX3+ Xi X3 + [3] 

14*= 052 + 05,05,-05,053 + 05,053+ [3] 

» s = #3 + 2c83o;2a53+ [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la 05, = o;3 = 0 doppia, la 
as, = 053 = 0 semplice, la x, = x2 = 0 tripla, la os, = 05„ 053 = 0 
semplice (e analogamente in S,); la costante c23 4= 0. 

6) 01 = 05, + 05, 05, + [3] 

V%= 05, + «,05, + (3] 

2/3= o; 3+ 2c l 8x,o;3 + 2c23052o;3+ [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la o;, = 053 = 0 semplice, la 
X, = x3 = 0 semplice, la oc, = 052 = 0 quadrupla, la xx = 052, 053 = 0 
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semplice (e analogamente in S,);. c„ , cn sono costanti (c,,=|=0, 
<»» 4=0)-

7 ) Vi = *i + «,»8 + 2^6,3^33, + 2kb!3xsx3 + [3] 

2/2= ^ + ^ ^ + 26,,0:^3 + 26^0:5,0:3+ [3] 

:^3= ^3 + 20,,0:,0-3 + 2cJ3a;2a:8 + [3J, 

dove i coefficient! soddisfano aile condizioni 

(1) b«.Va c " j + c " 6%, - W73 [2 ~c» j = -fc" » 

6, 
"« 

&(2c, • * ^ ) + i . „ j + i _ 0. 

Le rette caratteristiche per O sono la xt = xd = 0 semplice, la 
-B, = a53 = 0 semplice, la 051 = x2 = 0 quadrupla, la x, = 05„ o;3 = 0 
semplice (e analogamente in S,); fc, 6„ , 6 „ . c13, c23 sono costanti 
<*=M, 6«4=0, cJ34=0, c234=0) («). 

8) y, = 05, + 05,052 + 2a13 [as, + ( i + 6 2 3 ^ a , 3 ) o 5 J 053 + [3] 

2/2= ^ + 05,05, + 2 6,,05,05, + 2 6,,05,05,+ [3] 

» • = * . + ( l — ^ * ) 05,05,+ [3], 

Le rette caratteristiche per 0 sono la a5s = a*,=-0 quadrupla, 
la 05,=053=0 semplice, la xx = o?2 = 0 semplice, Ja os, = «„ a:, = 0 
semplice (e analogamente in S9); aI8, 6„, 623 sono costanti (a„ =j=0, 
^ 3 4 r ° ) «18 4=6i3)-

3. •- Si ha : 

__ Le trasformazioni puntuali fra due spazi proiettivi ordinari S,, 
S3 che in una coppia regolare di punti corrispondenti 0, 0 pos-
seggono soltanto tre direzioni caratteristiche distinte e non compla
nari, hanno equazioni di uno dei seguenti tipi (essendo 05,,05,,05, 

(*) Essendo c13=|=0, 6,8=1=¾ fc=(= ̂> d a l l a condizione (1), segue 6i3=^0. 
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coordinate proiettive non omogenee in S3; yx, yt, y3 coordinate 
proiettive non omogenee in S3; 0, Ô origini nei rispettivi spazi) (9j: 

1) 0 , = 0105,+ 13] 

2 / ,= a o f , + 2 6,,05,05,+ 26^05,05, + [3] 

2 / 3 = a053 + 2ybnxlxi + 2y6,3o;,053 + 2c2 3o;2o;3+ [3] . 

Le rette caratteristiche per O sono la x% = xz = 0 doppia, la 
xx = xz = 0 doppia, la x] = os2 = 0 tripla (e analogamente in *S3) ; 
a> T» &m 1̂3» c83 sono costanti (a={=0, 6,2=j=0, 6,3 =)=0, c 3 3 4 = 0 ) . 

2) «/, = OC05, —2X6,3 05,05,+ [3] 

#2 = aa5,+ 26,,05,05, + 26,,05,05,+26„O5,OP, + [3] 

2/3= «053 + 2X6,205,05, + 2X6,305,053+ [3], 

Le rette caratteristiche per 0 sono la x% = 053 = 0 doppia, la 
0^ = 05, = 0 doppia, la xx — xz = 0 tripla (e analogamente in S3); 
a» ^ &i2? &J3J 6Ï3 sono costanti (a 4=0, X =J= 0, 6,,4=0, 6,3=(=0). 

3) «/i = a #i + 2/56,8a5,o;3 + 2fc623058o;3 + [3] 

yt= a o 5 , - 2 c 2 3 — ^ — - ^ 0 5 , + 26,,05,05, + 26,,05,05,+ [3] 

2/3= ao53 + 2c23052058+ [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la xt = 053 = 0 doppia, la 
os, = 053 = 0 doppia, la 05, = o;, = 0 tripla (e analogamente in S,); 
a , *, 6iu 683J

 c*3 s o u o costanti (* 4= 0, ^4=°* ^ 4 1 ¾ 6«4=°i Cti4=°» 
» I I + 6..4=0). 

4) 2/,= aa;, + 2alixlxi + 2kbl3xxx3 + 2kbi3xix3 + [3] 

2/2= *or2 + 26,,05, a53 + 2623052053+ [3] 

2/3= *053 + 2p&,305,058+ [3], 

doveicoefficienti sono legati dalla relazione ~r—(p6„ + - r r ) + 7.=0. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la os2 = x3 = 0 doppia, la 05, = 
05, = 0 doppia, la x} = xt = 0 tripla (e analogamente in JS3); OC, fc, 
P, a „ , 6,3i hi s o n o costanti (a4=0, /c4=0, «4=0, a124=0, 6,,4=0, 6234=0). 

(9) Gr. MARTINI, la 2« délie Note cit. nella (4). 
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5) y, = « » , + 2 p p 61205,052 + 2 £6,305,05, — 2k (p&„ + &6i3) O52053 + [3] 

t / , = a x , + 2 6 , , 0 5 ^ , + 261,a5 ix, — 2 (p6„ + fc6„) os,», + [3] 

2k 
y%^ a o s , + 2p6 1 ,05 l05,+ 2p6J,05105,— — (p6„ + fc6„)û5,05, + [3]. 

L e r e t t e c a r a t t e r i s t i c h e per O sono la x% = x3 = 0 doppia, la 
X, = 0 5 , = 0 doppia , la xx — 052 = 0 t r ip la (e ana logamen te in &3); 
a, p, 7c, p, 612, 6 „ sono costant i (a 4=0. P 4 ^ 0 , &4=0 : p 4= 0, 6 , ,4=0 , 
6,.=4=0, P612 + fc6j34=0). 

6) t / , = a 05, + 2 ^ , 0 5 , 0 5 , + [3] 

yt= oco52 +26 , 3 o ; ,05 3 + [3] 

yz = «05 ,+ 2c„05,05, + [3]. 

L e r e t t e ca ra t t e r i s t i che pe r 0 sono la x% = x3 = 0 t r ip la ,_ la 
05, = a53 = 0 sempl ice , la 05, = x2 = 0 t r ip la , fe ana logamen te in S3); 
a, a,c2, 6J3. c23, sono costant i («4=0, a „ 4 = 0 , 6 , 34=0, c n 4 = 0 ) . 

7) yx= a 05, + 2 ^ , 0 5 , 0 5 , + [3] 

• o t 6 l8 (a,, c23) r n, 
# , = «05, + 26,,05,05, - 2 — X,053+ [3] 

0 3 = «053 + 2T6i205,052 — 2 " a ^ " " C > 3 -05,05, + 2 C„ 05,05,+ [3]. 
* 1 4 

L e r e t t e ca ra t t e r i s t i che per 0 sono la o?2 = x3 = 0 t r ip la , la os, = 
xz = 0 sempl ice , la 05, = 052 = 0 t r i p l a (e ana logamen te in S,); a, 
Y, a „ . &„. c23 sono cos tan t i («4=0. Y = ^ 0 , a ] 2 4 : 0 , 6,,=(=0, c23=(=0, aj84=c,s). 

8) i / , = <xo5, + 2 c , 3 — L !
ï i - ^ x , x , + 2.A; 6,, os, o s , + 2 fe68,05,05,+ [3] 

2 / , = a a 5 , + 26, ,05,05,+ 26 ta05,a;, + [ 3 ] 

2/3= a a ?
3 + 2 c „ x 2 o ; 3 + [3]. 

L e r e t t e ca ra t t e r i s t i che pe r 0 sono la 052 = or3 = 0 t r ip la , la 

05, = o53 — 0 sempl ice , l a os, = x2 = 0 t r ip l a (e ana logamen te in S,); 

«, fe, 6,3, 6 , „ . c , 3 sono cos tant i (004=0^ fe + °> 6 , ,4=0 , 6, ,4=0, c 2 3 + 0 , 

^6i3 + 62 34=0)-

9) ^ i = « a ; , + 20, ,05 ,05,+ 2fe6„05,05, + 2fc6„a5,oî ,+ [3] 

y2= «05, + 26,,05,05, + 26,,05,05, + 26,,05,05,+ [3] 
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2/ 3 = «053 + 2 p6,205, 052+2p613o;1053 +2C,305,O53 + [3], 

dove i coefficienti sono lega t i dal le re laz ioni 

X - ( * h h , hh * + 623 al%\ p 

/ S62,3\ 
6 ]S(c23 — a „ + fc6,2 + A;p6,3 r— = p o „ 6 „ . 

V U 23 / 

Le re t te ca ra t t e r i s t i che per 0 sono la 052 = xz = 0 t r ip l a , la 
o5, = x3 = 0 semplice , la 05, = 05, = 0 t r ip la (e a n a l o g a m e n t e in JS3); 
<«, p, fc, a,2, 6,2, 6,3, 623, c23 sono cos tant i (^4=0^ P4=0, /^4=0, 61S=|=0, 
*.i4=0, &» =|=0). 

10) « / ,= «05, + 2a„o;,o5, + [3] 

î / , = «05, + [3] • 

2/3= «05, + 2c,2x1o;2 + 2c,3O5,053+ 2c23052053 + [3]. 

L e re t t e ca ra t t e r i s t i che pe r 0 sono la x% = ,x3 = 0 doppia , la 
xx = 053 = 0 semplice , la 05, = 05a = 0 q u a d r u p l a (e a n a l o g a m e n t e i n 
§3)? aî ttiï» CIÎ) ci3î 2̂3 s o n o costant i (a 4= 0, a,2=[=0, c13 4= 0, c , 3 4=0) . 

11) y1 = aos, + 2a„05,05, + 2ft&,805,ce3 + 2fe6,805,a53 + [3] 

# , = ^ 0 5 , + 26 , ,05 ,05 ,+26 , ,05 ,05 ,+26 , ,05 ,05 ,+ [3] 

2/3= ao5, + 2p6„û5 ia5 ,+ 2p6„fl5,û53 + 2c„x,05 8 + [3], 

dove i coefficienti soddisfano ai le condizioni 

fi 1 pfc6 l26 l8 

* (¾. - ««) - P &.. - fc^ 1¾. - a,,) ' - — 6 ^ — _ + 

•+(p-ë+È)(ner ,+6»-^)-°-
L e re t te ca ra t t e r i s t i che per O sono la 052 = 053 = 0 doppia , l a xx = 

4r3 = 0 semplice, la xx — x% = 0 (quadrupla (e a n a l o g a m e n t e in S3) ; 

«, P, fc, a „ , 6, , /6, , , &23, c23, sono costant i («=(=0, P4=0, ^ 4 = 0 , 6 , 3 4 = 0 , 

è23=j=0, a,2 e 6,2 n o n e n t r a m b e nul le) . 

12) ? / ,= «05, + 2 C 2 3 — r 05,052+ [3] 
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y2= axt = 2c , 3 (1 +X)05,05, + [3] 

2/3= « 0 5 3 + 2 C „ O 5 , O Î , + 2C,3O5,O;3 + 2 C 8 3 0 5 2 O ; 3 + [3]. 

Le rette caratteristiche per O sono ^05, = 053 = 0 semplice, la 05,= 
x3 = 0 semplice, la 05, = o?2 = 0 quintupla (e analogamente in S.<); 
a, X, c,8, c18, c,3, sono costanti (a4=0, X=|=0, X4=—1, c,3=^=0, c,34=0)-

13) 2/i = «05, + 2^,05,05, + 2A;6j3o5,058 + 2A;623o5,053 + [3] 

« / , = 0̂52 + 26,,05,05, + 26,,05,053+262,05,053+ [3] 

2/.,= a053 + 20,,05,05, + 2C,30Î,053 +2c23052O53 + [3], 

dove i coefficienti soddisfano aile condizioni 

t (<•. - »» - -n *-*£» + ï)+ï-«. 

— c„) + 2c»6.. + ^ + ¾ ( ^ + 6») " £ («•• - c») (», 
2^^-0,,)1-^(6,, + ^ - 0 , , ) = 0 . 

L e rette caratteristiche per O sono la x% = o*3 = 0 semplice, la 
05, = x3 = 0 semplice , la 05, = o:, = 0 quintupla (e analogamente in 
S3); a, AÏ, a ,„ 6,„ 6 i8, 6,8, c,„ c13, c23, sono costanti (a=j=0, /c =)= 0r 

6,3 4=0 , 623 4 : 0 , « ,„ 6,„ c i s non couttmporaneamente nulle). 

4. - Si ha: 

Le trasformazioni puntuali tra due spazi proiettivi ordinari S3r 

S3, che in una coppia regolare di punti corrispondenti posseggono 
soltanto tre direzioni caratteristiche distinte e complanari, hanno 
equazioni di uno dei seguenti tipi (essendo xx, xit x3 coordinate 
proiettive non omogenee in S3; y{, 2/„ y3 coordinate proiettive non 
omogenee in S3; 0, 0 origini nei rispettivi spazi)(10): 

C°) G. MARTINI, la 3" délie Note cit. nella (4). 
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1) 2/1= 05â +05i 05, + C„ 05, 05, + 0 , , 0 5 / + [3] 

2/8 = 05, + Xx 05, + C,3 05, X% + 633 053
s + [3] 

2/3= 053 + C33O53
2+ [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la x% = 053 = 0 tripla, la 
05, = 053 = 0 tripla, la xx = 05„ 053 = 0 semplice (e analogamente in 
S3); a83, 633, c33 sono costanti (a33, 633 non entrambe nulle). 

2) 2 / l= «i +05,05, + 20,3 05,053 + ^3 05/ + (3] 

2/s= 05, + 05,052 + 26,305,053 + 03305,053 + 0330532+ [3] 

2/3= 053 + 033053*+ [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la o?2 = x3 = 0 doppia, la 
05, = 058 = 0 quadrupla, la 05, = 05,, xt = 0 semplice (e analogamente 
in S,); o,3, o33, 6,3, c33 sono costanti (o38=|=0). 

3) 2 / ,= 05, + 05,05,+211,,05,05, + 0, ,05/ + [3] 

2/2 = 05, + 05, 05, + (2 Ol3 — C33) ( 1 — 2 C„) 05, 053 + C„ 05, 05, + 

+ 0 , 3 ( 1 - 2 0 , 3 ) 0 5 / + [3] 

2/3= 0:3 + 2c13a5,053 + C33053
2 + [3]. 

Le rette caratteristiche per 0 sono la xz = 053 = 0 semplice, la 
05, = 053 = 0 quintupla, la 05, = 05,, 053 = 0 semplice (e analogamente 

in S3); 0,3, o33, c13, c33 sono costanti (c,3=[=0, C I 3 4 = Ô » «33 4 )̂* 

Pervenuta alla Segreteria déll'XJ. M. I . 
il 9 luglio 1965 


