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Approssimabilita di irrazionali p-adici mediante
numeri razionali. II. (*).

GAETANO RODRIQUEz (Milano)

Sunto. - Si riprende la dimostrazione fatta in un precedente lavoro ri-
guardante U approssimabilita di irrazionali p-adici mediante numers
ragionali e si migliora la costante C che figura nella funzione

1

f(Hi) = C(log log log H,) e

1. Introduzione. - Risultati. - In questo lavoro si studia una
questione di approssimabilith degli jalgebrici reali e p-adici me-
diante numeri razionali. A tale argomento ho gia dedicato una
mia precedente ricerca [3] alla quale rimando il lettore anche per
eventuali notizie bibliografiche.

Da quanto sard esposto nei numeri successivi risultera il
seguente

TeEOREMA. - Sia
(1) Fax)=a2x"+ a2 4+ ... 4+a,=0

une equazione a coefficienti razionali interi di grado n=2, irridu-
cibile nel campo razionale e priva di radici multiple, la quale am-
metta una radice { nel campo reale, una radice §, mel campo
pr-adico, ..., una radice ¢, nel campo padico, dove p,, ..., p, sono
numeri primi distinti. Sia poi = =\k,|=\|h/q,| una successione
di infiniti numeri razionali distinti, con
(h’i’ q:):‘l e ma’x(lhi|7IQEl)>ee’
t quali verifichino la relazione :

t
min (1, | {—k | )T min (1, | g% — b |p,) << H(HE),
T 1
dove

1
2

H =max(|h |,]4ql]) e f(H)="5 Vliog (4n) (logloglog H) =.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo n. 40 del
Comitato C. N. R. per la matematica, anno 1965.
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Allora si avra:

= logHiy,
® o TogH T

Questo teorema & stato dimostrato in [3] nel caso
1

f(H)) = (8n-+-¢)(logloglog H,) 2, con ¢ > 0.

Con la presente ricerca viene quindi migliorato il valore della
costante che compare al numeratore di f(H,).

2. - BEsponiamo ora tre lemmi dai quali si desumerd il nostro
teorema. Il lemma 1 e il lemma & sono tratti direttamente dalla
monografia {2], alla quale rimandiamo il lettore per la loro dimo-

strazione (%)
LeMMa 1. - Sia
F(x) = ax™ + a "' 4 ... + a,

con a,F0, a,F0 e n=>1, un polinomio con coefficienti interi
che non abbia zeri multipli. Siano inollre m un initero positivo e s
un numero reale tali che:

1
0<<s< 5, ms*=log(4n).

%ins

Siano poi v, .., r, m interi positivi e p,, ..., P} C1y -,
Tyy ey T,, SN numeri reali posilivi che verificano le condizioni:

7, 1

7, 1‘
1<

Gll

7, 1
T—u—l‘gm (u:l,...,m).

1
(3) F) ]

Esistono allora una costante positiva c, dipendente solo da
Flx), e un polinomio non identicamente nullo

1 m

. ; i
Az, ..., 2,) =_2. s a, .., i, 1" x,"
fi=0 i, =0
con le sequenti proprieta :
(i) I coefficienti ai,, .
zione:

i, Sono interi che soddisfano alla condi-

I Qi,, .. im , Scrl+"'+rm,

¥l

(Y) Si veda [2], 167 e 97.
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e ciascuno di essi & diverso da zero soltamto se la corrispondente
m~upla i,, .., 4, verifica le condizioni:

"-‘ il‘ (1 ) " ru fidg du ] ) m "
z = 5—Ss)] = —, = = (— s) £ —.
u=1 Pu = 2 w=1 Pu’ w—=1 Oy < 2 + u=1 %u
(ii) Posto

1
Afu-»-»im(xl’ oy L) = =

gh + . +ImA(wl, ey m,,,)
Il gt

N : 13
gyt .. daclm
Aj,. ..., i, &y ooy @) & divisibile per F(x) per tutte le m-uple j,, ...,
tali che:

JIm
0<j =<,

m

> j‘“ 1 m ’ru
POR-e — —
...,0<_1,,,<rm,“:1 T"S(2 s)uz:l"" .
(iii) Vale la seguente maggiorazione (3):

AI"M s im(wl 3 vy mm) <K ¢t o +rm(1 + xl)ﬂ oo (1 +wm)r’m’
e quindi:

4, ..., ,'m(:z:, vy &) KX et ety (14 )nt e+,

In particolare, se fissiamo i parametri Pus Ous T, Del seguente
modo:

=0, = " (w=1 m)
Pu -—0'“—-"'“, [ 2+f(Hu) It A ] ’

1
dove & f(H,) =5V log (4m) (logloglog H,)  ? e i numeri H, sono
interi positivi scelti in modo che si abbia:

r

“ f(H,) 1
0 < T_u —1= B) << 10°
(3) Dati due polinomi
‘rl m
P(a:,, vy xm)z N 2 Qi) aiey i a:"': e Xim
=0 i =0 m m
e

1 Tm . im
Q@yy vy ®y)=2 ... 3 by, L PR
Hh=0 lm=°

a coefficienti 1eali, scriveremo P(x,, ..., «,,) <€ @(x,, ..., «,) per indicare
che & | @i, ., i | =i, .., i,

per tutte le m-uple ¢, ..., i
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risultano verificate tutte le condizioni (3) e il comma (¢) si sosti-
tuisce con il seguente:

(&) I coefficienti ai, ..., sono interi tali che
U

| Biy, iy, | << € oy,

’

e ciascuno di essi & diverso da zero soltanio se la corrispondente
m-upla verifica la condizione:
1 m g, (1
(é—s)m<2 — é—l-s)m.
wu=1 “w

Lemma 2. - Siano 0 <8< 1, b=1 numeri reali, ¢ r,, ..., r,;
H, .., H,, con m=2, interi posilivi tali che:

(4) ry < 7,8 r,logH,=>rlogH, n=2, .., m),

1

H,=> 2%

(m—1) m(2m--1)
)

LI
bH,»"".

. . k., . . .
Siano poi k, _—.q— (w=1, .., m) m numeri razionali con
1’3

(hu7 Qu)zl e ma’x(lhu|7|qu|)=ﬂu'

Sia inolire:

) m

Az, o, 2,)= = .. 2 a4,

: i
1"m xlh e xmm
41==0 % =0

m

seny

un polinomio non identicamente nullo a coefficienti interi tali che:

| Gy, nyiy | B

aeey

ber ogni m-upla 4,, ..., 4,.
Allora esiste una m-upla di interi non negativi j,, ..., j,, che
soddisfa alla condizione:
m
% du
u=1 Ty

< Qu+15e—m=D

e tale che sia i
Aj, ey i (Byy ooy Ew) 0.

m

8. — Lemma 3. - Siano T,, T, ..., T, numeri reali non megativi
che verificano la condizione:

Lo+ T, + o+ T, =1.
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Sia inolire
S=\|k}=1{h/ql, con (h,q)=1e H=max (|h],{ql)>e,

una successione di infiniti numeri razionali distinti. Allora, se
sono verificate per ogni coppia h;, q, le relazioni:

min (1, |{—k, | )< H—To2+fH)
5
© min (1, | q‘cT —h |P'r) = Hl_FT(2+f(H‘)) (r= 1, ..., 1),

dove e U: sono rispettivamente una radice reale e una radice
pr—adica della (1), dovra essere soddisfatta la (2).

Per la dimostrazione procederemo per assurdo.

Supporremo cioé che gli elementi di £ verifichino le (5) e che
la (2) non sia soddisfatta, e proveremo che cid & impossibile.

In primo luogo esporremo in questo numero e mel n. 4 alcuni
risultati preliminari che ci consentiranno mel n. 6 di dimostrare
il Lemma.

Se la (2) non & verificata esisterd una costante ¢ > 1 tale che
per ogni ¢ si abbia:

H,,<H,

e quindi per ogni numero positivo X, opportunamente grande, vi
sard un elemento k; di = per cui:

X< H <Xe.

Sia ora m uu intero positivo e poniamo:

2 m3

®) a = Viog (4n), s=\f‘—7n, 5—g-m 2=t X—e5 -

Poiche T contiene infiniti elementi distinti,® lim H;=+ co.
i—+ 400

quindi & possibile scegliere m elementi di Z che, con una nuova

scelta degli indici, indicheremo con k, =h,/q,, ..., k,=h,/q,, di

altezza H, >e° (u =1, .., m) tali che:

0 X,<H,< XS =1, .., m),
dove

2 26 2 2¢
(8) X|=Xa )(l=1:l'l8 SXls! ey X.u=H6;n—1£Xn8t—1‘
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Si avra allora:

log H, 2
(9) = 3 >3 =1, .., m—1),
t=] ®

giacche per le (7) e (8) &:
2
log H,,, _log X,,, log Hﬁ_
log H, log H, =~ log H,

Quindi risulta:

H ~H< . <H,.

Inoltre dalla (8) si ricava:

2¢ —1
X <X(§) (=1, .., m),
da cui
2C)m

Ef)“ 1 zc) 2¢

Hugngx°(8 gx(’o‘ gx(s

Quando m & opportunamente grande si ha poi:
g p

m—l)m
m—1 ) (zc ™

X (%)m — (ezm-l. e 2

— e(zc)"‘.zm-" . e(m2+ m). 2™

e quindi:

m

H, <ee¢’ (=1, .., m).
Segue:
f(H) = 7=>
\/
e pertanto la somma:

e = 3 f(H,)

per m opportunamente grande, soddisfa alla relazione:
(10) 6250,\/%.

Scegliamo ora i numeri interi positivi »,, .., r, in modo

m
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che sia:

1 <1
rn—1"m

1 H
<1l e r,=>r %8 7

(11) = "'log H

>r,—1 (u=2,..,m)

Si osservi in primo luogo che &:
rn=r= .21, .
Infatti, dalla 2% delle (11) si ricava:

log H,
"1 log H,] +1ser log H,

non & intero

log H, log H,
" log H,’ 8¢ M log H,

@ intero;

e confrontando r, con le analoghe espressioni di r,_,, si ottiene:
(12) Ty =Ty (=2, .., m).

Piu esattamente si pud dimostrare che nella (12) vale solo il
segno <. Infatti dalla (12) segue:

1 1
'r,,—lgfr,—l

(=2, ..., m),
e tenendo conto delle (11) e della (9), si ha:

1
r, log H,,:( 1) (ry, —1) log H, < (1 + ;—:—1) r, log H <
1

(13)

1
< (1 + E) 7, log H, < 2r log H,.

Quindi :
2r,_,log H, ,>2r logH, > r,log H,,
ciod:
1 log H, 12 1
Tu— > 2 ].Og Hu—l >§ g = E Tu ('M’=21 ) m)’
da cui

"'1>'rz> Lo > rm’

e di conseguenza:

n
2 r,<mr,.
=1
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4. - Supponiamo ora che siano verificate le prime due delle (6),
Allora, per m opportunamente grande risultera:

1
0<<s<C 3-
Pertanto, posto come al n. 2:
21,
(14) Pu=—=0Cu =17, € r‘,=§m,

e scelti gli H, in modo che sia verificata la 3% delle (3), esistera
per il lemma 1 un polinomio

1 T
. — : . i i
Al vy z,)= 2 .. 2 a5, .., i, XM .

i‘ o I’n=0

con le proprieta (i), (ii), (iii}. A tale polinomio, con la particolare
scelta dei numeri r, operata al n. 3, & possibile applicare il Lem-
ma 2 perché quando m & opportunamente grande, risultano veri-
ficate le condizioni:

1

H =e?d

m(m—1) (2m-1) 1§

I

1
e ¢ch+ . + T << H,;r

in quanto é&:

2
H=X=ed .

Per il Lemma 2 esiste allora una m-upla 1,, ..., I,, che veri-
fica le condizioni:
» 1 1
(15) o<l<r,., 0<l, <r,, = ’_"—gzmﬂazm—‘,
Uu=1 u®
e per la quale &:
4y, ..., lm(q—: y s q—m)=|=0-
Dall’ ultima delle (15), per m sufficientemente grande, si ricava
m ]
infine per la somma A= % - :
u=1 Ty
2
(16) 0 A omti(e—m, ™ )" — g (g)msl.
e

5. - Indichiamo con A4,, il numero intero:

P h hl"
Ay, =g, ... g, 4y, ..., ! (q—:’ ey q_m) ’
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che, per quanto si & detto al numero precedente, risulta diverso
da zero.

Vogliamo ottenere un maggiorante di | 4, | .
Sviluppando con la formula di TAvLOR si ha per ogni «:

T A .
A(x,,.., x,) = 2 2 Aj, g, e o) (@ — @) (, — 9) Tm,
f1=0 7:u=0
e quindi:
Ally wee s lm (xl) b xlu) =
(17)
7 ”m ]nl ; 1
=2 .2 A, .., (e . oc) (acl—'x)ll—ll e (22, — )T 'm
j1=0 fm=° m w
in cui si & posto (‘%) =0 se j,<l,.

Allora, assumendo x,, =k, (=1, ..., m) e « =¢, si ha:

” T

(18) Ap =g o gim 2o 2 A5 (0 e c.(")

m =0 1-1" m ll

B R

m

II

dove per il comma (ii) del Temma 1 & A;, .., ; (&, =0

per tutte le m-uple j,, ..., j,, che verificano le cond";zxom

: ) " g (L ™oy,
0<ji<r, ...0<j, <ram, 2 =<(53—s) 2 —.
Uu==1 Tu 2 Uu=1 Tu

Pertanto basta estendere le sommatorie di (38§ a tutti i sistemi
j*:(jl7 b jm) per i qua‘li

m ] m Tu
(19  LSq=r, e Sia<ra, 3 ">( s) 2

u=1 Ty

Posto B=max(|a,]|, |, ], .., | @, ]|), per il comma (iii) del
Lemma 1 e per la nofa relazione |{| <1+ B, si ha inolfre:

| Ajy oy i (G ey S et ot rg (L4 | C ] ko b7 <
< cen(l+ | 3| < [e(@ + Bl = ¢,

dove c¢,==c¢(2 + B); e poiche é&:

(_" 1{5 (lu __2j
lu)gl;o l)_ “
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si ricava:
7 m ] j
2 F den, s 0] () <

h=0 1,=0 "
o) T . )
SE e 2 Clmlr"2ll+ "'+7m:
h=o j,=0

=c¢mn2ntt —1) .. 27T — 1) <m0 L 22 (de,)mn,

Nel caso I'y> 0, per le (5) e (19) e per le seconde delle (14) e

delle (4), risulta:
max l kl_ 4 | h=h l km'_CIjm-lmS
(1505 7)€%
m
< max n H,—Toli,—1,) @+fH,) —
(i1s ooy §,)€E9* u=12
Tu

m . -
= max m H,~Totiy,=h) ™

(s s G )EF*  u=1

< max H,~™ fo ui, L, =
(i1, ---,im)Ef.

ol (2 ) T Tu_ % l]

—27 ——3 — - —

< H, ! 0[(2 w=1 T, Um=l Ty

Inoltre &:

m g m H G

= —“:z(1+[(T“)): + 5
u=1 "u u=1 =

ed essendo:

T"

Ty 1 . 9 1
1 SF)’ e perCIO 11421_0'ru>221':”

si ricava:

m ] m ]
2 2 <2 3 2 =2A.
u=1 Tu Ue=) r’l
Quindi:
max |k, — 0| i—h | Ky — | s

(7-1, ceny i )EJ*

m

_ Hl—zrll‘o[(i—s) (m+2)—2 /\] .

16
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Per la (13) si ha poi:

4" e g S B <, () i)
e pertanto si offiene:
(20 | Ay | < (eyn = (G =) () o]

La precedente maggiorazione vale anche se I'y==0. Infatti,
posto melta (17) 0 =0 e x, =k, (u=1, ..., m), si ha:

” T jl
Ay, =qn .. q’n .. 2 Ay, .. jm"O’ vy 0) l)
1

=1 j, =0

. (]"')k,fl—ll kmjm—lm’

"

e quindi:

3 o j .")
I A(l) I <= .2 e S A]',, vy jm(O, ves O) (l’) . (.; )lel . Hm"m =
11=0 7,,,20 1 m
1 1
< cmn2en Qorm . H, nlem—3) (4c)ymn.H, nrm—s),

Cerchiamo ora un maggiorante di | A, [p,. Si ba:

y

A(h:qlrl " qr:m .. zm Ailr sy im(c"" ey L) (.;1)

=0 1,=0

) (jlm) (kl - CTV-I— h see (km - c‘r)j"’ - lm =

1 rm

= g,th—i . q;m_i_lm_j"' 2 ... % 4y,.., jm(c’r) ey &1) (l:) -

=0 im= 9

. (]lm) (hl - er.)i‘_ h... (h’-n - chm) T = b ’
e poiché risulta:

I ql‘r|+l|—-i| wen q’:nl_*_lm_jm I Pr gl.

‘ Ajli"" iqu’ s c'l') IPT g ‘ max (1’ ‘ CT Ep_r)'”",,

) -] =2

Pr
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|2y G 157 v [ By — G, . ”" P 1 H, Tty GHHN<

U==1

< Hl_"n’ [(IE—’) (m-+ %) - 2/\]

si ricava:

(21) | A(,, lPTS }[l — Ty [(1:—5) (m+ %) _ZA] )max(]_, I L lpTHmﬂ

che & valida anche se I': = 0, in quanto A, & intero e il 2° mem-
bro della precedente non & inferiore a 1.

Osserviamo ora che per una nota proprieta delle valutazioni
p-adiche &:

t

(22) | Aw | T | Ay [p. = 1,
=1

e inoltre si ha (%):

t
I max (1, & |p)<B.

T=1

Allora dalla (22), tenuto conto delle (20) e (21), si oftiene:

fran= e[ (=) ()=

(4e,)mm H, » Bmn > 1,

da cui:

(4Bc)" = H, [“’ '"+ —z/\]—l_m+_

Intanto, per la 2* delle (6), per la (10) e per la (16), quando m
& sufficientemente grande, si ha:

2[(%—3)(m+%) —2A]—1—m+%2
2(% )(2m—|—c)—5—m—|—%
2(% v_)(2m+oa\/m)—5—m+ —

a\/m+— —5@+1)> 3 a\/m

|_\9il-‘

(%) Si veda [1], 701.
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Quindi, quando m & opportunamente grande, sara:
Laym
(4Bc)"=H,* ",

da cui

L ym
H, < (4Bc)* "7,

la quale, per m abbastanza grande, contrasta con l’ipotesi:

2 s
H >ed .

Da questo assurdo discende il Liemma 3.

Mediante il Lemma 3, con considerazioni del tutto simili a
quelle contenute nel n. 6 di [3] si dimostra infine il nostro teorema.
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