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Sugli invarianti della matrice hessiana

G10RGIO TALENTI (Genova) (')

Sunto. - Si dimostrano delle identita che rappresentano ¢ coefficienti del
polinomio caratteristico della matrice hessiana nella forma di divergenze.

Sia v funzione delle variabili %,, ..., xny; consideriamo il poli-
nomio caratteristico della matrice hessiana di v:

det || 2*vféx, 0, + A8, || =AY + e AN—1 e AV—2 { . 4 ey.

In questa nota si dimostra (n® 2) che e, (invariante elementare
di grado » (r =1, 2, ..., N) della matrice hessiana) si pud rappresen-

tare nella forma _Z:NaP./ax,-, dove P, & funzione lineare di av/ix,, a
=1
coefficienti polinomi di grado r — 1 in ¢%w/ox. 02, .

A tale scopo si dimostra preliminarmente (n® 1) una proprieta
del determinante jacobiano di piti funziomi.

Lo studio degli invarianti elementari della matrice hessiana,
che pud trovare applicazione nella teoria delle equazioni di MonNeE-
AMPERE, & suggerito anche da talune questioni sulle equazioni a
derivate parziali di tipo ellitfico. Infatti, come ha osservato BErx-
STEIN, le soluzioni di un’equazione lineare di tipo ellittico del
secondo ordine in due variabili, @, 4 2a,,8 + a,,¢ = f (notazioni
di Mow~ar), verificano una diseguaglianza del tipo: »* 4 2s® 4 24
+ 24(rt — s?) << Bf* (A, B costaunti), dove f — s? & il determinante
hessiano e 7? 4 2s* 4 #* & la traccia del suo quadrato: osservando

19 14 . . .
che: r{ — st= 5 a—x(pt —gs) + 5 @(qr — ps), si ottengono importanti
limitazioni a priori per defte soluzioni (BERS NIREMBERG, NIREN-

BERG).

In un lavoro di prossima pubblicazione mi propongo di studiare
una estensione della diseguaglianza di BersTEIN al caso di pih
variabili, applicando quindi i risultati della presente mnota alla
ricerca di limitazioni a priori per le soluzioni delle equazioni ellit-
tiche in pih variabili.

{!) Questo lavoro fa parte dell’attivita del gruppo di ricerca n. 23
del C.N.R.
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1. Se f, g sono funzioni di classe C* delle variabili z, y, si
verifica immediatamente che:

) 138 1
™) 2{2 ?ﬁéa—x (fgy — 9f)) + 5(9fc — f9.) =
_lo|ifg| 1alg f
~ 2axlf, g, +2ay 9= x|’

Si trova un risultato analogo sul determinante jacobiano di
tre funzioni con le considerazioni seguenti. Se f, g sono funzioni
di classe (! delle variabili x, y, z si ha:

. 4 f f‘ l f: le alfz f
d =Y — — Vi,
WOTAVO=5%lg, gl b wlg 0.1 T 502 g,
servendosi di formule del tipo (1) si prova facilmente:
@) div(VfA Vg) =0.

Se h & funzione (scalare) di x, y, z e v & un 3-vettore, funzione
di =, y, 2, si ha div (hv) = Vh-v 4+ hdiv v; facendo v = V[ A Vg,
per (2):
at, g, k)

Aiv (kVf A Vg) = VRV N V9 = 50—

Dunque il determinante jacobiamo di tre funzioni f, g, h si
pud rappresentare nella forma:

e R LA B VA ) B
+5(lo )

Sussiste in generale il seguente:

TeoreEMA 1. Se f,, f;, -, [N S0no fungioni di classe C* di N
variabili =, , ..., xn, risulia:

a(fl! f!’ "'7fN) —

Xy, Ty, vy TN)

2 s oy <hh>s s IN) ] s
1671;[(— 1)h+kfk oAy, ey <a:k>: ey TN) -

h=1,2 .., N

3

|| M=z

k

(?) Adoperiamo la notazione: (fi, ..., <fr,>,.., N} =
(fyy <3y fa—15 fa+1y -+ [N), ed altre analoghe.
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DimosTrAZIONE. Riferiamoci, per esempio, al caso h=1. La
forma differenziale esterna d’ordine N — 1:

@ A A= e TN gy

k=1 0&), . <X >y EN)

wos < dx,,, > . /\ de
e riducibile, dunque chiusa:

(5) a@df, A\ ... A\ dfn)=0.
Se ® & una forma differenziale esterna, si ha:
dif,®) = df, \ ® + f,do;
prendendo ¢ = df, A ... A\ dfn, si trova, per (5):

aifidfy \ . Ndfny=2df, AN dfy A ... A\ dfn.
Ma:

af, A dfy A ... A di=%%%’—f£%) dx, A\ dx, \ .. \ dxn,
mentre, per (4):
d(fldfz A A di) =

_ N a(fzv Lo fN"
-2 d(f, o E S ...,xN)) day A e < dzy> . \ doy=

_ N _a_ (fey vy IN) } , .
= kil o, [f: o <2 > o m) (— Lyetida, A dag, A ... A dxey;

pertanto:

afis fey s INN) li (fyy s IN)
a(xl,xzr ] mN: k£1 (_- 1)k+ 0%y, [fl a(xls <xk> oty .’l)N) ’

C.V.D.

2

2, Sia v funzione di classe C? delle variabili «,, ..., 5 ; poniamo
pi = vfox,, p; = Pi; = V[ox0%; (4, j =1, ..., N). Detti %,, ..., Ay gli
autovalori (certamente reali) della matrice hessiana ||py;||, indi-

chiamo con e, ¢,, ..., ey le funzioni simmetriche elementari di
Ay ey AN

e, =}, +"'+)‘N,62=_Z.)\t)‘j; vy EN=Ag + o s AN,
<J

Con queste mnotazioni, il polinomio caratteristico det. || p,; —
— W, || =(— 1N — 1) ...(A — Xp) si pud scrivere nella forma:

det. || py — My || = (— WV + e,(— YN=1 + e,(—N)N=2 4 ... + en;
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pertanto e (r =1, ..., N) & la somma dei determinanti dei minori
principali di ordine 7, estratti dalla matrice hessiana:

pklkl .pklkl e pk,.kl
1, N
(6) e, = b Phiky - Phaky - P K,
ky<ke< ... <kr N . .
Prje, Pi, - Pk K

N
in particolare ¢, = X p,., en = det. || p;;|| .
f=1

Siccome il determinante a secondo membro di (6) non cambia
se si permutano gli indici %,, k,, ..., k, ed & nullo se due indici
sono eguali, si pud anche scrivere:

pklkl pklkl e pkrkl
T L S A T

!
r: kl: knv LA kr

Prie, Pl Pk

Osserviamo che, se si pone: s, =\ + ..+ Ay (r=20, 1, 2, ..),
valgono le relazioni di NEwroN :

s, 1 0
1 2
6,=8§,, e:-é (8:°—8,), €, = 31 S, 8 ,
8; 8 8
s, 1 0 e 0
1 8, 8, 2 e 0
ey BN = —’ . . . . . . . . ;
Nt SN—1 8N—2 SN—3 .. N
SN SN—1 SN—2 .. s,

tali relazioni consentono di trovare rapidamente 1’espressione di
¢y, come polinomio di grado r nelle py;, se si tiene conto che:
sr=1tr|pyl ()
Ad esempio:

N
8= 2 py,.
=1

. N LN ,
sy =1tr||pij||*=tr|| 2, Pipie |l = ;z,- bij,
1, N 1L, N
sy=1tr|[pij|P=1tr|| S pippmprr| = 2 pinpicpur,
h, k ik k

(%) trd & la traccia della matrice 4, ossia la somma degli elementi sulla
diagonale principale di 4.
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quindi:

3 N L
el = z p:i =;A’l), 28,=8,’—s,=( ZJ p“)?— .\J p‘.f}
s=t i=1 i, j
N N 1, N 2
6e; =s5,"— 35,8, + 28, =( 2 p)*—3 2 p, X pi; +
i=1 i=1 ij

1,1N
+2 )..k DirDikPhrk .
1, n,
TEoREMA 2. Si ha:
LN 3 Ov Pkys s Pk
Kas Kay ey Kk, 8Ky Nk, s Tieyy oo s k) =

r! e =

pkl pk’ had pkr
IIZN _a_ pklkn pkakn oo pkrks
Kyy Kyy oy e, O%Ry | e
pk,kr pk.kr e Pk K

ey

N
TEOREMA 3. Posto p=<\/v (cosi che p*= X p,*), si ha (r=2,8, .., N):
=1
N2
r!e=(r—1! ‘_51 P (p.€r—) +

r—1 1, N ? AP° Prys ey pk,_‘)
2 kys Koy oo Ky ks NXheys Thegy e wkr—i) B

N 3
=(r—1! E‘l a_x,.(P'e’—‘) +

v
r—1 LN ? Ok ?ac.k, e
b2 Py Diyk, Dieyx, e pknkr_1

>
2 ky, ke s K, 0%k

Pk, _ o Pk, kg oo Pl K,
DIMOSTRAZIONE. A norma di (7):
LN Py, Py <y Pk,)

-
Ky, Kyy ooy K a(wkn Lkgy ooey xk,-)

r! e =

Per il teorema 1:
Drk, DPkgk, - Pk k,

o(Pr,s Pry, - s Pk,)_ ) Diyje; Dhsks o Dk ky +

o@Ky, Tigy ooy Tk, ) O,

Pk, Pk, . Dkk,
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pkakl pksk: b pkr"l

0 Dieks DPhksks -« Pk ks
L O B A

Pk, Dksk, -« Dk,
pklkl nee pkr—-‘kl pkrkl

+ (— Hr+2 89: P, Prje, - Pk, k, Dk,
k" -

pk,k,._‘ e pkr—‘kr-—‘ pkrkr—‘
Allora:

Pk, Pkek, - Dk K,

1, N
’ 0 DPkjks DPlgks o Pk K
8 r! e = h - [t ] 3kg Ka
( ) P kr axk, Pk, o ”
Prk, DPkik, - Pk K,

Pk, DPhik, - Pk k,

Diees Psky -+ P ks

—pk: +“' +

P, Prik, - Pk k.
Drg, oo Pr K, DPkik,

+ (_ 1)'+‘pk pklkn o pk,._‘kl pklkn

Diege_y - Pl,_ K, Dhik,_,
Il teorema 2 segue dall’osservare che la quantita fra parentesi
quadre, a secondo membro di (8), & lo sviluppo del determinante:
Dk, Pry - pkr
Pryje, P, - Dk k,

Pk, Prj, - Pk k,
secondo gli elementi della prima riga.
Per provare il teorema 3 basta scrivere (8) nella forma:
Pryjy, Pksky -+ Pk Ky

r'e-—% 0 oty
! e,=

= D, b} Drges  Dhsks o Dk ks +
ky=1 0%k, Kys weus K, P .
pk,kr pkgkr o pkrkr
N N N
z pklklpkl 2 pkaklpks o z pkrklpkl
1, N 2 ky=1 k=1 ky=1
- 2 Pk kesk k k
Ky, kg, oy k'_ awkl e P 3ts " p 8

Pk, Dk, Pk &

rr
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N N N
2 prgpe, . S Pk vy D, kE Py, Pk,
1+ I'VN ? r= k=1 =1
.. ~1)rrt
+ . +( ) k;: k.,‘.-.‘., kr_‘ awkl pkaka pkr_‘ke pk‘k.
. Prk,_, o Pk, _k,_, Pie,_,
0
= — 1!

k;z—l ok, (Prfr — 1)1 er—y) +

» op? op*

1 1, N P 0%k, 0%k, 0K,

T3 ok Bawy | Plke Pk PRk | e
Disk,  Pksk, o DPk,k,
ad vt
1 LN 2 o%ky 0%k, _, 0Pk,
+ (— 1}"'+1 é ", k"%.' x l awkl .pka’ﬁ one pkr—ik' pklk. ES
Y
Pruk,_, o Pk, k,._, Dkik,
= — 1)
k‘zl axk (Pry(r — 1)! 3r—1)+
opt ap? 2

r—1 LN g | Pl Lk,
2 Pk, P, - Dk, K,

pklkr_t pklkr_‘ b pkr_‘k'-_‘
CoroLLARIO. Si ha:
2e, = div (pAv) — % Ap’,
. 1.\N
be, = div (pe,) — A(p*Av) + ‘_217_ ax o ———(pi;p°).

DiMosTRAZIONE. L/ espressione di e, si deduce immediatamente
dal teorema 3, che fornisce-

N 1 N alp'
2e, = §1 i, (P. ) — 'E‘ ok
L’ espressione di e, si trova osservando che, per il teorema 3:
N N 5 ope apz ]
Be, = El ~ 2 (pey) — ‘,21_ o, [ “Dip = G i | =

— g N i i 2 i 2 ]
=2z - (pes) — “ 3, |7, P*P9) — 5, (P'Di) |-



