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Sugli invarianti délia matrice hessiana 

GIORGIO TAIIENTI (Genova) (') 

Snnto. - Si dimostrano délie identità che rapprésentai!o i coefficienti del 
polinomio caratteristico délia matrice hessiana nella forma di divergeme. 

Sia v funzione délie variabili xl9 ..., XN', cousideriamo il poli­
nomio caratteristico délia matrice hessiana di v : 

det || d2v/cxtdxk + \Zik || = X v + e^v- i + e2X*-2 + ... + e /v. 

I n questa nota si dimostra (n° 2) che er (invariante eleinentare 
di grado ** [v = 1, 2, ..., N) délia matrice hessiana) si puô rappresen-

N 

tare nella forma ^dPJdXf, dove P, è funzione lineare di dv/dxk, a 

coefficienti polinomi di grado r — l in d2vjdXidxh. 
A taie scopo si dimostra preliminarmente (n° 1) una proprietà 

del déterminante jacobiano di più funzioni. 
Lo studio degli invariauti elementari délia matrice hessiana, 

che puô trovare applicazione nella teoria délie equazioni di MONGE-

A M P È R E , è suggerito anche da talune questioni sulle equazioni a 
derivate parziali di tipo ellittico. Infatti, corne ha osservato BERN-

STEIN, le soluzioni di un'equazione lineare di tipo ellittico del 
secondo ordine in due variabili, aur + 2aI2s + at%t = f (notazioni 
di MONGE), verificano una diseguaglianza del tipo: r2 + 2s2 + t2+ 
+ 2A{rt —s2) <^ Bfl (A, B costanti), dove rt —s'2 è il déterminante 
hessiano e r3 + 2s2 + t2 è la traccia del suo qundrato ; osservando 

che : rt — s* = ^ jript — ^ ) + ô r (Qr — ps), si ottengono importanti 

limitazioni a priori per dette soluzioni (BERS NIREMBERG, NIREN-

BERG). 

In un lavoro di prossima pubblicazione mi propongo di studiare 
una estensione délia diseguaglianza di BERSTETN al caso di più 
variabili, applicando quindi i risultati délia présente nota alla 
ricerca di limitazioni a priori per le soluzioni délie equazioni ellit-
tiche in più variabili. 

(1) Questo lavoro fa parte dell'attiviià del gruppo di ricerca n. 23 
del C.N.R. 
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1, Se f, g sono funzioni di classe C* délie variabili as, y, si 
verifica immediatamente che : 

(1) a ( A 9) = \TX (fgy - gf»] + \{gf* - f9*] = 
d(x, y) 

1 d_ 

2 dx 
f 9 
fy 9y ^2dy 

g f 
9* U 

Si trova un risultato analogo sul déterminante jacobiano di 
tre funzioni con le considerazioni seguenti . Se /", g sono funzioni 
di classe 0* délie variabili x9 y, z si ha : 

div (S7f A V 0 ) ; 

dx 
fy A 
9v 9' + dy 

U U 
9' 9« 

,3_\f* f, 
h\9* 9v 

servendoai di formule del tipo (1) si prova facilmente : 

(2) div(S7fAVg) = 0. 

Se h è funzione (scalare) di x, y, z, e v è un 3-vettore, funzione 
di x, y, z, si ha div (hv) = SJh-v + h div v ; facendo v = S7f A S7g, 
per (2) : 

ai/, 9, h) 
div (hVf A Vflf) = V M V f A V p ) = d{x, y, z)' 

Dunque i l déterminante jacobiano di tre funzioni f, g, h si 
puô rappresentare nella forma : 

8(A g, h) 
+ 

\g,h) _ a / 1 / ; M\ d_L\fz U\\ 
d\x, y, z) dx\ \gy g?\) dy\ \gz gx\ ) 

^ M \ \9* 9y\) 

Sussiste in générale il seguente : 

TEOREMA 1. Se fl9 /g, ..., /"A/ sono funzioni di classe C2 di N 
variabili os,, ..., cc/v, risulta: 

(3) 

= S -
k=i sxk [' ( - i)h+Y< 

d(fn A) - . ftv) _ 
a(*,, xlt ...,XN) 

M, - , <tk>> - . M 

(h = 1, 2, . . . , A) 

(')• 

(2) Adoperiarao la notazione : (fit ..., < / } , > , . . . , fN) = 
(Ai •••> A-i> /in-n •••» flv), ed altre analoghe. 
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DIMOSTRAZTONE. Riferiamoci, per esempio, al caso h = 1. La 
forma differenziale esterna d'ordine N — 1: 

(4) an A ... A *t» = kl ^^~^ér^) dx>A -
... < dxh > ... A dxN 

è riducibile, dunque chiusa : 

(5) d(df2 A .- A dfN) - 0. 

Se * è una forma differenziale esterna, si ha : 

prendendo <t> = df^ /\ ... /\ d/V» si trova, per (5) : 

d(fxdf% A ... A dfN) = dfx \ dh A •» A <*/*. 
Ma: 

df} A <*A A ... A dfN = j ^ 1 ' '« ^ d ^ A dxt A ... A <to*, 

mentre, per (4) : 

d(fidh A - A dfrr) = 

k=i Sxk [ ' c(a3,,... < œA > ..., XN). 

pertanto : 

(-l)*+'dae, A ^ A - A **w; 

s f /v 'ï- / y w . ' ' a-v». 1*1 s f / v .-""" />• --*. 

C.Y.D. 

2. Sia ^ funzione di classe G3 délie variabili xx, ..., x N ; poniamo 
p , = dv/dxt, pii=pij = d*v/dXidXj [i, j = 1, ..., N). Detti X,, ..., lN gli 
autovalori (certamente reali) délia matrice hessiana | | | ty | | , indi-
chiamo con elf e8, ..., e// le funzioni simmetriche elementari di 
X , , . . . , A y y : 

ei = Âi + — + A w, e8 = S X^Xj, . . . , e ^ = X4 . ... . X N . 
*</ 

Con queste notazioni, il polinomio caratteristico det. \\ ptJ — 
— X8y || = (— 1)̂ V(X — Xj)... (X — lN) si puô scrivere nella forma : 

det. HP,, - X8„ || = (_ X)" + e i ( _ X)*-i + e 2 ( -Xp-* + ... + e „ . 
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per tan to er(r = 1, . . . , N) è la somma dei d e t e r m i n a n t i de i m i n o r i 
p r inc ipa l i di o rd ine r , es t ra t t i da l la ma t r i ce hess i ana : 

(6) 

A/ 

Pkxkx PfcA-Pfc,A 

Pk,kt Pktkt.^Pkrkt 

Pk,kr P*Mkr...pkrkr 
in par t icolare eL = S ptii ejv = det. \\pij || . 

Siccome il d é t e r m i n a n t e a secondo membro di (6) n o n c a m b i a 
se si pe rmutano gli indic i k1, fcs, ..., kr ed è nu l lo se d u e ind i c i 
sono egual i , si puô anche sc r ive re : 

(7) 2 
** • k k k 

Pk^ Pkak, ... Pkrk, 

PkxkA pkjcm .» Pkrk3 

Pkjcr pkÈkr —Pkrkr 

Osserviamo che, se si pone : sr = X*' + ... + lr
N (r = 0, 1, 2, ...)r 

valgono le re lazioni di N E W T O N : 

s, 1 0 
1 . . 1 

e\—si > et — 2 ( S l — s ^ ' e 3 — 3 » st s, 2 

S 3 Sj s 1 

eN=N~\ 

0 
2 

Stf—x «AT—2 «A/— 3 ••• iV 

SA/ «AT—i «AT—2 ... « i 

ta l i re lazioni consentono di t rovare r ap idamen te l ' e s p r e s s i o n e d i 
er, corne polinomio di g rado r nel le pij, se si t i ene conto c h e : 

Sr = tr\\pij\\r (•). 

Ad esempio : 

A/ 

S* = ^ | | ^ | | 2 = *r|| 2 p«p;-fc || = 2%¾. 
fc=i *, y 

i, w i, A/ 
s3 = **" II JM/1|3 = *r || 2 pikpjhphk || = 2 pihPikPhk, 

(3) ir>4 è la traccia délia matrice A, ossia la somma degli elementi Bulla 
diagonale principale di A. 
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quindl : 
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N N i , A/ 2 

ex = 2 p lÉ =At>, 2 0 8 = 5 ^ - 8 2 = ( 2 p,<)'? — 2 pij, 

N N i, N 
6e3 = s,3 - Sa.s, + 2s3 = ( 2 p,,)* - 3 2 pti 2 ^ + 

+ 2 2 pihpikphk. 

TEOREMA. 2. S i ha 

r\ er 

I,N j ^ d(v, Pk%, ... , pkr) 

fci, fc„ . . . , fcr * » * » 

Pkx pk% ... Pfcr 

P M i Pk%kt ... p&rfca 

P*,* r P M r . " PK*r 

N 
T E O R E M A 3. Posto p=SJv (cosï che p2— 2 p{

2), si ha ( r = 2 , 3 , . . . , N): 

r ! «r = (r — 1) ! S -J- (p,*-.) + 

2 r 
kl. * 1 , » - * p _ 4

 dxk* a l x * « ' **•» "• » ï k , - i ) 

= ( r - l ) ! 2 ^ - (p . f t - i ) + 

r — 1 * . * a 
2 -— 

« i i « i» •••> K
r _ i * 

dp* dp2 dp2 

dxkx dxkt "" ^ f c ^ 

Pfc.fc, Pfcafe, ... PKkr_i 

Pk Âk. Pk Ak. ». Pk k t 

DIMOSTRAZIONE. A norma di (7) : 

i . * 3(gft„ Pk, •••, p*r) 
r ! er 

* ! * * . , »M »=r a ^ ' * * • ' * ' ^ ) 

P e r il teorema 1 : 

PK 

Pk.2ka Pkakt ... Pfcrfca 

Pktk3 Pk3kz ... Pfcrfc3 

P*afcr P M , ». Pfcrfcr 

+ 
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-ïxT.Pk> 

Pkjcr Pk*kt ». Pk^ 

Pk,k3 Pk3k3 ». Pkrka 

+ - + 

+ ( - 1 ^ ¾ ^ 

PKK PKK ••• PKK 

Pfc.fr, ... Pkr_tkx Pkrkx 

Pfc.fr, .» Pkr_tk2 Pkrk9 

Allora : 
PKK-i - PK-LK-L P M r _ 4 

«8) r ! * = 2 - ^ -
K, *„ .», * r

 5a;fci 
PK 

Pktk% Pfc3fca ... Pfcrfc3 

PKK i>fc3fc3 ... pfcrfc3 

•Pfc s 

+ ( - vr+*pk 

Pk,kr p,k3kr... p* r* r 

*>*,*, pfc3fc2... pkrk9 

PKK PKK ... pk fc3 

+ 

+ ... + 
Pfctfcr PKkr ... jPfcrfrr 

i)fcafcr ... Pkr_tkr Pkxkr 

PKK - ** ,_ ,* . PKK 

PkJc t ... Pfc fc , Pfc.fc J 

I l t eorema 2 segue da l l ' o s se rva re che la quan t i t à fra p a r e n t e s i 
quad re , a secondo membro di (8), è lo sv i luppo del d é t e r m i n a n t e : 

Pkx PK - Pkr 

Pkxk% pk%kM ... Pk *, 

P M v Pfcafc,. ... j>fcp*p 

secondo gli e lement i dél ia p r i m a r iga . 
P e r p rova re il teorema 3 bas ta sc r ivere (8) ne l l a f o r m a : 

Pfc,fra PKK •» P*rK 
fi a i . A/ 

r ! e r = 2 r—p*. 2 
* â = i fàk* l f c K 

PKK PKK - i>*r*8 + 

y 

* ! . * » , - , * r
 a a 5 f t l 

PM> PW,. »• Pkkr 

N N N 
2 pktktpkt 2 Pk3kêpkt ... 2 pkrk%Pk% 

*.= ! fcs=l fca=l 

PKk3 

PKkr 

Pkrk3 

Pk k 

15 
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+ ... + (- l)H-i V 
* i . * fc,._t

 dxK 

N N N 
2 Pktkrpkr ... 2 Pkr_tkrpkr 2 pkxkrpkr 

k = i 

Pktk2 

fcr=i ' l ' ' fcr=i 

PK_AK PKK 

PKK_L PK-iK-i PKkr-x 

= fcli(^(r-1)!e-) + 

1 i.g _^__ 
2 kXi k3...k

 dxK 

dp* dp2 

&&K $XK 

Pkxks Pk3ki 

dp*_ 

dXkr 

Pkrk3 

+ ( - D-+1 2 
*' * ' "" ' r — i 

Pkxkr Pkskr 

dp2 

d%K 

+ .» + 

àxkx 
PKK 

PKK 

dp2 dp* 
dXkr_t dXkx 

• P*r-i
k* ^ f c » 

M - ! 1 " PK-iK-iPKK 

= j L ¾ t e * ( r - l , , ^ 

-i Y j_ 
2 K, k , kr_i dxK 

ap2 dp2 

dXkx dXkt 

dp2 

dxk„ 

CoROLLARIO. Si 

Pkxk% PKK - PK-tK 

PKkr_i PKK-X"' PK-%K-X 

2et = div (p\v) — ~ A p 2 

i , A/ 92 
6e3 = div (jpfl,) — A(p»At;) + 2 ^ - ( w 2 ) . 

DIMOSTRAZIONE. L'espressione di e2 si deduce immediatamente 
dal teorema 3, che fornisce : 

N d i N a2»' 

L'espress ione di e, si trova osservando che, per il teorema 3 : 

A V d i > \" d ïdP2 * * 

AT d a g 
= 2 ^~(Plet)~ 2 i = i dxt i,j dx^dXi ° (P2PJJ) - ^.(P'Pij) dXj 


