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Estensioni libère di un'algebra di Boole 

P I E R O M A N G A N I (Firenze) (*) 

Sunto. - Nella présente nota si definisce un concetto di estensione libéra 
di un'algebra di Boole e si mostrano alcune connessioni fra taie concetto 
e quelli di retratto, algebra libéra, algebra proiettiva. 

P r e m e s s a . 

La nozione di algebra di BOOLE « libéra » présenta notevole 
interesse sia in algebra, sia in logica. Basterà qui ricordare che 
l 'algebra di L T N D E N B A U M - T A R S K I del calcolo degli enunciati è 
un'algebra (di BOOLE) libéra e che questo risultato ha importanti 
conseguenze metamatematiche. 

B naturale, quindi, che tali algèbre siano state oggetto di par-
ticolari attenzioni e lo siano tuttora, anche a causa dell' esistenza 
di un certo numéro di problemi aperti relativi ad esse. 

La présente nota è dedicata alla definizione ed allô studio di 
un concetto di «estensione libéra» di un'algebra di BOOLE. Si 
vedrà che questo concetto présenta, fra 1' altro, strette connessioni 
con i concetti booleani di «retratto», «algebra libéra», «algebra 
proiett iva ». 

Riportiamo ora alcuni risultati che ci sarauno utili nel seguito. 
U n campo d'insiemi è un sistema: 1 = (/, (JJ R I —; 0 , S) in cui: 

S è uu ins ieme (non vuoto) 

U, flï —s s o n o te operazioni insiemistiche di «unione» , 
« intersezione», « complementazione (rispetto ad /S)» 

J è un sottoinsieme delPinsieme potenza di S, chiuso rispetto 
aile operazioni [J, f|, —. 

0 e J 

Ogni campo d'insiemi è un'algebra di BOOLE. 
I l teorema di rappresentazione per le algèbre di BOOLE (STONE 

[4]) ci assicura, viceversa, che ogni algebra di BOOLE è isomorfa 

(*) Lavoro eseguito neU'arabito dell'attività dei Gruppi di ricerca 
raateraatiei del C.JNMî., per l'anno 1964-65 (Gruppo n. 37). 
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ad un campo d'insiemi. È noto infatti che, se indichiamo con FA 
l'insieme di tutti i filtri massimali di un'algebra di BOOLE 
M=(&> + , -, '; 0, 1)), l'applicazione X d i i l i n ®>{FA) (1) definita da 

lx = \p\p e FA, xep\ 

risulta un monomorfismo di A in &>(FA)-
Assumendo l'insieme | \x : x e A | corne base di aperti per una 

topologia su FA, FA diviene uno spazio topologico compatto e 
totalmente sconnesso (*); taie spazio prende il nome di spazio 
duale di A. Lo indicheremo nel seguito con il simbolo SA-

Risulta allora che ad ogni algebra di BOOLE A è associato uno 
(e, a meno di omeomorfismi, uno solo) spazio topologico SA, com
patto e totalmente sconnesso, taie che A è isomorfa al campo dei 
sottoinsiemi chiusi-aperti (clopen) di SA . 

Se X è un sottoinsieme (non vuoto) di SA, l 'applicazione f di 
A in cB(Z) definita da: fx = Ix Ç) X, risulta un omomorfismo di A 
in oB(X). Se (e solo se) X è denso in SA, f risulta un monomor
fismo (di A in cB(X)). In tal caso la coppia (X, f) sarà detta una 
rappresentazione ridotta di A. Se, in particolare, X = FA, la cop
pia (FA, A) sarà detta rappresentasione {ridotta) perfetta di A. 

Se B è un'algebra di BOOLE ed A una sua sottoalgebra, per 
estensione di A con un elemento a di B s'intende la sottoalgebra 
di B i cui élément i sono tutti e soli gli elementi (di B) délia for
ma: x»a -\- y.a', con .x, y in A. Taie estensione sarà indicata con 
il simbolo A (a). 

TJn elemento a di un'algebra di BOOLE B è detto indipendente 
da uua sottoalgebra A di B allorchè, per ogni xeA, as=j=0, si ha : 
a>a4=0j #*a'=|=0. 

Se Çftl è un insieme di elementi di un'algebra di BOOLE B, 
con QTU indicheremo l ' insieme: j x': x e ë>TC j . 

Un insieme 0\C di elementi di B è detto un insieme di ele
menti indipendenti (brevemente: un insieme indipendente) allorchè 
©ItflSH'= 0 e, per ogni sottoinsieme flnito H di ®ïl[)<Dïl', si h a : 

/\ # = 0(3) solo se esistono due elementi x, y di H tali che: x=yf. 
œeH 

(1) Se S è un'insieme, con il simbolo cB(S) indichiamo il carapo di 
tutti i sottoinsiemi di S. 

(2) Vedere, ad esempio, DWINGER [1]. 

f3) Se B è un'algebra di BOOLE ed .F è una famiglia di elementi di B 
che ara mette supremo {infimo), indicheremo taie supremo (infimo) con il 
simbolo: \/x ( /\ œ). Se F h una famiglia finita di elementi di JB essa 

XGF xeF 
ammette sempre supremo e infimo. 
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U n ' algebra di BOOLE B si dice libéra allorchè esiste un insie
me G di generatori di B taie che ogui applicazione di G in una 
algebra di BOOLE A possa essere estesa ad un (unico) omomorfi-
smo di B in A. G si dice allora un insieme di generatori liberi, 
È noto (Cfr. SIKORSKI [3]) che G è un insieme di generatori liberi 
se e solo se G è un insieme di generatori indipendenti. 

Ricordiamo infine che per ogni cardinale p esiste una (e, a 
meno di isomorfismi, una sola) algebra di BOOLE libéra su [/. ge
neratori. 

1. - Pon iamo la seguente definizione: 

Def. 1. - Un'algebra di BOOLE B si dice estensione libéra di una 
algebra {di BOOLE), A} allorchè esistono una sottoalgebra, A*, di B, iso-
morfa ad A ed una sequenza \av | 0 <v<a( 4 ] di elementi di B taliche: 

i) B— U Av, dove \AV\V<0L è la sequenza di sottoalgebre di B 

cosï definita: A0 = A*; Ak=Ak^i(ak), se k è un ordinale successore; 

Ah = A(afi). dove A = U A9, se k è un ordinale limite. 
P<fe 

ii) av è indipendente da A^, per ogni \s. < v. 

Sia, ad esempio, A un'algebra di BOOLE taie che il suo spazio 
duale SA s ia l 'unione di due sottoinsiemi densi e disgiunti, X 
e — X (è facile proyare che algèbre con taie proprieià esistono; 
naturalmente sono prive di atomi). 

Se A è T algebra duale di A (il campo, cioè, dei clopen di 

SA), allora A(X) risulta estensione libéra di A : X è infatti indi

pendente da A, essendo sia X sia — X densi in SA> 

Ci proponiamo ora di studiare alcune proprietà del concetto 
introdotto. 

Siano A ed A due algèbre di BOOLE isomorfe e siano B e B, 

rispett ivamente, estensioni libère di A ed A. Per la definizione 

1 esisteranno una sottoalgebra A* di B, isomorfa ad A, ed 

una sequenza | av |o<v<« di elementi di B soddisfacenti i) 

e ii). Analogamente , esisteranno una sottoalgebra A* di B, iso

morfa ad Â, ed una sequenza |ôvio<v<â di elementi di B, soddisfa

cent i i) e ii). Ovviamente, A* ed A* risultano isomorfe. 

(4) Con a indichiamo un ordinale (finito o transfinito). Scriveremo 
Card a per indicare il cardinale di a. 
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Yogl iamo p r o v a r e che, sotto queste ipotesi , si h a : 

T E O R E M A 1. - Se Card a = Carda, B e B sono isomorfe. 

D I M . - Sia f u n isomorfismo di A* su A*. È facile p r o v a r e 
che f puo essere esteso, passo a passo con il consueto procedi-
mento di induz ione t ransf in i ta , ad u n isomorfismo di B su B. 

11 pr imo passo dél ia d imost raz ione consiste ne l r i o r d i n a r e la 
sequeuza | av io<v<â iu modo da o t t enerne u n a di t ipo o rd ina l e a. Sia 
tfcvlo<v<« la sequenza cosï o t tenuta . Tenuto conto dé l ia condiz ione 
ii) dél ia definizione 1, si control la faci lmente che l a : 

Mac-a, + y**i') = fa*î>i + fy-W'> n> 2/e A* 

definisce un isomorfismo di 4 , (=i i*(a , ) ) su Âx{=Â*(bl))3 es tens ione 

del l ' i somorf ismo f. Ê ovvio al lora corne f possa essere esteso, per 

induz ione t ransf in i ta , ad un isomorfismo d i B su B. 

Notiamo inf ine che il r i o r d i n a m e u t o dél ia sequenza |av |o<v<« 

nel la sequenza î6v j0<v<a non al téra , pe r JB, le condizioni i) e ii) 

dél ia definizione 1. P e r i) la cosa r i su l t a év iden te . P e r ii) si os-

servi che ogni e lemento di |av |o<v<â r i su l t a i n d i p e n d e n t e dal l 'a l -

gebra gene ra t a da A* e da l l ' i n s i eme di tu t t i gli a l t r i e l emen t i 

dél ia sequenza (5î. 

I l t eorema è cosï provato (6). 

L a conness ione fra il concetto di estensione libéra ora in t ro-
dotto ed il concetto di algebra libéra è most ra ta dai s eguen t i 
r i s u l t a t i : 

T E O R E M A 2. - Un'algebra di B O O L E è libéra se e solo se è esten

sione libéra delV algebra semplice. 

D I M . - Biicordiamo che, a meno di isomorfismi, esiste u n a sola 
a lgebra di B O O L E sempl ice , a lgebra ohe ind iche remo con W. 

Sia, al lora, B u n ' a l g e b r a di B O O L E che r isu l t i e s tens ione l i bé ra 

(5) Osserviamo che la definizione di estensione libéra poteva essere 
data nel seguente modo (ovviamente équivalente): Un'algebra B si dice 
estensione libéra di un'algebra A alloichè esistono una sottoalgebra A* 
di B, isomorfa ad A, ed un sottoinsieme I di elementi di B tali che: 
i') I / insieme A* [} I generi j?; ii') Ogni elemento se di J risulti indipen
dente dall'algebra generata daU'insieme A* \J (J— | x \ )\ 

(6) Si confronti il concetto introdolto con i concetti di prodotto boo-
leano e di somma libéra (Cfr. SIKORSKI [3], HALMOS [2]). 
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di W; esisterà quindi una sequenza |ayjc<v<a di elementi di B, 
nelle condizioni délia definizione 1. I / insieme G degli elementi 
di taie sequenza costituisce ovviamente un insieme di generatori 
indipendenti, e quindi di generatori liberi, per B, che risulta al
lora un'algebra libéra. 

Yiceversa, sia B un'algebra libéra: B ammette un sottoinsie
me G di generatori liberi, quindi indipendenti. Ordiniamo gli 
elementi di G in una sequenza iavj0<v<a- È immediato che B 
soddisfa le condizioni délia definizione 1, con A*=W< e che 
quindi risulta estensione libéra di W. 

COROLLARIO 1. - Se un'algebra di BOOLE B è estensione libéra 
di un9algebra libéra, allora B è un'algebra libéra. 

DIM. : ovvia. 

Dai teoremi 1 e 2 segue subito il ben noto risultato che, se B 
e B* sono algèbre libère sugli insiemi G e 6r* di generatori 
(liberi) rispettivamente ed inoltre Card G = Card G*, allora B 
e B* sono isomorfe. 

Sia ora B un 'algebra di BOOLE che risulti estensione libéra 
di un 'algebra A. Se A* è la sottoalgebra di B di cui alla defini
zione 1, vale il seguente teorema: 

TEOREMA 3. - Ogni omomorfismo di A*in un'algebra di BOOLE 

C pub essere esteso ad un omomorfismo di B in C. 

DIM. - Sia f un omomorfismo di A* in C. Dobbiamo dimo-
strare che esiste un omomorfismo cp di B in C, la cui restrizione 
ad A* coincide con f. 

La dimostrazione avviene per induzione transfinita. Il primo 
passo è il seguente: per la definizione 1 esisterà una sequenza 
di elementi di B, |av |0<v<«, soddisfacente le condizioni i) e ii). 
Teuuto couto di quest'ultima, la: fx (x- a, +2/-a/ ) = /as-a + fy . a', 
con x, y elementi di A* ed a elemento qualsiasi di C, definisce 
un omomorfismo di A^— A^aJ) in C, estensione di f. W évidente 
corne possa nllora costruirsi un omomorfismo cp di B in C, che 
sia estensione di f. 

Ricordiamo ora che, se B ed A sono algèbre di BOOLE, A è 
detta retratto di B allorchè esistono un monomorfismo g di A in 
B ed un epimorfismo f di B su A tali che fg sia l ' identità su A. 

Il concetto pu6 essere illustrato dal seguente diagramma 
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commutativo ; 

B-
A 

A 

-A {j identità su A) 

î 

Dai teorema 3 segue allora il seguente corollario: 

COROLLARIO 2. - Se B è estensione libéra di A, allora A è 
retratto di B. 

D I M : Se B è estensione libéra di A esiste una sottoalgebra 
A* di B, isomorfa ad A, nelle condizioni délia definizione 1. Sia/" 
un isomorfismo di A su A*. Si consideri allora l'isomorfismo f—1 

di A* su A. Pe r il teorema 3 esisterà un omomorfismo <p di B 
su A, estensione di f~l. Ma allora jesistono un monomorfismo f 
di A in B ed un epimorfismo cp di B su A tali che %f è l ' identità 
su A; A è dunque un retratto di B ed il corollario è dimostrato (7). 

Sia ora B estensione libéra di il e siano A* e \av\0<v<a ri-
spettivamente una sottoalgebra di JB ed una sequenza di elementi 
di B nelle condizioni délia definizione 1. Indichiamo con u. il 
cardinale di a e con L^ l 'algebra di BOOLE libéra su jx generatori 
(liberi). 

Si ha allora il seguente teorema: 

TEOREMA 4- - L^ è un retratto di B. 

DIM. - Osserviamo, in primo luogo, che la sottoalgebra di B 
generata dalF insieme degli elementi di |av |0<v<a è un 'a lgebra 
di BOOLE libéra su fi generatori e risulta quindi isomorfa ad L^. 
Indicheremo taie sottoalgebra di B con i * . 

Sia ora G un insieme di generatori liberi di L^ ed ordiniamo 
gli elementi di G in una sequenza |6 v | 0 < v < a . Sia ^ l'isomorfismo 

l7) Si osservi che l'inverso del corolJario 2 non vale: ad esempio, 
l'algebra semplice 1^ è retratto di ogni aigebra di BOOLE, montre solo 
le algèbre libère sono estensioni libère di W. 
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di Ly. su L* taie che: ^(6v) = ay, per ogni v < a. Resta da provare 
che esiste un epimorfismo cp di B su L^ taie che cpJ> è l'identità su L^. 

Sia, per questo, / un omomorfismo di A* sulla sottoalgebra 
semplice, W, di L^. Consideriamo ora l'omomorfismo /*,, di 
A^A^a,)) su W(6,), definito da: 

fAx-a, + y-al
,) = fx-b, + fybl'; x, yeA*. 

(È facile vedere che /", risulta un'estensione di f). È ovvio 
allora come possa costruirsi, procedendo por induzione transfi
nita, un omomorfismo 9 di B su L^.. Poichè, infine, per ogni 
v < a, si ha : <p|(6y) = 6v , segue che ©•]/ è l 'identità su L^. ed 
il teorema è dimostrato. 

2. - I l concetto di estensione libéra iutrodotto in 1) ed i teore-
mi ivi dimostrati permettono di ritrovare alcuni risultati relativi 
aile algèbre libère e di connettere il concetto di estensione libéra 
al concetto di algebra di BOOLE proiettiva. 

Abbiamo infatti i seguenti teoremi: 

TEOREMA 5. - Un'algebra di BOOLE finita è estensione libéra di 
una sua sottoalgebra {propria) se e solo se il numéro dei suoi atomi 
è pari. 

DIM. - Sia B un'algebra di BOOLE finita, estensione libéra di 
una sua sottoalgebra A, la quale abbia &(>0) atomi. Se jav|o<y<«+i 
è una sequenza (finita) di elementi di B, nelle condizioni délia 
definizione 1, è facile vedere che gli atomi di ^4,(= A{a^) sono 
tutti e soli gli elementi délia forma: oc-a,, a.a,', cou a atomo di 
A. Segue allora che B ha 2n<k atomi. 

Ticeversa, se un'algebra di BOOLE B, finita, ha 2 - m ( w > 0 ) 
atomi, essa risulta un'estensione libéra, con un solo elemento 
indipendente, dell 'algebra finita con m atomi. 

Dal teorema ora dimostrato segue, tenuto conto del teorema 2, 
il noto risultato che un'algebra libéra su un numéro finito n di 
generatori ha 2" atomi e quindi 22™ elementi, e viceversa che una 
algebra finita con 2n atomi è un'algebra libéra (su n generatori). 

TEOREMA 6. - L7 algebra di BOOLE libéra su un'infinité nume-
rabile di generatori, L$oi è estensione libéra di ogni algebra finita 
0 numerabile {quindi di ogni sua sottoalgebra). 

DIM. : Ricordiamo in primo luogo che l 'algebra libéra nume
rabile è priva di atomi e che tutte le algèbre numerabili prive 
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di atomi sono isomorfe ad L N V Inoltre ogni algebra finita o nu-
merabile è (isomorfa a una) sottoalgebra di L^ {GÎT. SIKORSKI [3]). 

Sia ora A un'algebra di BODLE finita o numerabile; conside-
riamo un insieme di generatori liberi di L$0 ed ordiniamoli in 
una sequenza: | av |<>:<v<2o • 

La sottoalgebra di £x>0 generata dagli elementi délia sequenza 
|a„|o<v<o © ovviamente libéra e quiudi isomorfa ad £ x v Indi
cheremo taie algebra con L^o . Sia A* una sottoalgebra di L*Q iso
morfa ad A. Consideriamo ora l'estensione di A* mediante gli 
elementi délia sequenza |avfu^y<2U; si controlla subito che taie 
estensione è priva di atomi e quindi isomorfa ad L$0 ; inoltre è, 
ovviamente, estensione libéra di A*{àeL 1). L$0 risulta quindi 
estensione libéra di A ed il teorema è dimostrato. 

Da questo teorema segue, tenuto conto del corollario 2, che 
ogni algebra finita o numerabile è retratto di Lx>0 risultato, d'altra 
parte, ben noto (Cfr. HALMOS [2]). 

Yogliamo ora trovare alcune connessioni fra i concetti di 
estensione libéra e di algebra proiettiva. Ricordiamo, allô scopo, 
che un'aigebra di BOOLE C si dice proiettiva se, ad ogni epimor-
fismo g di un'algebra di BOOLE B su di un'algebra di BOOLE A 
e ad ogni omomorfismo h di C in A, corrisponde un omomorfi
smo f di C in B taie che : gf = h. 

Il concetto pu6 essere illustrato dal seguente diagramma com-
mutativo : 

(Si noti che A è immagine 
omomorfa di B). 

Yale il seguente risultato fondamentale: Un'algebra di BOOLE 

C è proiettiva se e solo se è retratto di un'algebra libéra (Cfr. 
HALMOS [2]). 

Si ha ora il segente teorema : 

TEOREMA 7. - Se un'algebra di BOOLE B è estensione libéra di 
un'algebra di BOOLE A, allora B è proiettiva se e solo se lo è A. 
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DIM. - Sia B proiettiva; per il corollario 2, A risulta retratto 
di B e quindi (Cfr. HALMOS [2]) proiettiva. 

Yiceversa, sia A un'algebra di BOOLE proiettiva e sia B esten
sione libéra di A. Esisterà allora una sottoalgebra A* di B, nelle 
condizioni délia definizione 1. Essendo A* isomorfa ad A, J4* ri-
sulterà ovviamente proiettiva. Siano allora A e B due algèbre 
di BOOLE e g un epimorfismo di B su A. Yogliamo provare che, 
ad ogni omomorfismo h di B in A, corrisponde un omomorfismo 
f di B in B, taie che : gf = h. 

Sia fe* la restrizione di h ad A*. Poichè A* è proiettiva, esi
sterà un omomorfismo f* di A* in 5 taie che: gf* = h*. Tenuto 
conto del fatto che B è estensione libéra di A*, è una semplice 
questione di calcolo provare, per induzione transfinita, che /* am-
mette una estensione f a B taie che: gf= h' B è allora proiettiva 
ed il teorema è dimostrato. 

Si consideri per chiarezza il seguente diagramma: 

h 

h* 

• A* 

Dal teorema ora dimostrato segue il ben noto risultato che 
ogni algebra libéra è proiettiva: infatti ogni algebra libéra è 
estensione libéra dell 'algebra semplice W, la quale risulta, ovvia
mente, proiettiva. 

Si osservi infiue che ogni algebra finita o numerabile risulta 
proiettiva (Cfr., ad esempio, il teorema 6). 

3. - Concludiamo facendo le seguenti osservazioni: 

a) I l teorema 6 ci assicura che partendo da qualsiasi algebra 
finita o numerabile possiamo, per estensione libéra, «raggiungere», 
per cosï dire, V algebra libéra numerabile e quindi (a partire da essa) 
ogni algebra libéra in fini ta. È facile vedere che ciô non accade 
partendo da una qualunque algebra di BOOLE: un'algebra B che 
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abbia, infatti, fra le sue estensioni libère un'algebra libéra è 
necessariamente proiettiva (si tenga présente il teorema 7 ed il 
fatto che ogni algebra libéra è proiettiva). 

6) Sempre il teorema 6 mette in luce una notevole proprietà 
di ZftVo . È naturale domandarsi se esistono altre algèbre di BOOLE 
(oltre L^0 ) che risultano estensione libéra di ogni loro sottoalge
bra (evidentemente tali algèbre sono libère). Escludendo l'algebra 
semplice, che non ha sottoalgebre proprie, possiamo notare che 
l'algebra di 4 elementi lia la proprietà in esame. Nessurialtra 
algebra libéra finita puô invece essere estensione libéra di ogni 
sua sottoalgebra: infatti un'algebra libéra su M ( > 1 ) generatori 
ha corne sottoalgebra 1' algebra di S elementi (la quale ha 3 atomi) 
e non puô quindi risultare estensione libéra di essa. 

Resta aperto il problema dell'esistenza e délia caratterizzazione 
di algèbre libère infinité, non numerabili, che godano délia pro
prietà in esame. 

È intéressante osservare che un'algebra di BOOLE che risulti 
estensione libéra di ogni sua sottoalgebra ha la proprietà che 
ogni sua sottoalgebra è anche suo retratto, quindi proiettiva. 11 no-
stro problema appare cosï collegato al seguente problema posto 
da Halmos (HALMOS [2]): 

È proiettiva ogni sottoalgebra di un3 algebra libéra ? 

Si notera allora che, relativamente a quelle eventuali algèbre 
libère (infinité, non numerabili) per le quali la risposta al pro
blema di HALMOS è negativa, anche la risposta al nostro proble
ma lo è. 

Concludiamo osservando che per le algèbre libère finite il pro
blema di HALMOS ha risposta ovviamente affermativa, mentre il 
nostro problema ha risposta negativa, salvo per l 'algebra di 4 
elementi 
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