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Su]la stabilità dei missili eon massa variabile. 

CARLO S I L L I (Pisa) (*) 

Sunto. - Nel présente lavoro si studia il comportamento délie oscillazioni, 
e in particolare la loro stabilità, di un missile di massa variabile, la 
cui variasione di massa avviene per consumo di carburante ed espul-
sîone di scorie. In un primo tempo si studia, sotto certe ipotesi, il caso 
délia non linearità délie asioni aereodinamiche nelVangolo di attacco, 
successivamente si esamina il caso lineare. 

Sumuuiry. - In this paper we study the oscillations and the oscillation 
stability of a variable mass rocket whose mass variation proceed from 
fuel consumption and scorie expulsion. Firstly we study, under proper 
assumptions, the case of non linearity of aereodynamical forces in the 
attack corner, then Hnear case is discussed. 

1. - I n t r o d u z i o n e . 

H. G. G-ISPERT in un suo lavoro [1] (1) studia il comportamento 
dél ie oscil lazioni di un missile nel la ipotesi che abbia massa 
costante, che il suo centro di massa G-, pur muovendosi di moto 
rett i l ineo sia soggetto a diverse leggi di velocità e che i.noltre le 
sue oscil lazioni, che avvengono in un piano in variabile, siano suf-
f ic ientemente piccole iu modo che le azioni aereodinamiche si 
possano as su m ère, con buona approssimazione, corne funzioni 
l ineari dell'angolo d'attacco. 

A l termine di questo lavoro l'Autore accenna rapidamente anche 
al problema nel caso in cui la massa sia variabile col tempo traen-
done un risultato di stabilità sotto un?ipotesi di monotonia per una 
funzione caratteristica dell'equazione di moto. 

Data ora l'importanza che hanno nel la pratica i missili , e più 
in générale i corpi con massa variabile, con variabilità non rela-
tivistica, ma dovuta al consumo di carburante e all'espulsione di 
scorie, ci è parso intéressante studiare il comportamento délie loro 
oscillazioni e quindi la stabilità neiripotesi che la loro massa sia 

(*) Jjavoro eseguito nell'ambito deir attività dei Gruppi di ricerca 
matematici dei Oonsiglio Nazionale délie Ricerche, per il 1964-'65. Gruppo 
di ricerca n° 7. 

(1) I numeri in parentesi quadra si riferiscouo alla bibliografia posta 
al termine dei lavoro. 
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variabile rimuovendo Tipotesi délia linearità délie azioni aereodi
namiche quali funzioni delTangolo d'attacco. 

In un primo tempo viene impostato il proble ra générale e in 
particolare la seconda equazione cardinale di moto ; in un secondo 
tempo viene esaminato detto problema nel caso non lineare sotto 
alcuue ipotesi di carattere fisico per le sue grandezze caratteri-
stiche. Successivamente viene esaminato il caso lineare. 

Scopo dunque dei présente lavoro è quello di studiare la stabi
lità délie oscillazioni di un missile con massa variabile m(t) la cui 
variazione di massa avviene per consumo di carburante ed espul-
sione di scorie. 

2. - Posizione dei problema. 

a) Sia G il centro di massa dei missile E, con massa varia
bile, preso in esame. Sia inoltre v la velocità di un punto 0* 
delTasse longitudinale dei missile B, grandezza questa che suppo-
niamo di direzione e verso invariabili. 

Si consideri la terna JT(0*; X, y, z) con Tasse z coïncidente con 
Tasse longitudinale dei missile e col semiasse positivo rivolto verso 
poppa, Tasse y situato nel piano -K che contiene Tasse z e v, e 
Tasse x taie da forinare coi due precedenti una terna sinistrorsa. 

Supporremo poi che il moto dei missile B sia taie che il piano 
TT durante il moto resti invariabile. In detto piano indichiamo con 
a Tangolo di attacco formato dalla direzione positiva délia velocità 
e dal semiasse negativo delTasse délie z, angolo questo misurato 
positivamente in senso orario rispetto ad 0*a?. 

Si ha per la prima equazione cardinale vettoriale di moto [2] : 

(2.1) m G = F - pR + m(G)R + 2m w A {G)B, 

dove m = m(t) è la massa dei missile B al tempo t, F la risultante 
délie forze esterne indipendenti dalle forze che dipendono dal 
distacco délie particelle e pR è dato da [3] : 

p*=lr0T*/pv*dS' 
s-s, 

con VR = VP — P dove P e l a velocità dei punto P prima dei 
distaccato e Vp la velocità immédiat amen te dopo il distacco. 

La (2.1) ci fornisce il moto dei centro di massa che, poichè 
supponiamo assegnati e noti (G)R, F e pR risulterà noto una volta 
che sia determinato o). 
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Si ha poi per la seconda equazione cardinale délia dinamica 
per il missile R, con centro di riduzione dei momenti nel centro 
di massa G di R [4] : 

(2 .2 ) <7G03 + W / \ <7G0> = MQ — [XG , 

con GQ omografia d'inerzia dei corpo riferita al centro di massa 
e data da : 

ffG = - / p [ ( * - G ) A N S , 
s 

e [i.G momento délie forze di distacco dato da [5] : 

(2.3) ,*G = lim -L f p (P - G) A VR dS, 

infine MG il momento rispetto al centro di massa G di tutte le 
forze diverse dalle forze di distacco. 

6) Con riferimento alTiu ter v allô infinito di tempo (t0 ; + o o ) , 
con £ 0 > 0 , per il tempo t, sia I(t) il momento d'inerzia dei missile 
R rispetto alla retta parallela alTasse x per il centro di massa G, 
grandezza questa che, insieme alla massa rn(t), è positiva e sup-
poniamo sempre decrescente con t in (t0 ; + oo) e con estremo 
inferiore posit ive 

Si ha ora nel nostro caso : 

w = p i = a £ , 

per cui la (2.2) fornisce : 

(2.4) * = % - ^ s r 

Supponiamo che sia: 

^ = °» 
cosa questa che équivale alTipotesi, molto naturale, che Tespulsione 
di materia sia simmetrica rispetto alTasse longitudinale dei mis
sile R. 

Si ha allora, dalla (2.4), per Tequazione di moto attorno al 
centro di massa : 

(2.4') i(t)i = M{ GX-

Sia il centro di spinta 0 dei missile situato sulTasse longitu
dinale e l(t) la sua distanza dal centro di massa G, distanza che 
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conveuiamo di p r e n d e r e posi t iva se 0 è poppa r i spe t to a G, nega-
t iva nel caso opposto. 

Le forze ae reod inamiche d ipendonp da u n ' o p p o r t u n a veloci tà 
di t ras lazione, o l t re ohe da o>. 

Assumiamo il punto 0*, corne il pun to di R che h a ques ta 
veloci tà . 

P e r la componente dei momento secondo Tasse è va l i da la 
seguente espress ione [6] : 

(2.5) MGX = — KHod3v1 sen a — KMpdAvi, 

dove p è la dens i tà delTar ia che suppouiamo costante o v u n q u e , d 
il d iamet ro dei missi le e dove per i coefficienti KM e KH si h a [7| : 

(2.6) 

KD + KL cos a 

~d~ 
KM= D S l[t) 

KH = 
KMl[t) 

dove, a sua volta, KL è una g randezza costante e posi t iva e KD(*x) 
è u n a funzione pa r i , posi t iva di <x e de r ivab i l e a lmeno due vol te [8] : 

(2.7) KD=KD<*), 

KM h a il segno di l, raentre KH è sempre posi t iva. 

I u d i c h i a m o con f(x) la funzione pos i t iva : 

(2.7') f(«) = KDU) + KL cos a , 

si ha dal la (2.4') p e r Tequazione di moto a t torno al cen t ro d i massa : 

(2.8) a(f) + A(«)A*)i + B[t)f(x) sen a(t) = 0 , 

dove A(t) e B(t) sono date da : 

(o m A m _ ?VV(t)v(t) pdH(t)vHt) 
(2.9) A (t) - — ^ e B(t) = m . 

L a (2.8) ci fornisce, dunque , la legge dei moto a t to rnc a l la 
pa ra l l e la delTasse délie x per il cent ro di massa. 

Lo studio dél ie oscillazioni dei missi le R nel p iano ver t i ca le 
di moto è in ques to modo r icondotto allô studio degl i i n t e g r a l i 
delTequazione differenziale non l i nea re (2.8) e a tal fine in i z i amo 
questo studio sotto d iverse ipotesi pe r le g randezze ca ra t t e r i s t i che 
dei fenomeno. 
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3. - Caso délie oscillazioni non lineari con A(t) e B(t) costanti. 

Qualora nella (2.8) le due funzioni : 

pdH'(t)v(t) Pd*l(t)v>(t) 
A{t) = 1(1) e B{t) = I(t) ' 

siano, per t0 < t < + oo, costanti e B positiva (cosa questa effet-
tivamente possibile anche in presenza di espulsione di massa) 
allora la (2.8) si scrive : 

(3.1) a + Af(*)i + BfoL) sen a = 0, 

con A e B costanti positive. 
Yogliamo dimostrare che la posizione a = 0 è asintoticamente 

stabile. 
La (3.1), moltiplicando per a diviene : 

(3.2) ^1^+0(^=-Af(*)*2, 

dove è : 

G(a) = B i f(s) sen sds , 

funzione pari di a, nulla per a = 0 , positiva e crescente per 
0 < a < r / 2 , positiva e decrescente per — 7 r / 2 < a < 0 . 

Innanzitutto è importante osservare che la funzione: 

2 ^ a ^ 2 
A 7T 

(3.3) Y (a; p) = \ p + G(a), con 

•connessa al sistema differenziale : 

A i = S 
.(3.4) . . 

y p = — Af(*)p — Bf(oi) sen a, 

•assuciato alla (3.1) [9] è non crescente lungo ogni traiettoria 
Y : t <*(£) ; .«(i) | intégrale dei sistema (3.4). E anzi se ha per limite 
aero, per t—~-{- oo, sempre lungo la y, allora si ha : 

<3.5) lim a(*)= lim <*(*) = 0. 
t-*- +00 (-• + o o 

Inoltre si vede subito che nessuna traiettoria di (3.4) ha a co-
inune un arco con Tasse a = 0. 
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dV 
In queste ipotesi, per Tespressione di -=•. , non è applicabile il 

secondo teorema di LTAPUNOV sulla stabilità asintotica [10] e per 
questo procediamo direttamente nel modo seguente. 

Incominciamo con Tosservare che preso un ins ieme I ove per 
la funzione V(oc ; a) si h a : 

a 

V(x, i ) < P / / ,(a)senada = jBG(â), 
o 

7T - 7T 

con —o<a<ô e considerato un punto Pn = (a0 ; a0) delTinsieme I 
la traiettoria che esce da P 0 non puô, per i - * + o o , uscire da I. 

Infatti se la traiettoria che ha origine in P 0 uscisse da I v i 
sarebbe necessariamente un arco di codesta traiettoria esterno ad 
I, sempre interno alla striscia delimitata dai Jati a = — TT/2 e a = 7r/2 
ed esterno alla retta à = 0 , poichè, corne è stato detto, la traiet
toria non puô avère archi a comune con Tasse délie a. Ma lungo 

dV 
codesto arco sarebbe —=r > 0 il che è assurdo. 

dt 
Risulta quindi, corne si voleva, che la traiettoria con origine 

in P 0 appartenente a I resta in I. 
Ciô premesso resta da far vedere che una qualunque traiettoria 

•y: |a(£); à.{t)\ il cui punto iniziale è P0£I tende, per ^ + oo , 
alTorigine dei piano (a ; à). 

Poichè la funzione : 
V(«, .) = ^ 1 + 0 ( . ) , 

è positiva e non crescente lungo ogni traiettoria ne discende che 
il l imite : 

l im V[a(*); « ( « ] = F Ô I 
* — H- oo 

esiste positivo o nullo lungo ogni traiettoria. Yogliamo dimostrare 
che è F0 = 0. 

Sia per assurdo per una traiettoria y 1 ? ' 0 >0 . Necessariamente 
una almeno délie due funzioni di t, cn(t) e i(t) devono, lungo y, 
non ammmettere l imite. Se infatti esistessero i limiti di <x(£) e à(t) 
allora detto Q il punto rappresentativo nel piano délie fasi délia 
posizione limite délia traiettoria y, poichè Q non è Torigine, è un 
punto regolare per il sistema di equazioni differenziali e da esso 
esce una e una sola traiettoria che deve necessariamente entrare 
nel la regione ove V < V ( Q ) = V0. Si ha quindi che la traiettoria 
uscente da P 0 non si arresta in Q, e questo va contro Tipotesi. 
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dV 
Se ora ~JT ammette limite determinato e finito lungo y, è ne

cessariamente : 

t-++œ dt 
lim d-l= 0. 

Se infatti fosse : 

lim ^ = - ^ 4 , 0 , 
<^+00 dt ^ 

per t sufficientemente grande si avrebbe : 

con K2 — e > 0 e i >̂ ^ , e quindi : 

lim V{t) = — oo, 

il che è assurdo. 

Si ha quindi, dunque : 

i-*+oo dt 

Ma ora, per Tespressione di -rr e per il teorema dei confronto, 

esiste il limite di à{t) e si ha : 

lim à{t) = 0. 
* - + oo 

Aucora dalTespressione délia funzione ^(a; à) ne discende, per 
il teorema di CA.UCHT, che esiste il limite di <x.(t) e, se questo non 
è nullo, si cade in assurdo. 

Rima ne da esaminare il caso in cui -^rr non ammetta limite. 
dt 

dV 
Il massimo limite di -rr deve essere nullo. Se infatti fosse ne-

at 
gativo, con un ragionamento analogo a quello fatto poco sopra si 
mostra che si cadrebbe in assurdo. 

Porremo dunque : 

(3.6) lim" ^ = 0 e lim <?| = - X* < 0 . 
t-* + 00 t— + 00 

con X finito, perché P0 GI-

Dimostriamo che X = 0 . 
Poichè il limite di V(t) è V0 fissato un /j positivo e arbitrario 

esiste un valore dei tempo T per cui per t > T si ha : 

(3.7) V(t)-v0<rï. 
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Inoltre, ancora per la definizione di mi ni m o limite si ha che 
esiste una successione | tn \ taie che posto : 

\dt)t=tn 

si ha : 
l im X2 = Xs. 

„^+co « 
Fissato un y\ > 0 si consideri un tn> T(v)). 
Inoltre fissato un s2 > 0 taie che sia : 

K2 = X* — E2 > 0, 

dalla précédente, per n > nQ (tn> T'^T), tutti i valori XB soddi-
sfano le limitazioni : 

X'-J<x^x« + L8. 

Preso uno di questi valori tn consideriamo il primo valore 
t =lH>tn (che esiste per la (3.6')), ove è : 

Posto auche : 
X2 — K * = a* , 

« n 
è : 

S 2 

Allora per ogni tn e per il corrispondente tn Toscillazione délia 
funzione : 

dV 
~di ' 

è inferiormente limitata. 
Poichè : 

d'V 
dt2 

è ovunque limitata in I ne discende che Tampiezza di tutti gli 
intervalli (tn ; tn) è limitata inferiormente da un numéro positivo T. 

D'altra parte in (tn ; tn), per la (3.8) e per il teorema degli 
accrescimenti finiti si ha : 

V(t) - v(tn) = Ç(* -t„)<- K*(t - tn), 

P ^ *€(*„;*„). 
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Ora da questa e dalla (3.7), si ha per tn> T: 

*4 

e quindi anche : 

^ — ̂ n < J£% > 

tn «̂ < J£2 

Da questa ne discende che fissato un numéro vj < K*v si puô 
determinare un T taie che per ogni tn > T è : 

*» - K < T • 
cosa questa in contraddizione col risultato précédente. 

Si ha dunque che : 

,¾ s - -
i — +oo 

e perciô esiste il limite : 
l i m — 

i _ _j_oo d i ' 
ed è necessariamente nullo. 

Ma per quanto già osservato si ha che esistouo ambedue i limiti 
di «.(t) e à(t) e questo va contro Tipotesi che sia 1^8>0. 

Se ne ha allora che : 

llmv[x(t); i(*)J = 0 , 
t - * 0 0 

sempre lungo ogni traiettoria y : I a (^ ) î *(*) 1 e quindi, corne si 
voleva, valgono le (3.5). 

Se ne ha dunque che nelle ipotesi precedentemente enunciate 
per le grandezze caratteristiche dei fenomeno. le oscillazioni dei 
missile R sono stabili per tutte le condizioni iniziali a(£0) e à(£0) 
appartenenti alTinsieme I precedentemente definito. 

4. - Caso délie oscillazioni non l ineari con A{t) a B(t) fun-
zioni note e positive dei tempo. 

Rimuovendo Tipotesi dei paragrafo précédente noi supponiamo 
ora che nelTequazione differenziale : 

(4.1) ï(t) + A(t)fi7)i[t) + B(t)f(*) sen a(f) = 0 , 

i coefficient! A(t) e B{t), anzichè costanti siano funzioni note e 
positive dei tempo in (£0; + oo) e soddisfacenti le seguenti limi-
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tazioni : 

(4.2) 0 < P < P ( * ) < B , 0^A{t)^l. 

Considerata la funzione associata alla (4.1) : 

V& *,*) = !-«>+ B(t)G(*), 

dove : 
a 

sen sds (*{*)=fm 

è una funzione pari e positiva di a in (—ic,2; ?r/2) nulla soltanto 
per a = 0, decrescente per — 7 t / 2 < a < 0 , crescente per 0<OC<^TT/2; 
questa funzione V(t, a, à) è definita positiva poichè per la (4.2') 
si ha : 

V[t, a , à ) ^ g à » + 5ff(a) . 

Per la derivata di V(t, a, à) lungo una traiettoria y: |a(£); à(t)\ 
intégrale dei sistema differenziale : 

A à = B 

| (3 = _ A(t) /*(a) S ~B(t) f(%) sen a, 

associato alla (4.1), si ha, tenendo conto délia (4.1) stessa : 

—=m.Gk«.)-A{t)n»)i*. 

Sia ora B(t) non necessariamente negativo, ma taie che la 
derivata précédente non sia mai positiva. 

In queste ipotesi, e poichè si ha per la funzione V{t} a, à) : 

V(t, «, i ) ^ | i f +JBë(a ) , 

risulta garantita la stabilità uniforme degli integrali dei sistema 
associato alTequazione differenziale di moto (4.1) [10]. 

Ne risulta dunque che nelle ipotesi precedentemente citate per 
le grandezze caratteristiche dei missile R, e per la velocità, scelto 
un numéro <J positivo e arbitrario si puô determinare un numéro 
S = 8(<7) > 0 taie che se per un qualunque t'Q > t0 si h a : 

I «(* ' , ) !< 8 e | «(*',) | < 8 , 
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si ha anche : 
| * ( * ) | < e e | <*(*)!<£, 

per t\ < t + oo. 

Inoltre, nel caso in cui B(t) sia minore di zéro, se per certe 
condizioni iniziali e per particolari ipotesi sulle funzioni A(t), 
B(t) e f(&) la traiettoria y: \<x.(t); à(t)\ corrispondente a dette con
dizioni iniziali è taie che fissato un s positivo e arbitrario si puè 
determinare una costante Kr taie che in tutti i punti di y esterni 
al cerchio C(e, 0) sia, per ogni t: 

dV 
dt ^ r5 

allora la y è anche asintoticamente stabile. 
Ciô non sia. In questa ipotesi, per la proprietà délia V e di y, 

la curva y resta, per t>tQt tutta esterna a un opportuno cerchio 
C(e; 0) con centro nelTorigine. Su di essa si ha allora la relazione 
précédente, integrandola risulta : 

0<V(t)-Vo <-KHt -t,), 

e passando al limite per t — + oo si cade in assurdo. Quindi la 
curva y tende alTorigine. 

5. - Caso délie oscillazioni lineari e di A(t) e B(t) funzioni 
note e positive dei tempo. 

È ora importante osservare che Tequazione differenziale (2.8) 
che regola le oscillazioni dei missile R ammette corne intégrale 
évidente Tintegrale identicamente nullo a cui corrisponde il moto 
dei missile durante il quale Tasse longitudinale di R coincide con 
la direzione costante délia velocità. 

Inoltre, per i risultati dei paragrafi precedenti, si ha che per 
particolari ipotesi sulle grandezze caratteristiche esistono moti dei 
missile R tali che Tangolo d'attacco a(£) si znantiene in un conve-
niente intorno di a = 0. 

Ora lavorando in modo analogo al G-ISPER [11], limitandoci 
cioè alla classe di tutti i moti possibili dei missile R, attorno alla 
retta, parallela alTasse délie x, per il centro di massa, per cui le 
sue oscillazioni vi(t) sono tali che per le azioni aereodinamiche 
si possono assumere délie espressioni lineari in a, ci proponiamo 
di esaminare la stabilità in grande dei missile R quando A(t) e 
B(t) sono generiche funzioni positive dei tempo con limite positivo 
per t —* + oo . 
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Linea r i zzando la (2.8) e supponendo, corne è n a t u r a l e , che la 
funzione /"(a) def in i tà dalle (2.7') si possa sost i tu i re con la cos tan te 
posi t iva KL + KD , con KD =KD(Q), si ha dal la (2.8) p e r le pic-
cole oscillazione a(£): 

(5.1) *{t) + A(t)i[t) + B(t) a (t) = 0 . 

dove è ora : 
od* Vit)vit) od'2l(t)vHt) 

(5.2) A(t) = (KDo + KL) ?—Y{t) e B[t) Œ {K»> + Kà I(t) ' 

con KD + KL costante posi t iva. 

Ci p roponiamo ora di s tud ia re la s tabi l i tà dei miss i le ne l caso 
in cui il suo cen t ro di sp in ta si m a n t i e n e a poppa r i spe t to a G e 
per t — + ° ° t ende a u n a posizione l imi te d i s t in ta da l l a posiz ione 
l imi te di G, e ne lT ipo tes i che A(t) e B(t) tendono a l imi t i deter-
mina t i (e posit ivi) pe r t —- + o o . 

Si puô al lora por re : 

A A(t) = Aœ + C^t) 

v B(t) = Boo+Ci(t), 
dove è : 

l im Ch(t) = 0 , (per h = 1 ; 2) . 

t -»+œ 

Considera ta ora Tequazione aus i l i a r i a a coefficienti c o s t a n t i : 

*(*) + ^ ^ ) + ^00^) = 0, 
se le grandezze cara t te r i s t i che dei missi le sono ta l i che v a l g a 
la re lazione : 

Aco < 2 V BQO , 

al lora si ha, per ogni in tégra le dél ia (5.1), [12]: 

l im <x.(t) = l im à(t) = 0, 
(-* + oo t — -\-ao 

qua l s ians i siano le condizioni in iz ia l i <x(tf0) e â(£0). 
Ne r i su l ta qu ind i che sotto le ipotesi p r e c e d e n t e m e n t e enun-

ciate il missi le R è d inamicamen te s tabi le in g r a n d e . 

6. - Caso dél ie osc i l laz ioni l inear i e di B(t) funz ione n e g a t i v a 
dei tempo. 

F i n o ad ora, ne i pa ragra f i p r écèden t^ noi abb iamo s tud ia to , 
sotto d iverse ipotesi , la s tabi l i tà dei missi le R ne l caso in cu i la 
funzione B(t)9 cos tan te o effe t t ivamente var iab i le col t empo, si 
man t i ene posi t iva pe r t0 < t < + oot 
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Ora ci proponiamo di rimuovere questa ipotesi supponendo che 
B(t), e quindi anche per la (2.9") Tascissa l(t) dei centro di spinta 
0 rispetto al centro di massa G, possa essere negativa e al limite 
anche nulla (fermo restando il segno positivo di A(t)), cosa questa 
che corrisponde al fatto fisico che il centro di spinta 0, durante 
il moto dei missile R, si puô trovare anche a prora rispetto al 
centre di massa 6r, circostauza questa che spesso avviene nella 
pratica [13]. 

Anche in questo studio ci limitiamo, corne nel paragrafo pré
cédente, alla classe dei moti possibili dei missile R per cui le sue 
oscillazioni sono tali che per le azioni aereodinamiche si possono 
ancora assumere espressioni lineari in a. 

Se ne ha ancora per Tequazione di moto : 

(6.1) a (t) + A(t)i[t) + B(t)*(t) = 0, 

dove A(t) e B[t) sono date ancora dalle (5.2). 
Per questo studio usufruiamo dei criterio seguente [14] : 

Detto ancora t0 un qualunque valore di t sia, per t > tQ, A(t) 

una funzione continua taie eue esista, finito o infinito il limite: 
t 

(6.2) lim [ A(\)dl, 
to 

e sia, per ogni tn <<^ t <Z + oo, B(t) una funzione continua con: 

(6.3) lim B(t) = 0. 
t-+ +00 

a) Qualora oltre aile ipotesi (6.2) e (6.3) i coefficient! A(t) e 
B(t) sono tali da soddisfare le seguenti ipotesi : 

A +co 

(6.4) 

dove : 

/ e-«<£>. d\ i **•> | B{u) \du<l e 
t 

+GO 

" < + oo , 
V t 

/ e-"&d\ • 

a(t)= j AiDdït 

e tQ < t < + oo ; allora : 

1) Ogni intégrale délia (6.1) si mantiene limitato. 
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2) Fissata comunque una costante c non nulla, esiste uno e 
un solo intégrale délia (6.1) che soddisfa le condizioni : 

(6.5) à(*0) = c4=0 ; lim a(i) = 0. 
i-^ + oo 

b) Qualora invece i coefficienti délia (6.1) oltre che aile ipo
tesi (6.2) e (6.3), soddisfano anche aile seguenti, anzichè aile (6.4): 

A B(t) < 0 , per t0 < t < + oo 

+00 

/ e-<*&)d\ < + oo e 
(6.6) 

+00 

/ e-arë). d\ i e»(«) | B(u) \ dit = + oo , 
V ta 

allora fissata arbitrariamente una costante c diversa da zéro, esiste 
uno e un solo intégrale délia (6.1) soddisfacente le condizioni : 

(6.7) 

ovvero aile : 

(6.8) 

à(tQ) = c e lim a(£) = lim à(£) = 0, 
t -1-+00 t-*- +co 

a(£0) = c e lim a(£) = lim â(£) = 0 , 
t~* +oo i-^ + oo 

mentre ogni altro intégrale non identicamente uullo délia (6.1) 
diverge, per t —- + oo , o ± o o . 

c) Premesso questo, noi, in questo studio, assumiamo per 
Tascissa l(t) dei centro di spinta 0 rispetto al centro di massa G 
Tespressione : 

Ht) 
(6.9) *(<) = wv 
e supponiamo inoltre che il moto dei punto 0*, solidale con B e 
di cui al paragrafo 2., sia definito dalla legge di velocità : 

(6.10) v(t) = M' 
dove, mentre u(t) è una funzione positiva, X(£) è negativa ed en-
trambe queste due funzioni sono limitate superiormente e inferior
mente da : 

\n^^(t)^^M<0<um^u(t): :«* 

e per il resto arbitrarie. fx(t) è una funzione positiva e monotona 
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non decrescente in (t0 ; + oo) ; ft{t) una funzione positiva e mono-
tona e taie che assieme a fx(t)9 X(£), u(t) facciano si che valgano 
le relazioni : 

t lim B(t)= lim (KDo + K L ) ^ ^ = 0 e 

(6.11) 
t -+ G 0 - t~ + œX-~D° L7,Wni»)Il*) 

lim / ff-»(fi)d? < + oo 
i -+oo ./ 

¢0 

Allora il missile puô ancora essere stabile. 
E precisamente, nelle ipotesi in cui Tintegrale (6.4') sia conver

gente a un valore minore di uno, cioè se si ha : 

+œ 

/ e-"&)d\ j e»W \B[u)\du<ii 

t to 

per i risultati dei punto a) si ha che esiste un intégrale delTequa-
zione (6.1) taie che per esso è : 

lim a (t) = 0 , 
i-~+ao 

con à(£0) valore arbitrariamente assegnato. 
NelTipotesi invece che Tintegrale (6.4') risulti infinito allora 

(per o)) esiste uno e un sol intégrale per cui si h a : 

lim (x.(t) = lim ù(t) = 0, 
Ê - * + 0 0 / ^ + C O 

quando a(£0) (oppure à(£0)) è un valore arbitrariamete assegnato e 
non nullo. 

d) Si noti ora che la stabilità esaminata in questo paragrafo 
è una stabilità condizionata poichè per le ipotesi fatte, a seconda 
dei casi, una volta fissata arbitrariamente a(£0) resta determinata 
à(t0) e viceversa. 

Inoltre si noti che i ragionamenti fatti in questo paragrafo 
valgono tanto nel caso in cui : 

lim X(i) = 0, 
i-*+oo 

quanto nel caso in cui queso limite sia diverso da zéro, fatto questo 
che ci dice che i risultati di questo paragrafo valgono tanto nel 
caso in cui il centro di spinta tende, per t —* + oo, a una posizione 
limite, distinta o coïncidente colla posizione limite dei centro di 
massa G, purchè resti nella parte anteriore dei missile R. 
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Terminian io con Tosservare che dai r i su l t a t i di ques to u l t imo 
paragra fo la s tabi l i tà , anche se condizionata , non solo si h a p e r 
u n a classe di moti la cui velocità decresce col tempo p e r i — + 0 0 , 
ma anche ne l caso dei moto un i fo rme e pe r u n a par t i co la re classe 
di moti accelerat i . 
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