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Sul prodotto di polinomi quasi-ellittici 

G-IULIO C E S A R E B A R O Z Z I (Bologna) (*) 

Snnto. - Si trova una condisione necessaria e sufficiente sui multi-indici 
di due polinomi quasi• ellittici P (0 e P(2) afflnchè il loro prodotto sia 
ancora quasi-ellittico. Inversameute si dimostra che se un polinomio 
quasi-ellittico P pub fattoriszarsi nel prodotto di due polinomi PU) 
e P(2)f questi itltimi sono necessarlamente quasi • ellittici. 

1. S ia x = (as, ,...,#„) u u punto dello spazio rea le ad n d imen-
sioni Rn. P o r r e m o 

B' = \k ' *«(*.,-.. A,), 
e, se a = (a,,..., a„) è u n ve t to re a component i in te re non n é g a t i v e . 

e = sr.. . ?»» 
Sia P(D) u n opera tore differenziale a coefficienti cos tant i corn-

pless i : con P(?) , l s R'\ ind icheremo il polinomio o t tenu to formai -
meu te sost i tuendo \3 e D, -

Sia m, il massimo esponente con cui ; ; f igura isolato in P (?) ; 
suppor remo m, > 1 , j = 1,..., n. Posto m = max m?-, cons ider ia -

mo il ve t to re 
fm m \ 

« = («,,...,«.) = (— , — j . 
Definizîone I . Ckiameremo q- grado del monomio a^X* la quan­

tité 
n » a, 

< r g , a > = ZjqjKj = m S, - j - ; 
i i m > 

ckiameremo peso del monomio stesso la quantità 

" a, 
2 J — • 
i J ' % 

Diremo poi q-grado (peso) del polimonio P (?) tJ p m grande ira 
i q-gradi (pesi) dei suoi termini. 

Nel seguito ind icheremo con P 0 (?) la somma dei t e r m i n i di 
P(?) aven t i peso massimo. 

(*) Lavoro eseguito nell'arabito dell' attività del Gruppo di Ricerca 
n° 2 del Coraitato per la Materaatica del C.N\R. per 1' anno 1964-65. 
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Definizione 2. P(?) si dice quasi-ellittico se 

0 = M E 2 * " = ^ P 0 ( Ç ) = | = 0 . 

È facile verificare che il q-grado (ed anche il grado ordinario) 
di un polinomio quasi-ellittico è precisamente m = maxm^3 dun-

;' 
que il peso di un taie polinomio è uguale ad uno. Si ha pertanto 
(cfr. YOLEVIC [4], par. 1, BAROZZI [1], n° 1) 

P0(?) = 2 a<«)Ç* , a<*> =|= o, per a = (o, . . ,m,, . . ,o); 
29-Xj/mj = l 1, ..., jr ..., n 

nei seguito P 0 (?) verra chiamata la parte principale di P(?) . 
Definizione 3. La ennupla (m lv..m,.j costituita dagli esponenti 

dei termini puri di P0(?) ^errà de£<a "vnulti-indice" del polinomio P0 . 
Definizione 4. .La ennupla di numeri naturali (mlv..,mn) t;errà 

chiamata quasi-ellittica se esisie almeno un polinomio quasi-ellittico 
avente taie ennupla corne multi-indice. 

Per n = 2, ogni coppia di numeri naturali (m, , mz) è quasi 
ellittica; sussiste peraltro il seguente 

TEOREMA. Se n>3, condizione necessaria e sufficiente affinchè 
la ennupla (m1,...imn) sia quasi-ellittica è che i numeri m5 siano 
tutti pari tranne al più uno (cfr. BAROZZI [1], n° 2). 

2. Siano P^)(?) e P<2>(?) due poliuomi quasi-ellittici di multi-in­
dici rispettivamente (mlv.,w.H) e (1a1 ,...,^,,) ; si vogliono determinare 
délie condizioni su tali multi-indici affinchè il polinomio 

P(?) = P(i;(?)P(2>(?) 

risulti ancora quasi-ellittico. 

Sussiste il seguente 

TEOREMA 1. Condizione necessaria e sufficiente affinchè 

P (?) = P<D(?)P(2)(?) 

sia quasi-ellittico è che i multi-indici di PW e di PW siano pro-
porzionali. 

Sufficienza. Sia 

P<U(?) = 2a(*î?« , P<2)(?) = 2b(Pï?P 

con m;- = y jXj. (X>0), j = 1,...,%. ï n P(ç) il massimo esponente con 

cui lj figura isolato è p5 — mt + ^ ,y = 1,.., w. 
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U n te rmine gener ico di P(?) si sc r iverà 

c(T)?r = a(«)6(l3)?1
ai + | 2 l . . . ? n % + '2„; 

e il suo peso in P sa rà 

h y "•> + P» = £ a ' + ^ = _L_ 
7 Pj i J W j ( l + X ) JL+X 

Si hauuo dunque le implicazioni 

m. 

n oc, 

( 

^ < i 

dove il segno di uguag l i anza ne l l ' u l t ima re laz ione sc r i t t a suss is te 
ev iden temente se e solo se si h a il segno di u g u a g l i a n z a ne l l e 
due precedent i . N e segue che in P il peso dei t e r m i n i mis t i non 
supera quello dei t e r m i n i pur i , cioè non supe ra 1J u n i t à . 

Posto 
Po (?) = 2 c<Y)?r, 

SI ha 

P0(?) = P0
(1)U)Po (2 )(^) = [2 o<«)5«] . [2 60)EP], 

donde, ev iden temen te , la quasi-el l i t t ici tà di P . 
Nécessi ta. N o n è res t r i t t ivo suppor re ? e R'2, p e r c h é se fosse 

w > 2 si po t rebbero cons iderare le res t r iz ioni di P*1) e d i P<2> a l la 
var ie tà dei ve t to i ï ? = (?!,...,?„) aven t i tu t te le coniponent i nu l l e 
t r a n n e due. (Si osservi che tal i res t r iz ioni sono a n c o r a po l inomi 
quasi-ell i t t ici ne l l e var iab i l i r e s tan t i ) . 

Si supponga d u n q u e che 

p(?i, y = p ( i )(5i, y p<*>Gi, y 
sia un polinomio quasi-ell i t t ico, essendo tal i P*1) e P<2). Dico che 

m, m 2 

Se cosi non fosse u n a délie due q u a n t i t à —- - . —- — sareb-

m m. 
be maggiore di u n o . Supponiamo che sia —? — > 1. I l prodot to 

mi |/.2 

dei due monomi a<a>?2
m2 e bW\xv-x fornisce u n t e r m i n e di P il 

cui peso è 

*• + w * > 1 

corne mostra un calcolo e l emen ta re . 
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3. Nel présente numéro supporremo n > 2. In base alla carat-
terizzazione dei multi-indici quasi-ellittici fornita dal Teorema 
citato alla fine del numéro 1, siamo in grado di precisare meglio 
il risultato ora conseguito. 

È chiaro che se (mir..%mn) é una ennupla quasi-ellittica, le 
ennuple multiple di essa sono ancora quasi-ellittiche; inversa-
mente tra le ennuple intere sottomultiple di (m, ,...,m(i), ne esiste 
una ben determinata che è ancora quasi-ellittica senza essere do-
tata di ennuple sottomultiple quasi-ellittiche. Una taie ennupla 
verra chiamata il " gemratore" di ( m i v . . , m j , convenendo ancora 
di dire che una ennupla è prima se coincide con il suo generatore. 

A seconda délie diverse alternative che possono verificarsi per 
una ennupla quasi-ellittica, indichiamo quale sarà il suo genera­
tore. Se m, ,...,«*„_! sono pari e mn è dispari, detto c il massimo 
comune divisore degli m} , j = 1 ,...,n, il generatore sarà (mï ,—<,mn) 
con 

m,-
/n, = — . 

Osserviamo infatti che, essendo c dispari, m,.,...,/n(i_i sono pari 
e ma è dispari, dunque (/11,,...,/11,,) è quasi-ellittica ed evidente­
mente prima. 

Supponiamo ora che gli m} siano tutti pari : poniamo 

mj = 2k3 m* , j = l,...,n 

con gli m* dispari. Posto h = mink^ 
3 l<,j<n 

sia ancora 

m, 

e c il massimo comune divisore dei numeri /n , . Se l 'ennupla 
(m, ,...,/nn) è quasi-ellittica (ciô che accade se e solo se risulta 
fcj = fc per un solo valore di j), allora il generatore in questione 

sarà f—-...,.—-J, cioè ancora (—-,...,—-1 essendo c = 2k c il mas­

simo comune divisore degli m,-. 

Se viceversa (m,,...,//!,,) non è quasi-ellittica (cioè se fc, = & 
per .almeno due valori delU indice j) , allora il generatore sarà 

t»? 2v)-
Ciô posto sussiste il seguente 
TEOREMA 1. Condizione necessaria e sufficiente affinchè il pro­

dotto dei polinomi qitasi-ellittici Pt1) e P<2> sia ancora un polinomio 
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quasi-ellittico è che i rispettivi multi-indici abbiano lo stesso gene­
ratore. 

La sufficienza segue immediatamente dal TEOREMA 1. Dimo-
striamo la nécessita. Conservando le notazioni usate poco sopra, 

m • 
supponiamo mt ,...,«!„_, pari e m1t dispari. I l rapporto —- (che sap-

piamo essere costaute) puô scriversi nella forma 
mi m* 
- = ^ , ; = i ,- . . ,n, 

corne m* divisore comune degli m5 ed JA* divisore comune dei JA,-. 

Si puô sempre supporre m* = c, da cui 

—-1,...,—- j , ciô che 

équivale ail' asserto. 

Supponiamo ora gli m, tutti pari e Y ennupla (ml}...)mn) qua­
si-ellittica. Posto corne sopra 

mi ' m* 

V-i ~~ (** 

si puô ancora supporre m* = c = 2k c. Se ne trae 

m,, . m3 

cioè ancora l'asserto. Se poi (/n lv.../nn) non è quasi-ellittica (cioè 
se almeno due degli m5 sono dispari) si ha ugualmente 

ft = (* ^ » 

avendo perô — la stessa parità di ntj , [A* è necessariamente pari 

perché altrimenti almeno due dei [A,- sarebbero dispari. Si ha quindi 

che équivale ail' asserto. 
OSSERVAZIONE. Per tutti i multi-indici (m ,mfl) quasi-ellittici 

aventi lo stesso generatore (Pi,...,pu), il vettore 

^ — \w t
 v " ' m„/ 
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è il medesimo, essendo costantemente uguale a 

(— , . . . , — ) , P = max Pj. 
\Pi PJ i^j<n 

Le equazioni P(D) M = 0 , se il multi-indice di P è del tipo 
ora specificato, possiedono soluzioni ti[x) appartenenti in Rn alla 
classe di GEVREY Gr(piPl ,...,P/Ptt) (cfr. P I N I [3] e HÔRMANDER [2], 
Teor. 4.4.6. (*)). Ad esempio ogni multi-indice ellittico è generato 
dal l 'ennupla (2,...,2|; la relativa classe di G-EVREY Gr(1,...,1) è, 
corne ben noto, quella délie funzioni analitiche. 

4. Prendiamo ora in considerazione un problema in un certo 
senso inverso di quello fin qui considerato. Sia P(l) un polinomio 
quasi-ellittico; supponiamo che esso possa fattorizzari nella forma 

p(Ç) = P(i>U) P ( 2 ) fô . 

Yogliamo determinare la struttura dei polinomi fattori P^> e 
PC2). Sussiste il seguente 

TEOREMA 2. Se il polinomio quasi-ellittico P(l) pub scriversi 
nella forma 

P(5)==P(i>(Ç) Pd)(Ç) 

(escludendo il caso banale che P<*> o P<2) si riducano ad una co-
stante), allora P^ e PC2> sono necessariamente quasi-ellittici. 

Sia (pir..,pn) il multi-indice del polimonio P ; poniamo 
p = maxpj. Analogamente siano ntj e ^ gli esponenti massimi 

1 < y < « 
con cai ls figura isolato rispettivamente in P<a> e in P<2>. Si ha 
ovviamente 

Cominciamo col dimostrare che si ha m, :> 1, ^ > 1, per ogni j . 
Supponiamo infatti che sia, ad es., mv = 0. Allora necessariamente 
[J-i—2?i>i- Dico che in taie ipotesi P<*> non contiene la varia-
b i l e ^ . Se infatti contenesse un termine del tipo a(x> ç*4,...,?«», 
con a , > 0 , il prodotto di esso per il termine 6 0 ) ? ^ (&O>4=0, 
ixt = px) fornirebbe un termine di P il cui peso sarebbe 

~rr~ + ^ + -" + Â; ~ -^r+-+p»^^ 
contro P ipotesi che P è quasi-ellittico. 

Dunque P*1) non dipende da ^ . Ma in tal caso PM si riduce. 
ad una costante. Infatti non puô essere m%>i, perché in tal ca-

(*) HÔRMANDBR usa il termine semi-elliUicù in luogo di quasi-ellittioo. 
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so il prodotto del termine di P(l> contenente \t
m

t per il termine 
di P<2) contenente £^1 = ^ 1 , fornirebbe un termine di P per cui 

* m2= _ ^ _ 

Pi P* (*i + »»i 

È pertanto m2 = 0 . Ma ripetendo il ragionamento fatto poco 
sopra a partire dalF identità 

P(0, çt,..,E,) - P(o(0,5,,...,U Pw(0,Ç2,..., y , 

si perviene a dimostrare che P<L> non dipende da ; , . Iterando n 

volte il procedimeuto ora esposto si trova P(0(C) = Cost. 
Escludendo dunque questo caso, si ha necessariamente 

Eagionando corne per la dimostrazione del TEOREMA L, si pro-
va che (mx,...,ma) è proporzionale a ([*,,...,(*„): 

^. = Xm,- , j = l , . . . , n , 

(si osservi che nel ragionamento ora citato non si è sfruttata la 
quasi-ellitticità di P<D e di P<2>). 

È poi facile dimostrare che in P<1> e in P<*) non esistono ter­
mini il cui peso supera i' uuità. Se infatti esistesse, per esempio 
in P ( l ) , non monomio a(a>£a per cui 

n a,-

il prodotto di esso per 60) £,t*i, fornirebbe in P un termine di peso 

«, + !*, + «« • . •-
JW, + Xw, m, + XTO2 ^" "" ^ m„ + Xm„ 

i + x l Wl
 + « I + -- + sï;j-r+x(f'«> + x ) > 1 ' 

Si ha dunque 

la quasi-ellitticità di P porta di conseguenza che 

0=H.B»^P0W(Ç)=M , . = 1,2, 

cioè la quasi-ellitticità di PU) e P(») . 
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