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SEZIONE SCIENTIFICA 
BREVI NOTE 

Su una proprietà asintotica degli estremi 
délie funzioni cilindriche 

J O L A N D A B E R S E L L I (Bologna) 

Sunto. - Viene migliorata una formula di Watson, che inquadra numeri-
camente gli estremi délie funzioni 

©v (x) = Jv (oc) cos a — Yv.(œ) sen a, 

liberandola dalla restrizione v > Y 3 / 2 . Seguono alcune valutazioni 
asintotiche. 

1. - Le proposiz ioi i i di W a t s o n (1). 

Seguendo le notazioni di "WATSON, consideriamo le funzioni 
cilindriche 

(1.1) <£.,(#) = Jv(x) cos a — Yv{x) sen a, 

soluzioni dell?equazione di B E S S E L . 
Supponiamo che a, v, x siano reali, v ̂ > 0 , x > 0 . Diciamo 

f-i < (*« < i*i < -

gli infiuiti punti in cui <5v{x) è stazionaria e supponiamo senz'altro 

^ > v (2). 
W A T S O N ha dimostrato le proposizioni seguenti : 

PROPOSTZIONE I. 

I valori assunti da 

(1.2) Sl(x) = (x*-v*fi\ev(x)\, 

quando x coïncide con i valori (j.,, f%, [x3 ..., formano una succès-

sione crescente il ctti limite è \ 2 / * . 

(*) G. INT. WATSON, [81, p. 488. 

(2) INTeirintervallo [0, v] puô esiatere al più un punto di estremo (o di 
zéro) per la funzione (Bv{oc,. 

Si veda per esempio M. PJCONE - C MIRANDA, [5], p. 442. 
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PROPOSIZIONE IL 

I valori assunti da 

(1.3) Si(x) = x1*\ev(x)\, 

quando x coïncide con i valori ix,., \i.r4_1, [ i . r + î . . . , formano una suc-
cessione decrescente il cui limite è V^/^ . purchè siano soddisfaite 
le restrizioni : 

(1.4) v >\ N/3, | J £ > V « | 4 V « + 4 + V48v' + 13|/(4v« —3). 

In questo lavoro si considéra la (1.2) corne soddisfacente, e si 
sostituisce la (1.3) con la più conveniente successione (2.1), in 
modo da evitare qualsiasi restrizione su v, tx,.. 

Particolare attenzione viene dedicata alla formula asintotica 
che dériva dalle (1.2) (2.1) e alla valutazione del resto. 

2. - Nuova proposizione di monotonia e sue applicazîoni 
asintotiche. 

In sostituzione délia proposizione (IL) di WATSON enunciamo 
la seguente 

PROPOSIZIONE I I I . 

I valori assunti da 

(2.1) S3(x) = i*« - » V ( l + àr^ïY* I ®v (x) |, 

quando 

(2.2) X = j | ( l + v ' ) 

e x coïncide con i valori fx,, tx2, JA3 ..., formano una successione 

decrescente il cui limite è V2/TT . 

La dimostrazione di questa proposizione si trova nel paragrafo 
successivo. Yogliamo qui fare osservare alcune conseguenze délie 
proposizioni I e I I I . 

Dalla doppia disuguaglianza 

(2 

dériva 

(2.3) 

S . ( f O < ] / | < S > « ) 

( ^ - v ^ | e v ( ( i ) i ) | _ | / | | < ] / | | i _ i + 2 9 
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t enendo conto che per a > — 1, a =j= 0 

e che 

(1+a) Î > 1 _ 5 « 

> 0 , 

si puô sempl i f icare l 'espressione del resto ottenendo : 

X 
(2.4) (rf-VP| 8,(^,1-1/1 <\l\-\-^-

Questa d i suguag l i anza met te in ev idenza non sol tanto che la /S3([xw) 

ha pe r l imite I/—, corne già sapevatno, ma compléta l a fo rmula 

as intot ica 

(rf = v»)l | ©,((*„) | ~ | / * 

dandoci a ache u n a maggiorazione del res to . 

U n a formula di questo t ipo si sarebbe già po tu ta o t t ene re 
dalle proposizioni I e I I di W A T S O N ; sa rebbe s ta ta pe rô sogget ta 
a l la l imitazione sopra ci ta ta pe r v, txr ; in pa r t i co la re l a fo rmula 
non avrebbe potuto essere scr i t ta per v = 0. 

L a l acuna dél ie formule di W A T S O N per v = 0 e ra g ià s ta ta 
r i l eva ta (3) ; in sost i tuzione délie det te formule e rano s ta te sc r i t t e 
le d i suguag l ianze 

]/— l / 1 - 5 L < J.(iO < | / — 
V Tt|A„ Y 2jA„ | V TtfA„ 

(2.5) 

da cui si deduceva 

(2.6) Vï̂  1/,,(^)1-1/1=0(^), 

Ora la formula (2.4), most ra che 

(2.7) V.%I^WI-|/|=o(^') 

(3) U. RICHARD [2], p. 386. A proposito dell'ordine di grandezza del 
resto si veda anche [3], § 6.5, e [4]. 
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La seguente tabella dimostra quanto stretta sia la maggiora-
zione ottenuta per il resto. 

n 

1 

2 

3 

(*u 

3,831.706 

7,015.587 

10,173.468 

( ^ 

0,407.609 

0,301.237 

0,250.153 

1 Jo(H-«) 1 

0,402.759 

0,300.116 

0,249.705 

W « / \ V-n) 

0,402.501 

0,300.096 

0,249.701 

Il metodo qui sviluppato puô essere esteso fino a costruire 
formule asintotiche a più termini, permettendo una precisione 
numerica molto elevata. 

Di questa estensione mi occuperô in un prossimo lavoro. 

3. - Dimostrazione. 

Data l'equazione differenziale 

(3.1) (py')' + qy = 0, 

consideriamo la funzione di LIAPUNOV 

(3.2) *(x) = A (x)y* + 2B(x)ypy' + C(x)p*y'*, 

dove A(x) è data, e le funzioni B(x), C(x) sono determinate dalle 
condizioni 

(3.3) 
[ A'{x] 

{ A(x] 

- 2qB{x) = 0 

) + pB'{x) — pq C(x) = 0. 

Tenuto couto dell'equazione differenziale (3.1) e délia (3.3) si 
trova 

(3.4) * '(*) = 
A'{x) 

pq + (7^)+5'«r'tar'A'MIT (py)1 

Supposto che A(x) sia taie da soddisfare le condizioni 

(3.5) A(x)>0, 

(3.6) LJL(X) = ^ + ^ + ^ 1 rlbrl*\*)Y\' < o, 

la <b(x) è decrescente per ogni y soluzione propria délia (3.1), e, 
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se y'(pn) = 0 , r i su l t a decrescente la successione 

(3.7) V* ( i ô = V^Riô ! »((*«) I • 

Ident i f ichiamo ora l 'equazione (3.1) con l ' equazione di B E S S E L . 
ponendo 

x* — v* 

(3.8) p = x, q = —^—. 

Scegliendo poi (4) 

(3.9) A(x) = (*5 - v«fî ( l + ^ ^ ) , 

la d imostrazione si r iduce a ver i f icare l 'es is tenza ' di u n X > 0 
taie che 

LxA(x) < 0 . 

Allô scopo di semplif icare for temente i l u n g h i calcoli che sareb-
bero necessar i pe r la verif ica délia (3.6) p rocediamo al cambio 
di var iab i le i n d i p e n d e n t e 

(3.10) x=Vt2 + v* 

nel l 'equazione di B E S S E L e in tu t te le formule che v e r r a n n o usa te , 
È appena necessar io no ta re che il c ambiamen to d l va r i ab i l e 

(3.10) non a l té ra i l problema, facendo cor r i spondere ai le ascisse 
es t remant i x = fxH dél ia funzione ©v(as), le ascisse i = tn (corri-
spondent i ne l la (3.10)) e s t r eman t i dél ia @V(V^ + v*). 

Del resto Fopera tore differenziale che appare a p r imo m e m b r o 
dél ia (3.6) ver i f ica u n a semplice p ropr ie tà d ' i nva r i anza r i spe t to ai 
cambiament i di va r i ab i l e i nd ipenden t e . 

Sia x = x(t) u n a funzione di classe C2, cou d e r i v a t a p r i m a 
posit iva. 

Ponendo x = x(t), l ' equazione differenziale 

dx «*t + q(x)y = 0 (3.11) 

si t rasforma ne l l a 

(4) Il raetodo qui seguito è sostanziameute quello di WATSON. Ponendo 

A(x) = (ce2 — v2)F, A(x) = x, si otterrebbero le proposizioni I o I I . 
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dove 

(3.13) P (*) = ! » [ * ( * ) ] - ^ , 

q(t)=q[x(t)].x'(i), 

y(t)=ij[x(l)]. 

Sia poi La l 'operatore differenziale definito da 

/o-.*» T ., d ( M*) \ dAix) 1 

+ Îâk'<(*-^)]. 
Allora, posto 

(3.15) !(*) = >! [*(*)], 

si ha l'identità 

(5.16) LtA(t) = x'(t)-LœA(x), 

identità che costituisce l'enunciata proprietà di invarianza. 
EJprendiamo dunque l'equazione di BESSEL che, col cambia-

mento di variabile (3.10)9 si trasforma nella 

(3.17) 
t%+ v2 

t 2y = Q, * > 0 . 

Sviluppando ora le formule (3.1), (3.6) rispetto alla variabile i , 
avremo : 

(3.18) A = t + U~1
i 

pq ^\pq) 

(3-19) Fq+(p\)+lte-'^A'yy= 
= *-"> j ( | - 4x) *• + | (4v ' - SX) t* + l(3»« - 8X) v>f t - ÇXv< J . 

Occorre ora trovare un valore di X taie che il polinomio a 
secondo membro di (3.19) sia negativo per < > 0 e per ogni valore 
di v. 

Taie disuguaglianza puo essere scritta sotto la forma 

3 21 

(3.20) jg 4 5 - ^ X > (*><M=>°). 
4 * 6 + ^-*4 + 28v2i2 + - - v 4 
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Il primo membro è una funzione limitata di Ê, per ogni v, ma 
non limitata da una costante assoluta : si deve assumere X = X(v). 

Si puô scrivere il primo membro délia (3.20) sotto la forma: 

3 21 
2*6 10* + ¥ v 2 * 2 

< 3 2 1 ) Ï5 4 5 ~ + v2 Ï5 AT" ; 

4*6 + "2 * + 28v2<2 + -^v* t*+ -^ £< + 28v2*2 + ^ v * 

ciô mostra che si puô assumere 

(3.22) 1 = A + Bv2, 

con A, B costanti assolute. 
La soluzione più semplice si avrebbe ponendo 

3 4 
(3.23) X = g + 3 v2 

rendeudo con ciô negativi o nulli tutti i ter mini del polinomio a 
secondo membro délia (3.19). 

3 3 
La scelta di A = 0 ô buona ; infatti per v = 0, ^ è il valore 

non riducibile di X. 
Più difficile è una buona determinazione di B. Posto 

(3.24) À = | + J B V « , 

la disuguaglianza (3.20) si puô riscrivere sotto la forma 

(3.25) — *V j 4BÉ4 — | (4 — SB)t2 + ~ + â ( 3 - 8 B ) * * * « -

Si vede ora che B = Q rende definito positivo il polinomio 

(3.26) 4 B * « - 5 ( 4 - a f l ) « t + ^ 

3 
e annulla il termine successivo ; pertanto I? = 5 è una scelta pos­

es 
sibile e assai semplice di B (*). 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attività dei Gruppi di ricerca mate-
raatica del Consiglio Nazionale délie Bicerehe. 
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