BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

JOLANDA BERSELLI

Su una proprieta asintotica degli estremi
delle funzioni cilindriche.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 20
(1965), n.2, p. 161-168.

Zanichelli
<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1965_3_20_2_161_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 'utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1965_3_20_2_161_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1965.



SEZIONE SCIENTIFICA
BREVI NOTE

Su una proprietd asintotica degli estremi
delle funzioni cilindriche

JorLanpa BERsELLI (Bologna)

Sunto. « Viene migliorata una formula di Watson, che inquadra numeri-
camente gli estremi delle funzioni

Cy(x) = Jv(x) cos «a — Y, (x) sena,

liberandola dalla restrizione V>V—§/2- Seguono alcune valutaszioni
asintotiche.

1. - Le proposizioni di Watson (').

Seguendo le notfazioni di Warson, consideriamo le funzioni
cilindriche .
(1.1) C,(x) = J,(x) cos« —Y,(x) sen «,
soluzioni dell’equazione di BESSEL.

Supponiamo che «, v,  siano reali, v=0, x > 0. Diciamo

o ey < <o

gli infiniti punti in cui C,(x) & stazionaria e supponiamo senz’altro
e > (7).

‘WarsoN ha dimostrato le proposizioni seguenti:

Propros1z1oNE I.

I valori assunti da

(1.2) Sy(@) = (x® —v*)¥ | Cy(a) |,

quando x coincide con i valori p,, ﬁ”,, #3 -, fOrmano una succes-
sione crescente il cui limite & \fﬁ .

{*) G.N. Warson, (8], p. 488.

(?) Nell’intervallo [0, v] pud esistere al pitt un punto di estremo (o di
zero) per la funzione @,(x,.

Si veda per esempio M. PicoNE - C MIRANDA, [5], p. 442.
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ProprosizioNE 1L
I valori assunti da

(13) Sya) = @? | @, () |,

quando x coincide con ¢ valori w,, g, .\, t4q -, [OrMAN0 UNQ SUC-

cessione decrescente il cui limite & /2, purche siano soddisfatte
le restrizions :

(1.4 v >é V3, u2>v? {42 4 4 + VA8 + 131/ (42 — 3).

In questo lavoro si considera la (1.2) come soddisfacente, e si
sostituisce la (1.3) con la piu conveniente successione (2.1), in
modo da evitare qualsiasi restrizione su v, w.,.

Particolare attenzione viene dedicata alla formula asintotica
che deriva dalle (1.2) (2.1) e alla valutazione del resto.

2. — Nuova proposizione di monotonia e sue applicazioni
asintotiche.

In sostituzione della proposizione (I[) di WATsoN enunciamo
la seguente

ProrosizioNne III.
I valori assunti da

! YUY
@1) Sia) =@ —v+ (14 e le@],
quando
(2.2) )\=g(1 -I-v’)

e x coincide con i wvalor:i w,, v,, w, .., formano wuna successione

decrescente il cui limite & \V2/x .

La dimostrazione di questa proposizione si trova nel paragrafo
successivo. Vogliamo qui fare osservare alcune conseguenze delle
proposizioni I e III.

Dalla doppia disuguaglianza

2
8,(1) < /3 < Sl

deriva

s ot 2 2 W o
(2.3) (u,,._w)qev(u,.)l—l/;'<]/;{1—[1+“,_v,] t;
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tenendo conto che per « > —1, a3=0

4 1
(l+97>1—35a

e che

o = 2>0,
:I-”-——V

si pud semplificare I’espressione del resto ottenendo :

21 )
Vi3

2 ? *
Pp—V

2.4) (42— 03| @) | — |/ 2

Questa disuguaglianza mette in evidenza non soltanto che la Si(u,)

2
ha per limite ‘/;, come gia sapevamo, ma completa la formula

asintotica
. 4 2
(re = v¥) 4[ @v(f"n) I ~ ‘/; ’

dandoci anche una maggiorazione del resto.

Una formula di questo tipo si sarebbe gia potuta ottenere
dalle proposizioni I e IT di Warso~; sarebbe stata perd soggetta
alla limitazione sopra citata per v, w,; in particolare la formula
non avrebbe potuto essere scritta per v = 0.

La lacuna delle formule di WarsoN per v =0 era gia stata

rilevata (3); in sostituzione delle dette formule erano state scritte
le disuguaglianze

(2.5) 1/:2; 1/1—?5 < Jo(.u..)\ < l/;i—
da cui si deduceva

(2.6) Viea | Jaf) | — ]/—é =0 ().
Ora la formula (2.4), mostra che

2.7) Vir, | Jofwa) | — 1/2 =0 (") -

(3) U. RiceARD [2], p. 386. A proposito dell’ordine di grandezza del
resto si veda anche [3], § 6.5, e [4].
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La seguente tabella dimostra quanto stretta sia la maggiora-

zione ottenuta per il resto.

2 \! 2 \1/ 3/8\_!

n L)) —)? l JO(I“"!) | —J*(1 + ) 2
1“"'11 “p'n P’M
1 3,831.706 0,407.609 0,402.759 0,402.501
7,015.5687 0,301.287 0,300.116 0,300.096
3 10,173.468 0,250.153 0,249.705 0,249.701

Il metodo qui sviluppato pud essere esteso fino a costruire
formule asintotiche a piii termini, permettendo una precisione
numerica molto elevata.

Di questa estensione mi occuperd in un prossimo lavoro.

3. - Dimostrazione.
Data Pequazione differenziale

(3.1) (py)Y +qy =0,

consideriamo la funzione di LiarPuNov
3-2) ¢ (x) = A(x)y* + 2B(x)ypy’ + C(x)p'y"™,
dove A(x) & data, e le funzioni B(x), C(x) sono determinate dalle

condizioni

A'(x) — 29B(x) =0
3.3) : (x) — 29B(x)

A (%) + pB'(x) — pg Clo) = 0.
Tenuto conto dell’equazione differenziale (3.1) e della (3.3) si

trova

(3.4)

P INECIE

74 o0 ) +31 q“lq—‘A’(x)]’l'} (ry)-

Supposto che A(x) sia tale da soddisfare le condizioni

(3.5) A(z)>0,
. _A@)  A@ L s o
@6  LA="7"+" 7+ 31 4@ <0,

la @ (x) @ decrescente per ogni y soluzione propria della (3.1), e,
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se y'(4,) = 0, risulta decrescente la successione

3.7 Vo(s,) = VA yl) |-

Identifichiamo ora 1’equazione (3.1) con Yequazione di BESSEL
ponendo

x? —v?
(3.8 P=%, ¢g="—F—".
Scegliendo poi ()
(3.9) Afx) = (@ — Vi ( ) ,

la dimostrazione si riduce a verificare l’esistenza” di un A >0
tale che

L, Ax)< 0.

Allo scopo di semplificare fortemente i lunghi calcoli che sareb-
bero necessari per la verifica della (3.6) procediamo al cambio
di variabile indipendente

(3.10) x=VE4+?

nell’equazione di BESSEL e in tutte le formule che verranno usate.

B appena necessario notare che il cambiamento dl variabile
(3.10) non altera il problema, facendo corrispondere alle ascisse
estremanti x = w, della funzione @,(x), le ascisse f{=1{, (corri-
spondenti nella (3.10)) estremanti della @, \/t2 vi) .

Del resto Voperatore differenziale che appare a primo membro
della (3.6) verifica una semplice proprietd d’invarianza rispetfo ai
cambiamenti di variabile indipendente.

Sia x = x(f) una fanzione di classe C* con derivata prima
positiva.

Ponendo x = x(f), 'equazione differenziale

d dy
8.11) To|p@) 22| + atwly =0
si trasforma nella

di- ., dyl - .-
.12 0]+ awy=o

(¢) II metodo qui seguito & sostanziamente quello di WaATson. Ponendo
1

A(m) = (x2 —v?)?, A(x) =2, si otterrebbero le proposizioni I e II.
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dove
- 1
(8.13) pO=ple®)] 75

q(t) =q[z(t)]- (),
y(t) =yl=()].

Sia poi L, l’operatore differenziale definito da

(3.14) L Afw) = %:(p(:)(:()x)) dfzs(cx) 'p(x)lq(x) +
il )]
Allora, posto
(3.15) Aty = A= ()],
si ha lidentita
(8.16) LA =='(}) - L A(x),

identitd che costituisce I'enunciata proprieta di invarianza.
Riprendiamo dunque l’equazione di BESSEL che, col cambia-

mento di variabile (3.10), si trasforma nella

: L ¢

(3.17) [ l +a ey =0, t>0.
Sviluppando ora le formule (3.1), (3.6) rispetto alla variabile ¢,

avremo:

(3.18) =t 4 M1,
4 + ( )I_ — 4,
A’ ’
(8.19) +( ) +5le7' (™" 4)']) =

= t-“’g (2—4)\) t8 —|—§(4v'— 3n) ¢+ ;(3v2—8)\)v?t2——4§0)\v‘

Occorre ora trovare un valore di A tale che il polinomio a
secondo membro di (3.19) sia negativo per > 0 e per ogni valore
di v.

Tale disuguaglianza pud essere scritta sotto la forma

B 21
3 [Ad + 10v2 ¢4 + ‘2_. vige

(3.20) 5 i <, (v=0, 1=0).
448 5 i 4 2822 4 o) vi
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Il primo membro & una funzione limitata di ¢, per ogni v, ma
non limitata da una costante assoluta: si deve assumere A = A(v).
Si pud scrivere il primo membro della (3.20) sotto la forma:

3 21
‘zt“ 10t"+~2—v?t"’
3:21) LT B
4t6—|-£2—5t‘—|—28v2t2—|—§v‘ t°+§t‘+28v2t’—|-%v‘

2

cid mostra che si pud assumere
(3.22) A=A + Bv?,

con A, B costanti assolute.
La soluzione piui semplice si avrebbe ponendo

(3.23) A — g i %vz

rendendo con c¢id negativi o nulli tutti i termini del polinomio a
secondo membro della (3.19).

3 3
La scelta di A =3 & buona; infatti per v =0, 8 & il valore
non riducibile di A.
Piut difficile & una buona determinazione di B. Posto

3
(3.24) A= gt Bz,
la disuguaglianza (3.20) si pud riscrivere sotto la forma
b 21 7
45 45 (3
Ay = 2
—16t 2v(8+Bv)g,0.
Si vede ora che B= 8 rende definito positivo il polinomio

5 21
(3.26) 4B¢ —5(4—3B)tr + 5

3
e annulla il termine successivo; pertanto B = g & una scelta pos-

sibile e assai semplice di B (¥).

(*) Liavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppi di ricerca mate-
matica del Consiglio Nazionale delle Ricerche.
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