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RELAZIONE SCIENTIFICA

MAGNETOFLUIDODINAMICA

CATALDO AGOSTINELLI

Introduzione.

E ben noto oramai come la Magnetofluidedinamica si occupa
dell’ influenza dei fenomeni eleftromagnetici sul movimenfo di
masse fluide elettricamente conduttrici e delle interazioni che ne
nascono e che modificano lo stato di moto del fluido e la distri-
buzione del campo.

Questi fenomeni erano gia noti da tempo e il loro studio si
pud dire interessd soprattutto i culfori di Geofisica e di Astrofisica.
Gia intorno al 1927 SYpNEY CHAPMANN, coadiuvato da un giovane
laureato, quello che oggi & il professor V. FERRARO dell’ Universita
di Londra, aveva iniziato lo studio teorico delle proprieta dina-
miche di una corrente di elettroni e di ioni (o se si vuole di un
plasma), in un campo magnetico, ponendo le basi per lo sviluppo
di una teoria tendente a spiegare i fenomeni delle aurore boreali
e delle tempeste geomagnetiche, le quali pare siano dovute alle
collisioni con la Terra delle correnti di plasma emesse dal Sole.

L’ interesse dei femomeni di magnetofluidodinamica (m.f.d.) in
Astrofisica deriva dal fatto che le stelle si possono considerare
costituite di masse fluide ad alta temperatura e di elevata condut-
tivita elettrica, dotate di un campo magnetico proprio, o immerse
in campi magnetici pilt gemerali, quelli degli ammassi o delle
galassie cui appartengono. Cosl pure la materia interstellare si ri-

tiene conduttrice dell’ elettricity e soggetta all’influenza dei campi
magnetici.
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L’ esistenza di stelle, come il Sole, dotate di un campo ma-
gnetico, ® ben nota. Campi magnetici molto intensi, dell’ ordine
di 5000 gauss, sono stati riscontrati, come si sa, nelle macchie so-
lari, messi in evidenza da HALE e rivelati dal fenomeno dell’ ef-
fetto ZeEvaNN. Lo stesso fanomeno inoltre ha mostrato 1’ esistenza
di un campo magnetico generale del Sole, analogo a quello ter-
restre. con 1’asse poco inclinato rispetto a quello di rotazione
solare, e dell’ ordine di 50 gauss.

Campi magnetici variabili, di forte infensitd, somo stati poi
trovati da BaBkocH in alcune stelle. Diversi argomenti vi sono
infine che conducono a ritenere 1’ esistenza di un campo magne-
tico generale galattico. Il pilt importante & quello della polarizza-
zione, scoperto da ILTNER e da HALE. Invero le osservazioni mo-
strano che la luce di molte stelle & piano-polarizzata, cioe 1’ inten-
gitdh luminosa di una stella, esaminata attraverso un prisma di
NicoL, presenta un massimo in una data posizione del prisma e
un minimo nella posizione perpendicolare alla precedente. Questo
si pud spiegare soltanto ammettendo che la luce di quelle stelle
attraversi gli strati interstellari costituiti da particelle o grani
allungati, tatti orientati in una determinata direzione, e questa
orientazione non pud essere prodotta che da un campo magnetico.

La ripresa degli studi teorici dei fenomeni elettromagnetici
nei fluidi conduttori, per molto tempo abbandonati, o poco consi-
derati, rimonta al 1850, ed & dovuta principalmente al professor
H. AvrviEnx di Stoccolma, che aveva sopratutto di mira la loro ap-
plicazione alla elettrodinamica cosmica. Egli si & interessato par-
ticolarmente dello studio della propagazione ondosa, o meglio della
formazione in un liquido conduttore di onde dette magnetoidrodi-
namiche, ora dette onde di ALFviN, onde che effettivamente sono
state realizzate sperimentalmente da LuNDQUIST in un cilindro di
mercurio in presenza di un campo magnetico, in cui mediante
agitazione si era provocata la generazione di um vortice. Sulla
formazione di queste onde lo stesso ALFVEN ha poi fondato una
sua teoria sulle macchie solari.

Lo studio della propagazione di onde magnetoidrodinamiche,
che inizialmente era ristretto al caso piii semplice dei fluidi in-
compressibili, & andato assumendo uno sviluppo sempre piut am-
pio. perfezionandosi con la considerazione dei casi pili complessi
di fluidi gassosi comprimibili, dando luogo a numerosissime ri-
cerche che hanno frovato applicazione non solo per la spiegazione
dei fenomeni a cui ho accennato, ma anche per 1’ analisi di feno-
meni pit complicati che si verificano nella ionosfera, nella cro-
mosfera solare, nelle nebulose spirali, ecc., o che interessano i
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rami piit moderni della fisica, come la Fisica delle alte tempera-
ture e la Fisica nucleare.

Ora & proprio per la realizzazione dei reattori termonucleari
che sono mati i piit grossi e piit difficili problemi della m.f.d., o,
come si dice anche in questo caso, della Dinamica del plasma,
denominazione che come si sa fu introdotta nella scienza da Lang-
muir per indicare un gas parzialmente o totalmente ionizzato.
Questi problemi derivano dal fatto che il confinamento del plasma
ad elevatissima temperatura, di diversi milioni di gradi, entro
tubi cilindrici, o torici, & ottenuto mediante I’ applicazione di in-
tensi campi magnetici che coutrabilanciano la pressione del gas.

Ed ecco cosi la necessith di conoscere il comportamento dina-
mico di queste colonne od anelli di plasma, in presenza di campi
maguetici, ¢ come questi devono essere applicati per realizzare
un confinamento stabile.

Dird ancora come un’altra importante applicazione della m.f.d.
si va delineando nei problemi di volo ad alta velocitd in cui me-
diante campi magnetici si cerca di influenzare le correnti iper-
soniche onde limitare I’ incremento di temperatura sulla superficie
degli aerei.

Lo studio dei moti magnetofluidodinamici pud essere effettuato
secondo due punti di vista differenti. Un primo punto di vista
& quello di servirsi come si suol dire delle equazioné del continuo,
secondo il quale il fluido, sia esso un liquido, un gas, 0 una mi-
scela di ioni ed elettroni, ciod un plasma. si considera distribuito
con continuithd nell’ intero dominio in cui esso si muove. E questo
il modo con cui sono stati trattati i primi problemi detti di ma-
guetoidrodinamica, inizialmente mediante equazioni semplificate
e poi con criteri pilt dettagliiti e completi, tenendo conto della
compressibilita del fluido e delle variazioni di temperatura. Que-
sto punto di vista si applica con vantaggio in tutti i casi in eui
il cammino libero medio delle particelle che costituiscono il finido
¢ relativamente molto piccolo in confronto delle altre lunghezze
che occorre considerare per lo studio del suo movimento.

In questi casi detto punto di vista offre, con le sue equazioni,
una ottima Lase di indagine, e per le preziose informazioni che
ha permesso di ottenere in molti problemi esso ha conseguito
un’importanza ampiamente riconosciuta per cui continueri ad es-
sere utilizzato con notevole profitto in questo ordine di ricerche.

Ma vi sono dei casi, come nella dinamica del plasma. in cui
non & pin sufficiente considerare i diversi elementi distribuiti con
continuith, poiché lo spazio in cui essi si muovono & generalmente
vacante. e la ricorrenza di particelle cosfituisce un evento per
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cui ciascuna di esse andrebbe comnsiderata separatamente. Si ri-
corre allora ai metodi statistici, introducendo una funzione di
distribuzione per la velocitd delle particelle e facendo ricorso
all’ equazione di BolLTzMANN.

Ho gia defto come la teorin della propagazione di onde ma-
gnetoidrodinamiche ha permesso di giustificare la formazione delle
macchie decl Sole, di dar ragione inoltre di fenomeni piit com-
plessi che si verificano mnella fotosfera solare, di spiegare la
formazione delle braccia nelle ncbhulose spirali, ecc.

Una questione connessa con la propagazione ondosa & quella
dei fronti d’onda, cio2 dello studio di quelle superficie che si
propagano in conseguenza di una perturbazione, in corrispondenza
delle quali sone discontinue le derivate prime degli elementi del
moto, e che sono le superficie caratteristiche delle equazioni dif-
ferenziali che governano il movimento e la distribuzione del campo.

Ma in an fluido comprimibile, elet{ricamente conduttore, in
seguifo a una perturbazione di carattere esplosivo, si pud avere un
fronte d’ urto attraverso il quale somo discontinui le velocita, la
pressione, la densiti, la temperatura e il campo magnetico. Feno-
meni del genere si presume che avvengano nella cromosfera so-
lare e nei gas interstellari e portano il nome di onde d’wurto.

Particolarmente importanti in m. f.d. sono anche gli studi sui
moti vorticosi, che possono trovare applicazione per spiegare il
meccanismo di formazione delle stelle in seno alle masse nebulari,
e portare inoltre un contributo alla cosidetta dinamoteoria, che
attribuisce la permanenza del magnetismo terrestre a moti vorti-
cosi nella massa fluida interna.

A questo proposito devo ricordare che un suggestivo tentativo
per spiegare la permanenza del magnetismo terrestre & dovuto a
BrLLARD che )’ attribuisce a speciali moti convettivi interni,
escludendo 1’influenza del moto di precessione e di nutazione
della Terra. Altri studi sull’argomento, come quelli di ELSASSER,
conducono piuttosto a considerare le variazioni secolari del ma-
gnetismo terresire. Ma una dimostrazione soddisfacente non pud
essere data che cercando una soluzione delle equazioni magneto-
idrodinamiche basata sulla teoria dei moti vorticosi e che rispecchi
le carrateristiche del fenomeno.

Ugualmente importante in m. f.d. & la considerazione dei moti
turbolenti, che, come ha mostrato BATCHELOR, possono dar luogo
alla formazione spontanea di campi magnetici, e molti studiosi
ritengono che il campo magnetico terrestre, e quello generale delle
stelle, siano dovuti a moti turbolenti delle masse fluide interne.

Sulla teoria invariante della turbolenza isotropa in magneto-
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idrodinamica vi sono alcuni lavori di CHANDRASEKHAR, ma molto
vi & ancora da lavorare in questo campo che presenta svariate
gquestioni aperte alla indagine.

Per la complessita delle equazioni che regolano i moti ma-
gunetofluidodinamici e la grande difficolta di trovare soluzioni
corrispondenti a dati valori iniziali e ad assegnate condizioni ai
limiti, spesxso pud essere opportuno riferirsi a soluzioni corrispon-
denti a moti stazionari che trovano la loro applicazione in sva-
riatissimi casi e fra i moti stazionari sono particolarmente im-
portanti, per 1’ applicazione all’ Astrofisica, quelli di masse gassose
altamente conduttrici dell’ elettricita, rotanti attorno a un asse.

Dai moti stazionari. o pili in particolare ancora dalle con-
figurazioni di equilibrio magnetostatico, si pud passare allo studio
delle piccole oscillazioni e affrontare quindi il problema della
stabilitd di quelle configurazioni o di quei movimenti.

Il problema della stabilith in m.f.d. ¢ veramente una grande
questione. di capitale importanza specialmente nella dinamica del
plasma, dove nei processi di confinamento si riscontrano due tipi
di instabilitd, quella cosidetta a *‘gomito” e quella a ‘“salciccia .
Ma esso ha anche notevole importanza nell’ Astrofisica e nella
Cosmogonia dove interessa conoscere i limiti di instabilith delle
masse fluide stellari, soggette alla propria gravitazione e a diverse
cause perturbatrici, o delle masse nebulari, che, dalla forma el-
lissoidale schiacciata, evolvendosi danno luogo alle nebulose spi-
rali. In questi casi si dimostra che i campi magnetici agiscono
in favore della stabilita.

Ma I'importanza dei problemi di stabilith in m. f. d. deriva
anche dalla grande difficoltd che presentano e dalla mancanza di
metodi generali per la loro risoluzione. Sono stati dati recente-
mente dei criteri, basati su considerazioni energetiche, per rico-
noscere la stabilith o meno di una data cenfigurazione di equili-
brio. Questi criteri sono stuti ultimamente estesi al caso dei moti
stazionari, in particolare a quello dei moti rofatori assiali; ma lo
studio della stabilith generale in m.f.d. & ancora una questione
aperta, che offre ai giovani un vasto campo di ricerca.

§ 1. Le equazioni fondamentali della magnetofinidodinamica.

1. Le equazioni maxwellinne ed enleriane.

Le equazioni che governano i fenomeni di interazione fra il
campo elettromagnetico e il movimento di un fluido elettricamente
conduttore sono basate sull’ipotesi della validita delle equnazioni
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di MAXWELL, che, scritte nel sistema MK S, di Giores, risultano

(1.1) rot H=1+ ?a%
(1.2) rot £ = — %tB
(1.3) divB=0

(1.4) divD =op,

(1.5) B=pH

(1.6) D =:E

dove H, E, B, D, ed I sono i vettori che rappresentano rispetti-
vamente I’ intensitd del campo magnetico e del campo elettrico,
Vinduzione magnetica, I’induzione elettrica, o vettore spostamen-
to, e la densitad di corrente, mentre g, & la densitd delle cariche
elettriche, e infine ¢ & il potere dielettrico del fluido e p la per-
meabilith magnetica, che ordinariamente si ritengono costanti.

La densitd di corrente [/, espressa dalla legge di Ohm, & data
a sua volta dall’ equazione
(1.7 I=oE4+vA\H)+ v
essendo ¢ la conduttivitd elettrica del fluido e v la velocita delle
particelle fluide.

Alle equazioni di MaXwWELL vanno associate le equazioni eu-
leriane dei moto, in cui si tenga conto delle forze elettromagne-
tiche, e ciod dell’ azione elettrcsiatica e della forza deflettente
di LorexTtz. Se F &-inoltre la forza di natura non eletiromagne-
tica, riferita all’unitd di massa, agente sul fluido, tenendo ancora
conto della viscosith, avremo

(1.8) P%‘ti =¢. E+IAB+pF —gradp+4 (' + ') graddive +¢'8,v

dove p & la densitdh del fluido, p & la pressione idrodinamica, e
Ay v’ sono i coefficienti di viscositd, analoghi alle costanti di Liame
della teoria della elasticita. Nel caso di un fluido perfetto i ter-
mini dipendenti dalla viscosith ovviamente svaniscono. Nel caso
di un gas, se si ammette che ogni elemento gassosc si dilati
ugualmente in tutte le direzioni si ha
AN =_— ; w’
All’ equazione del moto (1.8) va aggiunta 1’ equazione di con-
tinuita

(L.9) * 4 div(pw) = 0
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che esprime il principio della conservazione della massa del fluido
durante il movimento, ed inoltre 1’ equazione di stato, che per un
fluido barotropico & della forma.

(1.10) | flosp)=0.

Nel caso pii generale I’ equazione di stato stabilisce un lega-
me tra la densith p, la pressione p e la temperatura assoluta T
di un fluido, ed & quindi della forma

Fy # b» T)y=0.

Ma se mediante ipotesi particolari si viene ad eliminare la
temperatura T, ci si riduce ad un’equazione del tipo (1.10). I1 caso
piih importante & quello dei gas perfetti in cui I’ equazione di
stato risulta

p = ERpT

dove R & la costante del gas. 1n questo caso si introduce una
nuova variabile incognita, la temperatura T, e per questo occorre
un’ altra equazione oltre quelle considerate. Questa ulteriore equa-
zione & I’ equazione dell’ energia. Si & condoiti in tal caso alla
Magnetogasdinamica (§ 2, n° 3). Un altro caso importante & quello
di un gas perfetto in condizioni adiabatiche che si evolve cio®
senza perdita e senza assorbimento di calore; la relazione tra la
densith e la pressione in questo caso & della forma

dove C e y sono delle costanti, la seconda delle quali & il rapporto ,

tra il calore specifico del gas a pressione costante e quello a vo-
lume costante (y = 1,408).

Se il fluido infine & un liquido a temperatura costante, la
densita p & costante.

2. Equazioni ridotte.
Osserviamo che prendendo il rotore di ambo i membri della

(1.1) ed eliminando quindi il campo elettrico E e la densith di
corrente I, servendosi delle equazioni (1.2), (1.6) e {1.8) si ricava

) 1 0*
(1.11) 7lt!+ rot (HA"’)=E A,H—Ey.;tIT{—{—rOt(Pev) .
In assenza di movimento, cioé per v =0, la (1.11) si riduce
all’ equazione della telegrafia con filo
oH 1 e 'H
{1.12) _DT=EA’H—;—5?'
e se non vi sono oscillazioni di alta frequenza sarh in generale
*H oH |
| <%

€

G
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3
_aTI;l , nel qual
caso essa si ridurrd ad un’equazione del tipo della conduzione
del calore, e sotto questa forma & per esempio usata per analizzare
lo skineffec:t nei conduttori che trasportano corrente alternata.
Ora nei problemi magnetofluidodinamici di effettivo interesse,
anche se vi sono sorgenti di oscillazione di alta frequenza, queste
involgeranno generalmente un piccolo ammontare di energia e
pertanto potranno essere ignorate, 7cioé nella (1.11) pud essere tra-

cio® sard trascurabile nella (1.12) il termine nella ?

2
scurato il termine contenente la ok Questo equivale a trascu-

rare nella (1.1), secondo |’ approssimazione proposta da ALFVEN,
la corrente di spostamenio in confronto della corrente di condu-
zione I, e a scrivere quindi

(1.13) rot H=1.

Osserviamo ancora come la corrente di convezione & molto pic-
cola in confronto della corrente di conduzione, per cui, trascuran-
dola, la (1.7) si riduce alla

(1.14) I=s(E+ v\ B)

Per la stessa ragione nella (1.11) pud essere frascurato il ter-
mine rot (¢,v), e I’ equazione da considerare risulta

(1.15) %}I-f+rol;(H/\ v)=10,H , conn= i
)
(1.15%) divH=0.

1 risultati precedenti equivalgono dunque a trascurare la
corrente di spostamento e la corrente di convezione in confronto
della corrente di conduzione. In tal modo le equazioni di MAXWELL
e di EULERO che reggono i fenomeni magnetofiuidodinamici si
riducono alle seguenti:
rot” S l

B
rot E = — -'a—t—
divB=0
B=vH _
(A) I=q¢(E+vAB)

d
P (—;{ = INB+¢F —gradp + (N + #)grad dive +p'A,0

0 .
5; + div (py) =0
flp.p) =0
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Prendendo il rotore dalla prima delle equazioni (A), e tenendo
conto della quinta e della seconda, si deduce, per il campo ma-
gnetico, I’ equazione (1.15), alla quale va associata la condizione
di solenoidalita div H = 0, che segue dalla seconda delle (A) per
w = costante.

Una ulteriore semplificazione delle equazioni della m. f. d. si
ottiene nel caso dei fluidi incompressibili in cui la densith p &
costante. In questo caso 1’equazione (1.9) di continuita diventa
pill semplicemente

(1.16) dive=0

La magnetofluidodinamica prende allora pilt particolarmente
il nome di magnretoidrodinamica e le equazioni relative risultano

,'

rot H=1
rot £ = — ?):g
et
divB=0
B=vH
(B)
I=¢E+vAB)
d

p 2 = INB + oF — grad p + ov8,v
dive =20

'-\ p = cost,

dove mell’ equazione del moto & v = % , il cosidetto coefficiente di

viscositd cinematica.
Poiché risulta

INB = rot HNuvH=u (% H— % grad H’)
dH . . . .
dove P °© I’omografia vettoriale che esprime la derivata del vet-

tore K rispetto al puntc, 1’ equazione del moto si pud ora scrivere

d dH 1
(1.17) 97': = tap H — grad (p +3 p.H’) + pF+4-pvA,w,

1
dove 5 wH*® & la pressione magnetica.

Nel caso dei fluidi di alta conduttivitdy elettrica come quelli
che si considerano nell’ Astrofisica e nella Fisica del plasma, ri-
tenendo la conduttivita elettrica infinita, e il fluido perfetto, le



10 CATALDNO AGOSTINELLI

equazioni del quadro (A) si semplificano ancora e si ha

rot =1
oB

rot £ = — 7

divB=0
B =vH
©) E+vAB=0

d .
97';=1AB+9F—-grﬂdp

op .
% + div (pu) = 0

fo,p) =0

In questo caso, essendo 7 = 0, I’ equazione (1.15) del campo
magnetico diventa

(1.18) %" + rot (HAv) = 0.

3. Analogla tra il campo magnetico e la vorticita.
Teorema di Alfven.

Riferendoci al caso di un fluido incompressibile in cui le
forze di massa F derivano da un potenziale U, se per un mo-
mento supponiamo che il fuido considerato non sia conduttore,
I' equazione (1.17) del moto diventa

(1.19) a% + rot vAv = — grad (%’ + % v'—U) + vAp.

1
Prendendo il rotore di ambo i membri, e indicando con v = 5 rot v

il wortice, si ha
(1.20) %; + rot(w Av)=vA, w0, con divw =0

Queste equazioni sono formalmente identiche alle equazioni
(1.15) e (1.15°), dove in luogo della viscosita v vi & la costante =,
che ha il carattere di diffusivith magnetica.

Dunque la vorticita » di un fluido non conduttore e il campo
magnetico A relativo al moto di un fluido conduttore sono due
vettori solenoidali formalmente analoghi. Ne segue che molti dei
risultati della teoria dei vortici dell’idrodinamica classica possono
essere, nella magnetoidrodinamica, interpretati in texmini del campo
magnetico. Per esempio, il teorema di HEumHoLTZ, il quale af.
ferma che in un fluido perfetto le linee vorticose si muovono col
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fluido, mostra che in un fluido per cui =0, cioé di conduttivita
elettrica infinita, le linee di forza magnetfica sono trasportate dal
mezzo. Questo significa anche che il moto relativo del fluido ri-
spetto alle line¢ di forza del campo & nullo, e, seguendo ALFVEN
si pud dire che le linee di forza somno congelate {frozen) nel fluido.
Una conseguenza immediata del fatto che in un fluido per-
fetto di alta conduttiviths elettrica l» linee di forza magnetica,
cosl come le linee vorticose, si muovono col fluido, & data dal
teorema di ALFVEN, il quale afferma che nell’ipotesi in cui il
coefficiente di diffusivitdh magnetica sia nullo, il flusso del campo
attraverso una qualsiasi superficie fluida si mantiene costante.

4. Il sistema d1 stress derivante dalle forze elettromagnetiche.

Ritornando a porci dal punto di vista generale in cui si tenga
conto anche della corrente di convezione, e della corrente di spo-
stamento, osserviamo che la forza elettromagnetica per unita di
volume, p.E + JA\ B, pud éssere cosi scritta

oH NE d 1

+ (div E-E + 3"1;'5_ % grad E*).

In questa equazione soltanto il primo termine del secondo
membro & una forza di massa, che deriva dalla variazione rispetto
al tempo del vettore di Po¥yNTiNe EAH. I rimanenti termini del
secondo membro della (1.21) rappresentano le forze derivanti da
un sistema di sforzi intermi (o siress), definiti dal gradiente del-
I'’omografia vettoriale ¢, che e pili precisamente una dilatazione,
espressa dalla

2 o= lXH H—; ]+ |REE - ;B
dove ¥ & il simbolo di una diade.

Dunque la forza elettromagnetica per unita di volume & data da

HE N H)
Tt

pe E+ INB = — &u + grad ®.

Questo sistema di sforzi interni pud essere comsiderato come
prodotto da tubi di forza eletfrica e di forza magnetica esercitanti
1

1
trazioni longitudinali rispettivamente di grandezza QEE' ' 5 wH*,
e pressioni laterali della stessa grandezza.

Nel caso in cui siano trascurabili la corrente di convezione



12 CATALDO AGOSTINELLI

e quella di spostamento, la detta forza elettromagnetica si riduce
a quella di LoreENTz IAB, e si ha

1 d 1
(1.23) IN\ B=grod®=ngrad [R(H,H)—- 5 H’]=y. FHPH -5 gradH’]
Ora, se sy & la lunghezza di arco di una linea di forza magnetica,
apP

T = dsm ¢ il versore della tangente nel punto P, R il raggio di

curvatura ed n il versore della normale principale, si ha

dH d (1 wH?
v ap =g (aem) <+ m
e quindi .
da (1 wH 1
(1.24) I/\B == a—s; (é p.Hg) . T + ?— n — grad (2}1H‘> .

Il primo termine del secondo membro di questa equazione rap
presenta una forza tangenaziale alla linea di forza magnetica, la quale

1
determina lungo di essa una tensione. éy.Hf. Il secondo termine

& la forza trasversale che produce 1’ inflessione della linea di forza.
Il terzo termine infine & la forza che determina la pressione

1
magnetica ; uwH*.

§ 2. Le equazioni fondamentali della dinamica del plasma e
della magnetogasdinamieca.

1. Le equazioni della Dinamica del plasma.

Ponendoci ora da un- punto di vista pii generale, stabiliremo
le equazioni del movimento dei diversi componenti di un gas
ionizzato, cio® di un plasma. Da esse si deducono le equazioni
globali considerando il plasma come un continuo, e quindi le
equazioni della magnetogasdinamica.

Un plasma, cousiste in un gas parzialmente o totalmente io-
nizzato, nel caso pili generale pud essere considerato come una
miscela di » specie di componenti, cosfituite di ioni, elettroni, e
particelle neutre. Per ciascuna di queste specie occorre conside-
rare la temperatura, la pressione gasdinamica, la densita e la ve.
locita. Indicheremo rispettivamente con T, p,, p,, v, la tempera-
tura, la pressione, la densitd e le componenti cartesiane della ve-
locitdh d<’la specie 87, con s=1,2,..., n. Inoltre occorre considerare
le componenti E* del campo elettrico E e quelle H' del campo
magnetico H, per cui si hanno in totale 6n + 6 quantith incognite.
Sono invece da ritenere note le masse w, delle particelle di cia-
scuna specie e la carica elettrica e,.
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Per lo studio delle 6n 4 6 quantitd incognite T, p,, p,, v, &, H',
occorrono 6m 4 6 equazioni scalari che le connettono. Di queste
equazioni 6n sono fornite dalla gasdinamica, le altre sei sono le
equazioni elettromagnetiche.

Le equazioni gasdinamiche, in numero di sei per ogni specie,
sono precisamente:

a) L' equazione di stato, che collega la temperatura, la pres-
sione e la densita di ciascuna specie. b) L’ equazione di continuita,
che esprime per ciascuna specie la conservazione della massa.
¢) L’ equazione del moto, che in generale & equivalente a tre equa-
zioni scalari e che esprime il principio della conservazione della
quantitad di moto. d) L’equazione dell’ energia, che esprime per
ogni specie il principio della conservazione dell’ energia.

A queste equazioni gasdinamiche occorre associare le equa-
zioni di MAXWELL, in numero di sei, atte a descrivere il campo
elettromagnetico.

a) Equazione di stato.

Per ogni costituente del plasma vi & una relazione funzionale
fra p,, p, e T, della forma

(2.1) P = I(Pn Ta)v

e se la densita & sufficientemente bassa, con molta buona appros-
simazione & sufficiente la semplice equazione di stato di un gas
perfetto che pud essere scritta

{2.2) », = Rv;T,

dove R & la costante universale dei gas e v, = 7‘% , & il numero di
densita della s™? specie. )

b) Equazione di continuita.

I’ equazione di continuitad per 1’ s™¢ specie risulta
@3) B+ div (o) =,

nella quale o, rappresenta la massa sorgente nell’ unita di tempo
e per unitd di volume della s™® specie, che pud essere dovuta a
processi di ionizzazione o a reazioni chimiche. Se non vi sono rea-
zioni chimiche e il grado di ionizzazione del plasma si mantiene
costante, allora & 6, =0.

In ogni caso se alcune delle 5, non sono nulle, per la conser-
vazione della massa del plasma, considerato nel suo insieme, si ha

2.4) 3 0, =0.

8==1
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c) L’ equazione del moto.
L’equazione del moto per ciascuna specie pud essere cosi scritta

2 39 .
(2.5) ﬁ@ﬁ+2~@wﬁ=pmﬁw0+&+ﬂﬁmz

i =1 0%;
dove o, Z, » la variazione della quantita di moto nell’ unita di
tempo, dovuta alle sorgenti, e riferita all’unitd di volume. La
somma di queste quantitd di moto per tutte le specie di cui & co-
stituito il plasma, & nulla, cioe
(2.6) 36,Z,=0
8=1

La t, @ Pomografia degli sforzi interni per la specie s™2. do-
vuti alla viscositd, mentre p, & la pressione totale relativa alla
stessa specie, che & la somma della pressione p, del gas e della
pressione di radiazione p.,. A temperature basse, o moderatamente
alte, la pressione di radiazione & ordinariamente trascurabile ed
essa vien considerata soltanto a temperature molto alte.

Il vettore F,, rappresenta la forza di massa, per unita di vo-
lume, di natura non elettromagnetica, come la forza gravitazionale,
mentre F,. rappresenta la forza elettromagnetica. anch’essa rife-
rita all’unith di volume, che pud essere cosl scritta

2.7 Fy=0.,E+pnv,\H)+ F,

dove o, =v, e, & la densitd di carica elettrica della specie s"7, e,
® la carica di una particella della stessa specie e v, & il numero
di queste particelle per unitd di volume.

Il vettore F,, rappresenta infine I’interazione risentitd dalla

&
s"" specie per effetto della presenza di altre particelle del plasma.

Per il principio dell’ azione e reazione sari
”n
(2.8) :F,,=0.
=1
Le altre quantith che figurano nella (2.7) hanno il solito
significato.
d) Equazione dell’ energia.
I equazione che esprime la conservazione dell’ energia per la
specie 8"¢ risulta

06
(29) —;t—‘ -+ div <6;v, — 0, + D0 — Qt) = &

dove 8, =p, 8, & I'energia fotale per unitd di volume della spe-
cie s™2, essendo §,, |’energia totale della stessa specie per unita
di massa. Pil specificatamente, indicando, sempre per la specie
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. . A 1
s™® ¢ per unith di massa, con U,. I’energia interna, con 5 v,

I’energia cinetica, con @, I’energia potenziale, e con E,, I'energia
di radiazione per unitia di volume, si ha

(2.10) Gus = Upy + 50+ 0, 2

Il primo termine del primo membro dell’equazione (2.9) rap-
presenta allora, per la specie s™¢, la variazione col tempo della
energia per unita di volume. Il termine div (6,v,) d& la variazione
della corrente di energia di convenzione; il termine — div (vw,)
da la variazione dell’energia di dissipazione per viscositd, mentre
—div Q,, rappresenta la variazione di energia dovuta al flusso
di calore. il quale & composto del flusso di calore di conduzione
Q.. e del flusso di calore di radiazione Q..

Infine il secondo membro s, rappresenta l’energia per unitd
di volume dovuta alle sorgenti di energia, che & composta di quella
E,, generata dal campo elettromagnetico e di quella generata dalle
reazioni chimiche o nucleari.

e) Le equazioni del campo eletiromagietico.

Alle equazioni precedenfi occorre associare le equazioni di
MAXWELL che governano il campo elettromagnetico, e ciod:

(2.11) rot H=1+ aa—?
(2.12) rot E = — aT? )

essendo al solito H Vintensith del campo magnetico, E I’ intensita
del campo elettrico, I la densita di ‘corrente elettrica, D =:E il
vettore spostamento dielettrico e B=wH il vettore induzione ma-
gnetica.

La capacith o potere dielettrico ¢, detta comunemente costante
dielettrica, e la permeabilith magnetica y per un mezzo isotropo
sono ordinariamente costanti.

Ma per un mezzo anisotropo devono essere comsiderate quan-
tith tensoriali. o se si vuole omografie vettoriali, per cui in questo
caso i vettori D, B non sono piut paralleli rispettivamente ad Eed H .,

L’ interazione tra il campo elettromagnetico e il movimento
del plasma & espressa per mezzo della corrente I che & data da

”
(2.13) I= 3 PesUs -
§=1
Questa corrente & dunque dovuta al moto delle varie parti-
celle cariche del plasma.
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2. Variabili macroscopiche ed oquazioni globali.

Per descrivere il movimento di un plasma spesso, invece
delle variabili parziali g, p,, T, v*, & pit conveniente riferirsi a
quantith macroscopiche, considerando il plasma nel suo insieme.

Le relazioni fra le grandezze macroscopiche e le corrispon-
denti variabili parziali sono definite nel modo che segue.

Si definisce intanto il numero densitd v del plasma come la
somma dei numeri di densitd v, delle diverse specie:

n

(2.14) v=2y,
s=1
e quindi la densith p del plasma é data da
(2.15) p=mv=2m,v,=§p,,
8=1 §=1

dove m & la massa media delle particelle.

La pressione p del plasma & la somma delle pressioni par-
ziali p, delle diverse specie
n
(2.16) p=23p,
e la temperatura & data da

(2.17) - % Sy, T,.

8==1
Si definisce poi la velocita » del plasma mediante la relazione
1 n
(2.18) v= - 2 g, 0

P s=1

e quindi la velocita di diffusione w, della specie s™* risulta
(2.19) W, =0;— V.

Si considera imoltre 1’eccesso di carica elettrica p, come la
somma delle densith di carica p,, di tutte le specie

”n n
(2.20) 0o = Sp,=23 &v,.
§=1 a=1

Infine la densitd di corrente elettrica del plasma & definita
dalle

n n n
{2.21) l=zpesv'=zpcsw'+zPuv=i+Pev
8=1 8=1 8=1

dove i & la corrente di conduzione e p,v & la corrente di convezione.

Le equazioni fondamentali globali della dinamica del plasma
e della magnetogasdinamica, espresse per mezzo delle grandezze
macroscopiche, si deducono ora facilmente da quélle gia date per
mezzo delle variabili parziali.
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a) L’ equazione di stato si ottiene sommando le n equazioni del
tipo (2.2), e si ha

(2.22) p=3p=REvT.— RvT —=R,T,

8=1 8=1

dove R, =% & la costante del gas.

b) Cosi pure I'’equazione di conlinuitd si ottiene sommando le n
equazioni (2.3), e si ricava

(2.23) g+dwwm=o.
c) Per avere ora !’ equazione globale del moto, indichiamo con
(2.24) F,=x o5

8=1

la forza di natura non elettromagnetica, e con
n

(2.25) F.=2%F,=p, E4uvI\NH
8=1

la forza elettromagnetica.
Sommando le equazioni (2.5), osservando che
n 8 a9

d n
22 —(psvsto) =divigw)-v+op ‘ﬁ—’,v+grad 2 X (ps ws, wy)
8=1

s=1 t=1 ax‘

e ponendo ancora

(2.26) T = ; [vs — X (ps wi, w,) ]
si ottiene
F d
(2.27) 5 (pv) + div (po) v + ¢ d‘; v=grad(r—p)+ F,+ F,.

Tenendo conto dell'eguazione (2.23) di continuith si pud secri-
vere ancora

d
2.27) P d—;’, = grad (+—p) + F,+ F..

L’ omografia vettoriale t degli sforzi interni di viscosita, defi-
nita dalla (2.26), dipende in modo molto complicato dal moto mo-
lecolare. In prima approssimazione, in accordo colle relazioni di
NAVIER-STOKES, si pud assumere

dv

dove
dv 1 /dv dv dov 1
(2.29) D dP = 2 (d'—P + K d._P) =dP 2 {rotov) A
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e la dilatazione dell’omografia 351’—,; inoltre w’ e A’ sono i coeffi-
cienti di viscosita.

Prendendo il gradiente di ambo i membri della (2.28) si ha
12.30) grade = (A" 4 v )grad dive 4+ p' A, 0.

La pressione totale p: & la somma della pressione gasdinamica
p a della pressione di radiazione p,:

” ” ”
(2.31) Pp=2py=2p;+2p,=p-+p,.
8=1 a=1 8=1

La pressione gasdinamica p & quella che interviene nell’equa-
zione di stato.

La pressione di radiazione p,. & invece determinata da un fe-
nomeno di radiazione molto complicato. Tuttavia nelle applicazioni
ai problemi di Astrofisica e di Ingegneria si pud usare la formula
molto semplice

1
(2.32) p.= 3 a, T
essendo «, la costante di STEFaAN-BOLTZMANN.

d) Consideriamo ora I’ equazione globale dell’ energia, che si ottiene
sommando le equazioni del tipo (2.9); si ha cosl

(2.33) g—t (08,) + div(p 6, v) = div(tv — p, v + Q) + &.

In questa equazione &, rappresenta l'energia totale del plasma
per unita di massa, che per la (2. 10) ¢ data da

1
(2.34) 8,, = ; 2 Pe 8y = U + v'+ ¢ + -
s=1
dove
1n
Um——z(‘Um swc)
oz \P +t3e
& I’energia totale interna del plasma, %v* 6 I’energia cinetica, e
n
P = 1 I o,
P 9=

By euergia potenziale, tutte e tre riferite all’unitd di massa, mentre

E = ¥ E,, & Yenergia totale di radiazione per unitd di volume.

8=1
In una prima approssimazione, conformemente alla (2.32), si ha
(2.35) E,=a, T =3p,.

Il vettore Q, che rappreseuta la corrente di calore nel plasma,
8 il risultante dei vettori Q., @Q,, che rappresentano rispettiva-
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mente il flusso di calore di conduzione e quello del calore di ra-
diazione: Q = Q.+ Q.. Il flusso del calore di conduzione dipende
in modo molto complicato dal moto molecolare e in prima appros-
simazione si pud assumere

(2.36) Q.==zxgrad T

dove x & il coefficiente di conducibilita del calore, che in generale
¢ vna funzione della temperatura e della composizione del plasma.

Cosl pure il flusso di calore di radiazione ¢ dovuto a un feno-
meno molto complesso e in prima approssimazione si pud assumere

: = =2 gr = ¢
(2.37) Q.= 57 grad E, = 7 grad p,

dove ¢ & la velocita della luce e ¥ & il cosidetto coefficiente di
opacitd, o coefficiente di assorbimento medio di RoSELAND, che in
generale dipende dalla temperatura T e dalla densitd ¢.

Infine nella (2.33) ¢, rappresenta I’energia totale sorgente. che
2 la somma di quella ¢, dovuta al campo elettromagnetico e di
quella ¢, = pe, dovuta alle reazioni chimiche o nucleari, essendo
e, il coefficiente di generazione dell’emergia, cioé !’ energia generata
nell’ unita di tempo e per unith di massa a causa delle reazioni
nucleari. In quanto all’energia ¢, dovuta al campo elettromagne-
tico risulta

ee=EXxI.

e) Occorre considerare ancora 1’equazione di conservazione delle

cariche elettriche. Per questo osserviamo che moltiplicando ambe
€s
i membri della equazione di continuith (2.3) per il fattore v,= bl
poich?
Ps’l
ms

= Vs 6 == Py

¢ la densitd di carica eleftrica della specie s"*. si ottiene
. 9 .

(2.38) —‘a’;! + div (pys 0)) = Ye 0

che & I’equazione di conservazione della carica di ciascana specie
che possiede una carica elettrica.
Sommando le » equazioni (2.38), e osservando che per la con-
n
servazione della carica totale del plasma risulta = vy,0, =0, si ot-

8=1
tiene

(2.39) ‘-’:T +divi=0,
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che & I’equazione di conservazione della carica elettrica del pla-
sma, o I’equazione di continuithd elettrica.

f) Rimamne infine da considerare 1’equazione della corrente elet-
trica. Per questo moltiplichiamo ambo i membri dell’equazione
(2.5) del moto della specie s™“ per v,, e sommiamo per tutti i va-
lori di s. Abbiamo cosi

ol n 8

7+t 2: 2o auie) =

8=1 i=1 9%;

(2.40)

="Elgrad [ys (zs — p,s)]+:2;17. (Fyo + F5, + 0.2)

che & 1’equazione della corrente elettrica. Essa & molto complica-
ta, per cui nello studio della dinamica del plasma ordinariamente
si sostituisce ad essa una relazione piit semplice che esprime la
legge di OHM generalizzata e ciod

(2.41) I=¢(E+pv/A\H)+p. v,

dove ¢ & la conduttivithd elettrica del plasma.

3. Le equazioni fondamentali della magnetogasdinamica e le

condizioni ai limiti.

Considerando un plasma come un unico fluido ed applicando
ad esso le equazioni globali stabilite nel numero precenente, con
le approssimazioni ivi indicate, si hanno quelle che si possono
chiamare le equazioni fondamentali della magnetogasdinamica che
qui riuniameo:

(2.428) p=RypT
(2.42b) Z‘; + div (pv) = 0

(2.420) ¢ = grad (- —p) + F, + F.

(2.424) :—t (p8,) + div(p 8,,v) = diviro—p, v+ Q) + FxI+¢p
(2.420) . rot H = I+ a(;f’

(2.421) rot E = — ii’;?-)

(2.42g) aait +divI=0

(2.42h) =c(E+pvAH)+p. v,
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dove &
(2.43) s=2uD g% +¥dive
(2.44) grad~ = (" 4+ v)graddivy 4+ v\, 0
(2.45) p=p+p. . b=ga, T
(2.46) F.=0 E+¢I\NH
(2.47) Q=Q.+Q,=rgrad T + % grad (@, TY) .
Se si ammette che ogni elemento di gas si dilati ugualmente
in tutte le direzioni, allora risultal come si sa, A = -- gp.',

Le equazioni (2.42a)-(2.42h) equivalgono a un sistema di 16
equazioni scalari nelle 16 quantita incognite

T,p, e, v.E,H,p,, I'.
I da osservare che dalla (2.42f) segue la condizione
div B =div (uH) =0,

e se la permeabilith u del mezzo & costante, come si ritiene ordi-
nariamente, si ha

(2.48) divH =0.

Inoltre, prendendo la diverg:nza di ambo i membri della
(2.42¢), si deduce, per ¢ = costante, I’altra condizione

(2.49) divE = ls Pe -

Alle equazioni (2.42a)-(2.42h) occorre associare ancora le con-
dizioni ai limiti, quelle ciod che devono essere verificate ai con-
fini del campo in cui si muove il gas.

Se per esempio il campo & limitato da una parete solida le
proprietd elettromagnetiche cambieranno bruscamente attraverso
la superficie che limita il fluido dalla parete solida. In tal caso
si hanno le seguenti quattro condizioni :

1) La componente normale dell’induzione magnetica & continua,
ciog, indicando con 1 e 2 le regioni immediatamente adiacenti a
quella superficie si ha

(2'50) (Bz - Bx) xXn= 00 :

dove n & il versore della normale alla superficie di discontinuith.
2) L’ andamento del campo magnetico al detto confine & defi-
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nito dalla relazione
(2.01) Hy—H)YAn=1I

dove I, @ la densitd di corrente superficiale. Se la conduttivita
elettrica & finita la [, & nulla: se invece la conduttivith elettrica
& infinita la J; pud essere non nulla.

3) La componente tangenziale del campo eleftrico & continua,
cio2

(2.52) (E,—E)An=0.

4) 11 comportamento dello spostamento dielettrico D =¢E al
confine & espresso dalla relazione

(2.53) (Dy — D)) X n=g¢,,

dove p,, & la densith delle cariche elettriche libere in superficie.

Nella maggior parte dei problemi di magnetogasdinamica la
densita di corrente superficiale I, e la densita p, delle cariche
elettriche superficiali sono trascurabili, per cui le condizioni ai
limiti (2.51) e (2.53) diventano piu semplicemente

251 (Hy—H) A n=0
(2.68) (D, —D,) % n=0

Le condizioni ai limiti esprimono quindi che le compomnenti
tangensziali di H ed E e le componenti normali di B e D sono
continue attraverso la superficie di separazione di un fluido da
una parete solida, o di due fluidi differenti.

¥ da osservare che la distinzione tra H e B, etra Ee D @
qui necessaria poiché i valori di ¢ e p sono differenti nelle due
regioni separate dalla superficie limite.

In molti problemi, interessanti soprattutto I’ Astrofisica, il sopra-
scritto sistema di equazioni (2.42a)-(2.42h), pud essere semplificato
nello stesso modo come si & fatto nel § 1 per le equazioni della
magnetofluidodinamica, riducendo lo studio alla considerazione
dell’ interazione tra le grandezze gasdinamiche v, p, ¢, T e il
campo magnetico H.

Invero in magnetogasdinamica la conduifivita elettrica & gene-
ralmente molto grande e tende ad infinito. Percid la corrente di

eE)

spostamento ot & trascurabile in confromto della corrente di

conduzione. cosi pure & trascurabile la corrente di convenzione.
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Le equazioni (2.42e), (2.42f), (2.42h), si riducomno allora alle
seguenti

(2.54) rot H =1
(2.56) rot £ = —u a—;t!
(2.56) I=¢iE+yvv/\H)

dalle quali, eliminando il campo elettrico E e il vettore densita
di corrente I, supponendo s e v costanti. Si deduce per il campo
magnetico 1’ equazione

oH 1

(2.67) e + rot (H/\v) = nAH ('/, = %*_‘7) .
con
(2.58) divH =0.

Inoltre I’ equazione del moto pud essere cosl scritta

d
(2.59) P_dvt = — grad p, + wrot HAH +
+ F,+ (M + ) graddive + A0
oppure
’ dv dH 1

(2.59") 97t=¥*ﬁﬂ—g“d(:+.—2!*1p)+

+ F,+ W\ + ) graddive + ' 3, 0.

4. Trasformazione dell’ equazione dell’ energia.

L’ equazione (2.42d) dell’ energia pud essere opportunamente
trasformata nel modo che segue. Osserviamo intanto che, essendo

6,,.=Um+%’0’+¢+%

I’ energia totale per unita di massa. in virti dell’equazione di
continuitd risulta

a &"l .
_(PET) + div (p6,,v) =

EP . 86m — dg'"
= lét + div (pv)] 8, + P(_at + grad &, X v) =P at

e pertanto I’ equazione dell’ energia si pud scrivere
dé .
{2.60) o gy =divio—pov+ Q+ExT+cp.
Ora, se C, & il calore specifico del gas a volume costante (mi-
surato in unita meccaniche), I'energia totale interna per unita di
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massa & data da
Uv,=¢C,T

"
Per I’ equazione del moto si ha inoltre

1 do? d
§p%=p£ Xv=(—gradp, + prot HAH + grad 4+ F,) X v,

e risulta
ExI=1x (! —wont) =L 1 unn =0

oppure
1
E %< I=rotH><(;rot H—ng/\H).
Percio, sostituendo nella (2.60), semplificando, e osservando che

div (tw) — grad = X< v = [, (‘r dv)

dpP
dove I, ( ‘(iJlP) & I'invarianie primo dell’ omografia < dP’ si ha
< dv
(2.61) b 3 (c T 4+ ) I, ('r d—P-) —

It
—p,divv—ngv—!-;—l- div Q + ¢,¢.

dove & E,=a,T¢, menire il flusso di calore @Q & espresso dalla
(2.47).

Un’ altra forma dell’ equazione dell’ energia, nel caso dei gas
perfetti, possiamo oftenerla osservando che. essendo C, il calorico
specifico del gas a pressione costante, la costante R, del gas,
come si sa dalla termodinamica, & data da R,=C,— C,, e quindi
I’ equazione di stato (2.42a) si pud scrivere
(2'62) b= (Cp - Cv) F T.

Ne segue che si ha ancora

g, =¢T=cr—"%
P
da cui, avendo rigaardo all’ equazione di continuith, si ricava

LUCT AT _dp  pde  ACT)_ap

a —°*ar —atea=f @ g WY
e percid la (2.60) diventa
E\
(2.63) f gt (C,,T +50°+ @ + —P-) =5+

+diV(fv—P..v+ Q+ ExI+¢s,
dove C,T + 'v’ & 1 entalpia del gas.
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E opportuno ricordare come nel caso, particolarmenie impor-
tante per le applicazioni, in cui il gas si espande adiabaticamente,
ciod senza scambio di calore con ) esterno, e il lavoro di espan-
sione viene effettunto a spese dell’energia interna, dall’equazione
di stato si pud eliminare la temperatura T.

Tnvero se indichiamo con dg la quantitd di calore spesa per
unita di massa per incrementare di dU,, I’ energia interna del gas e

m

compiere il lavoro di espansione pdv = pd ¢ si ha in generale

(2.64) dg=4dU, + pd -{ .
r.

Nel caso di un’espansione adiabatica & dg = 0. Allora, essendo
per un gas perfetto U, = C,T, avendo riguardo all’equazione di
stato (2.62), si ricava

P oy®oo, Fow-0%=0, (=7

p P T -G
da cui integrando si ottiene
p e\ T e\r!
265 p_(ey I (s
( . Do b T, ‘o

la prima delle quali & I’ equazione di stato nel caso dell’ espan-
sione adiabatica.
Se si considera 1'enfropia S del gas, che & una variabile di

d
stato definita dalla relazione dS = —Tq, si ha che se un gas si

espande adiabaticamente I’ entropia si mantiene costanfe. Questo
cambiamento di stato di pud chiamare percid isoentropico.

5. Analisi dimensionale e considerazions di alecuni parametri fonda-
mentali.

Introducendo alcuni parametri caratteristici le equazioni della
m.f.d. si possono porre sotto forma adimensionale, che in molti
problemi permette di dedurre utili informazioni circa 1’ ordine di
grandezza dei vari termini involti, e di vedere se certe circostanze
fisiche sono o no dominanti.

Per questo sia I una lunghezza caratteristica del campo del
moto, V una velocith caratteristica, {, un tempo dell’ ordine di

%, tale che il parametro

t,V

L

sia dell’ ordine dell’ unita. Cid significa che mnon consideriamo
fenomeni di alta frequenza.

(2.66) R, =
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Sia inoltre H, un valore caratteristico dell’intensitd del campo
magnetico, mentre il campo elettrico sia caratterizzato da un va.
lore E, dello stesso ordine di grandezza del campo elettrico in-
dotto vy A\ H, tale cioé che il parametro adimensionale

E,
o HV
sia dell’ ordine dell’ unitd, o pilit piccolo. Questa & una buona ap-
prossimazione per fluidi di condattivith elettrica ¢ molto grande,
poiché per o¢-» oo dall’equazione della corrente elettrica si ha
E=—pwuvN\H. .

Dalla stessa equazione si ha che in tal caso I’ intensitd della
corrente [ & dell’ oxdine di ouH,V.

Supporremo poi che la velocity della corrente fluida sia molto

pitt piccola della velocitdh della luce, cioe
2

(2.68) R, = i Viep £1.

(2.67) R, =

Nelle ipotesi ammesse risultano trascurabili nelle equazioni

2(eE)
ot

fondamentali la corrente di spostamanto e i termini dipen-

denti dalle cariche elettriche ¢,.

In questo caso tutte le grandezze elettromagnetiche possono
essere espresse in termini del campo magunetico.

Cid premesso introduciamo le seguenti quantith adimensionali

x t v E '’ H
a¥="1 = pt=_, E*= , H* = =
L Y TV E, H,
. 1
=g

e gli operatori adinensionali
grad* = Lgrad , rot* = Lrot , div* = Ldiv

Allora 1’ equazione di MAXWELL (2.42¢) diventa

1 . R R, oE*
=99 R YOV HT = I+ Brpt S
dove
4
@.70) Ry = op VL = =

m b
& il numero di Reynolds magnetico.

Nell’ equazione (2.69) tutte le gquantith sono adimensionali, e
poiché R, ed R, sono dell’ ordine dell’unith, mentre R, <€1, si
riconosce subito che il termine dovuto alla corrente di sposta-
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mento & molto piccolo in confronto degli altri, e percid trascura-
bile. I’ equazione (2.42e) si riduce percid alla (2.54).

Analogamente I’ equazione (2.42h) della corrente elettrica, dove
¢, = div (¢E), nelle variabili adimensionali, diventa

I* = (B.E* +o* NH*) + 5% aive Ex . o,

"
. R
Questa equazione mostra che, essendo 5~ <1, la corrente di
"
convezione & trascurabile in confronto della corrente di condu-
zione, e ci si riduce pertanto all’ equazione (2.56).

Introducendo ora mell’ equazione (2.57) del campo magnetico,
grandezze adimensionali, essa diventa

cH* . . R
(2.71) i+ = B rot* W*AHY) + RT:. Ax H*
dove R, & dell’ordine dell’ unita.
14
Ora il numero di Reyneolds magnetico B, = —,£ , pud essere

considerato come il rapporto tra la dimensione L del campo del
moto e la lunghezza caratteristica L, definita da
1 g

L.= o'u.V= v

‘oppure il rapporto tra la grandezza media V della velocita del
fluido e la velocita caratteristica V, espressa dalla
1 %
V, = ;'P-_L =71,

La lunghezza caratteristica L, pud essere considerata come la
lunghezza di cui si spostano le linee di forza magnetica in dire-
zione f{rasversale alla direziome del moto. Percid se L>L,, e
quindi E,3> 1, il campo magnetico si muovera con la corrente,
sard ciod congelato col fluido, e sard molto influenzato dal suo
movimento.

Se al contrario L <€ L., cio® R, < 1, il campo magnetico non
sara molto influenzato dal molto del fiuido. La velocita caratteri-
stica V, pud essere vonsiderata come quella con cui si muove il
cammpo magnetico trasversalmente alla direzione del moto del flui--
do. Allora se V3> V,, ciod B, > 1, il campo sark praticamente
forzato a seguire il fluido nel suo moto e sard fortemente influen-
zato da questo moto. In questo caso il secondo termine del se-
condo membro della (2.71) & trascurabile iu confronto del primo,
e I’ equazione (2.67) diventa

(2.72) a—g— = rot (wAH).
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Se invece & V< V,, ciod R, <€ 1. nell’ equazione (2.71) sard
trascurabile il primo termine del secondo membro in confronto
del secondo, e la (2.57) si ridurra alla

oH
ot

In questo caso il movimento del fluido non ha pik influenza
sensibile sul campo magnetico. Cid equivale a trascurare il campo
magnetico indotto.

Poiche la (2.73) si identifica con U’ equazione della diffusione
del campo magnetico in un conduttore, diffusione che da luogo
ad un decadimenfo del campo, dall’analisi dimensionale risulta

a2

che il tempo di decadimento & dell’ ordine di o= ouL?,

(2.73) =nA,H.

Consideriamo ora I’ equazione del moto (2.59"), che, supponendo
trascurabili le forze di mnatura non elettromagunetica, possiamo
scrivere nella forma

dv aH 1
(2.75) Pgr=* gpH —grad (P¢+§!'-H’)+PVT
dove &
XI ’
T= ;I:P- graddive 4 A, v

\
’

w
ev— ‘P & il coefficiente di viscosita cinemalica.

Ponendo ancora
P v Lé~

1pl*—'— v o= — , T*

= =V
0oV Va V>

e

dove ¢, e v, sono valori caratleristici di ¢ e v, si ha la forma
adimensionale

do* dH*

(2.75") =P, R g5 H*— R grad* .

. (p,*—}— %Pm H*e)_i_%r,* vk

3

nella quale &

wH 2 _ V,*
(2.76) P, = WVE = s
. ) . . VL N

il mumero di pressione magnelica, ed R = - P ordinario nu-

[\]
nero di REy~NoLDs delia fluidodinamica.

Tl numero di pressione magnetica P,, risulta uguale al rapporto

1
tra la pressione magnetica 2 wH? e la pressione dinamica 3 fo Ve,
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Se P, ¢ dell’ ordine dell’ unita, o pilt piccolo, il moto del fluido
sara poco influenzato dal campo magnetico. Esso risulta anche

Ve
uguale al rapporto T,“; , tra il quadrato della velocita caratteristica

V,= H, V;— , il quadrato della velocitd media V del fluido.
Vo

La velocita V, & quella comunemente detta delle onde di ALFVEN,
poicheé fu ALFVEN il primo che mostrd che in un fluido incom-
pressibile e non viscoso, di densita ¢, e di alta conduttivita elet-
trica {6 = oco) soggetto a un campo magnetico nuniforme H,, le
perturbazioni si propagano come un’onda, con velocith V,, nella
direzione di H,.

In un fluido compressibile le onde magnetofluidodinamiche
sono molto piii complicate delle onde semplici di ALFVEN, ma
esse hanno stretta relazione con queste onde, poiché la velocitd
caratteristica V, & la medesima.

VL
Il numero di RevNoLDsS ordinario R = - da una misura del
[

rapporto tra le forze d’inerzia e le forze viscose. Se per un dato
fluido il numero R & piccolo le forze viscose sono predominanti
e I’ effetto della viscosita & importante in tutto il campo del moto.
Invero il coefficiente del termime d’inerzia nell'equazione adi-

tV _ 5V

mensionale del moto & =" mentre quello del termine do-
0

. Vs
vuto alle forze viscose & Povo Ta» © il rapporto di questi coeffi-

cienti risulta R = ‘i—L .
0
Se invece il numero R di REYNoLDs & graunde risultano pre-
dominanti le forze d’inerzia e 1’ effetto di viscosita si fa sentire
in una stretta regione, o in uno strato limite, in prossimitd di
confini solidi. o in ogni altra regione in cui si verificano grandi
variazioni di velocita, come nell’ interno di un’ onda d’ wrio.

6. Forma adimensionale dell’ equazione di stato e dell’ equazione
dell’ energin.

Ponendoci ora piu specificatamente dal punto di vista della
magnetogasdinamica, e considerando 1’equazione di stato e I’equa-
zione della energia, saremo condotti a introdurre due altri impor:
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tanti parametri, Per questo poniamo ancora

Cp = Cp_ — Cro o=
(2.77) o ::"“ i: ’ 0 r
E‘-—'o ’ = W'V = To
dove Cp, , C, , % . wy , T, , sumo rispettivamente dei

’

valori di riferimento di C, , C, , » , ' , T.
L’ equazione di stato si pud scrivere allora

(2.78) 1 ME p* = ¥ T*,
dove
o vV
2.7 M, =
(2.79) *= Vym,T,

8 il numero di Mach.

Analogamente I’ equazione dell’ energia, presa sotto la forma
(2.63), in cui supponiamo trascurabili le forze non elettromagne-
tiche, come pure i termini radiattivi, in forma adimensionale risutta

d .. 1 . op*
(= [Cp ™ + 5 0—1) M’ov**.] = (=1 M’ 25 +

2.80) + K (y—1) M2, div* (v*o%) + & div* (o« grad* T*) 4
R 0 P.R

+ P, R,(y—1) M3 rot* H* %< 1 rot* H* — p* A\H *
E, A

dove
(2.81) p, — Coot*’s
*o
¢ il numerc di Prandil, ¢ gli altri simboli hanno il significato
gia detto.

Il numero M, di MacH da una misura della compressibilita
del gas dovata alla sua velocita ed ¢ definito come ii rapporto
tra la velocitid caratteristica V della corrente e la velocith V, del
suono nel mezzo che si considera. Invero la velocita del suono in
un gas in condizioni adiabatiche & data da

wp . P
Vis:i’? =Y§=YRaT .
3i pud dimostrare facilmente che il rapporto tra la variazione
di densita del fluido e la variazione di velocitd &, in prima ap-
prossimazione, proporzionale al quadrato del numero di MacH
della corrente. Allora, per numeri di MacH moltn piccoli la va-

riazione di densith, e quindi 1’ offetto di compressione. dovuto



MAGNETOFLU IDODINAMICA 31

alla variazione di velocith, & trascurabile e il fluido pud essere
considerato come incompressibile. Per grandi numeri di Macu
occorre invece considerare I’ elfetto della compressibilita.

Il numero P, di PRANDTL da una misura dell’importanza re-
lativa della viscosita e del calore di conduzione.

Scrivendolo nella forma
’
v X w
poon ) (L2t),
Lo Pu Ua
esso risulta uguale al rapporto tra la viscositi cinematica v, e la

X,
difiusita termica —s—

dovuta al calore di conduzione.
Cpoto

Se I effetto della viscositd si manifesta soltanto in una stretta
regione e in questa regiome v, & molto piccolo, essa vien chiamata
strato limite. Analogamente se la diffusivitd termica si manifesta

%

soltanto in una stretta regione e in essa & Coot
Pol’o

molto piccolo, si

ha uno strato limite termico.

7. Ulteriori semplificazioni delle equazioni della magnetogasdinamiea.

Le equazioni fondamentali della wmagnetogasdinamica possono
essere ulteriormente semplicate quando alcuni dei parametri adi-
mensionali che in esse intervengono sono di un ordine di gran-
dezza molto piccolo in confronto dell’ unitd. I casi pilt importanti
sono i seguenti.

a) Il numero di REYNoLDS magnetico R, & molto piccolo e gli
effetti radiativi sono trascurabili; allora. supponendo che le forze
non elettromagnetiche siano nulle, le equazioni si riducono alle
seguenti

p=R,¢ T
2. g —0
at+ iv (co) =

d dH 1 .
97;%=:*313H—-grad (p+2sLH-)+

+ N+ y.'j graddive 4+ v\ v
d , 1 o . P
Pa’i(cpr+2'v‘):at +d1v(rv—|—xgrud 1"+

(2.82)

+ rotH x.(é rotl-l——yv/\H),

dove I’ omografia v degli sforzi di viscosith & definita dalla (2.43).
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In questo caso il campc magnetico H si pud ritenere asse-
gnato ed uguale a quello esterno, e le incognite da considerare
sono v, p, ¢, T.

b) Il numero di pressione magnetica P,, & molto piccolo. In questo
caso le equazioni della gasdinamica sono praticamente indipen-
denti dal campo magnetico e il moto del fluido pud essere deter-
minato colle equazioni pure della gasdinamica:

p=R,:T

éc . _
s T divew)=0

(2,83) £ %‘% = — dradp + (M+u') grad dive + ¢'A, v

d 1 8
¢ (CPT +3 ,,e) = ai; + div (v + xgrad T)

le quali definiscono le incognite w, ¢, p, T. Determinate queste
quantitd, I’ equazione (2.57) con la condizione (2.58), forniranno il
campo magnetico.

In questo caso dunque, mentre il moto del fluido uon & sensi-
bilmente influenzato dal campo magnetico, questo, per effetto del
moto risente delle variazioni che possono essere studiate mediante
I’ equazione (2.57).

c) Caso di un numero di MacH moitc piceolo, in cui il fluido pud
essere considerato come incompressibile. In tal caso 1’ equazione
di stato pud essere sostituita dalla ¢ = p, (costante). Le incognite
sono allora H, v, p, T, e le equazioni si possono dividere in
due gruppi.

Le equazioni del primo gruppo contengono le incognite H, v,
e p, e s0no

divg=20
dv dH 1 .
pm':p.—dPH——gl'ad(p—i—.zsz) + A0
(2.84) P ‘
_aHt— + rot (HAw) = w0, H

divH =0,

dove v ed » sono supposti costanti. Le (2.84) sono anche le equa-
zioni della magnetoidrodinamica,

Dall’ equazione dell’ energia, se M, -~ 0, mentre M3 P, ed
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M?

0%

g hom sowo trascurabili, deduciamo, per la determinazione
m

della temperatura I', I' equazione

@284) o jt (CpT)=div (xgrad T)+ rot H x (é rot H — ,w/\u) .

dove si & supposto che il calore di JouLE e il Javoro dovuto alle
forze maguetiche siano dello stesso ordine di grandezza dell' ener-
gia termica.

Se poi amche M P, ed
dell’ energia diventa

MO’ Pm
R

sono tsascurabili, 1’equazione

m

_d_(_lc;t’_T) = div (xgradT),

(2.84") ¢
che & I’ equazione termica dell' ordinaria gasdinamica a numero
di mach molto basso.

d) Caso di un gas perfetto. ideale la cui viscosita & nulla e la con-
duttivita elettrica & infinita. In questo caso ¢ R=occ ed R
I’ equazione dell’ energia si riduce alla

=oc;

n

d 1 :
2.85) 9at(CpT+2v2)=c—£+gArotH/\H><v

© 1'equazione del moto e quella del campo magnetico diventano

dv

(2.86) ¢qi = wrot HANH — gradp

(2.87) aa_’t’ + rot (HAw)=0

e) Caso di un gas radiativo. A temperature molto alte, come
quelle che si riscontrano nei gus stellari, i termini radiativi nelle
equazioni fondamentali possono non essere pilt trascurabili e
allora le equdzioni da considerare sono le seguenti

p:R,,;’-T
oy div (o) =0
(2.88) p
I;d—:’ = - grad(p + p,) + uvrot HA\H +

+ (4 u) graddiv v + uw'A v
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aait,_ + rot("/\v): — o rotrot H

d dv

E I?
@88 g (cr+ ) =0 (- 0n) —p+piave + Dy

+ div (x grad T + % grad p,) + & ¢

dove E,, p, e © hauno i valori gia noti.

Naturalmente si possono applicare anche qui le semplificazioni
considerate nei casi precedenti.

E da osservare che nel caso in cui la forza di massa non elet-
tromaguetica non & trascurabile, occorre tenerne conto mell’ equa-
zione del moto e nell’ equazione dell’ energia. Il caso pit impor-
tante & quello in cui il fluido & soggetto alla propria gravitazione.
In tal caso, se U & il potenziale delle forze di mutuna attrazione
newtoniana, occorre aggiungere nel secondo membro dell’ equa-
zione del moto il termine F, = glgrad U.

Inoltre nell’ equazione dell’ energia, 1’ energia totale riferita

1
all’ unitd di massa sara C,T + ; E. +&=C,T + 5 E.—U.

Va rilevato inoltre che nei ‘punti interni alla massa fluida il
potenziale U dovrd verificare I’ equazione di Poisson

(2.89) A, U= —4nfg,

dove f & la costante di attrazione universale.

§ 3. Magnetoidrostatica e moti stazionari in Magnetofuidodi-
namica.

1. Magnetoidrostatica.

La magnetoidrostatica & limitata alla considerazione dello stato
di equilibrio di un fluido elettricamente conduttore immerso in
un campo magnetico. In generale !’ azione del campo magnetico
sulle correnti elettriche che scorrono nel fluido, fa nascere delle
forze meccaniche non equilibrate che determinano un movimento
del fluido stesso. Tuttavia, in certi casi, le azioni magnetiche o
svaniscono o sono equilibrate dalla pressione del fluido, cosiché
il flnido rimane in equilibrio.

Se un fluido conduttore & in equilibrio sotto 1’ azione di un
campo magnatico H, e soggetto a forze gravitazionali derivanti da
un potenziale U, essendo v =0, le equazioni da considerare sono

(3.1) gradp=yrot HAH + ¢grad U
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2. tH 1
(3.2) i = ‘1_1; AH
(3.3 divH =0,

Nell’ equazione (3.1) di equilibrio il termine wrotH AH rap-
presenta la forza elettromagnetica di LoreExrz. Una prima classe
di problemi magnetoidrostatici si ha allora quando la forza di
LoreENTZz si annulla, cioe

(3.4) votHAH = 0.

In questo caso il campo magnetico non esercita alcuna azione
sul fluido e I equilibrio idrostatico & lo stesso di quello che si ha
in assenza di campo magnetico.

Il campo magnetico in questo caso & chinmato canmepo di forze li-
bero (force-free field), ed esso decade in accordo con 'equazione (3.2).

Un altro caso di configurazione di equilibrio si ha quando la
pressione idrostatica bilancian sia ’azione elettromagnetica di
LorENTZ che le forze gravitazionali. Se si tratta di un fluido in-
compressibile (; = cost), scrivendo la (3.1) sotto forma

—, %
— ‘J. (lP

si ha che le linee di forza magnetica si comportano come linee

(3.9) grad (p — U + i yLH*) H .

1
elastiche soggette a tensioni longitudinali di grandezza _ uH®

-

1
e a una pressione laterale totale p — U + _, wuH*,

Prendendo il rotore di ambo i membri pella (3.1) si ha che in
generale, per I'equilibrio il campo wmagnetico deve soddisfare
all’ equazione

(3.6) wrot(rot HAH) + grad: A grad U= 0.
e se si tratta di un liquido si deve avere
3.7 rot (rot HAH)=0.

Inoltre, se il campo che si considera 2 limitato da una super-
ficie che lo separa da un altro fluido, attraverso yuesta superficie

1
limite 1a somma p + 5uwH? della pressione idrostatica e della pres.

sione magnetica deve essere continua: cost pure deve essere con-
tinua la componente normule B, dell’induzione B = uH .
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2. Moti stazionari - Moti rotatori assinli

Particolarmente importanti in Astrofisica & la considerazione
di masse fluide altamente conduttrici dell’elettricita, in moto per-
manente, tali cioé che gli elementi del campo e del moto sono, in
un dato posto, invariabili col tempo, ma variano da luogo a luogo.

Fra i moti permanenti hanno importanza preminente, special-
mente nella fisica stellare, i moti rotatori assiali. In generale
questa rotazione non & uniforme, ma, come dimostrano le osserva-
zioni effettuate per il Sole. la velocita angolare di rotazione varia
sia colla latitudine, sia colla distanza dall’asse.

Ora, se la velocith angolare di rotazione w & indipendente dal.
P angolo di rotazione ¢, ma dipende solo dalle coordinate cilindriche
r, 2, ciod w = u(r, 2). essendo 1 la distanza di un punto dall’asse
e z la coordinata assiale, allora la distribuzione del campo magne-
tico, della densith e della pressione & necessariamente a simmetria
assiale.

Infatti, nel caso considerato, essendo p la velocitd di una par-
ticella fluida, si ha

3.8) v =rwgrady

e risulta div » = 0.
L’ equazione di continuitad, che nel caso dei moti stazionari si

riduce alla div (zw) =0, porge allora

€ a_P —

(3.9) 29— 0,

ciod la densita o & indipendente dall’anomalia ¢. Dall’equazione
di stato f(¢, p) = 0, si ha che anche la distribuzione della pressione
p & a simmetria assiale.

L’ equazione del campo magnetico risulta ora
(3.10) rot (v A\ H)=0,
e questa mostra che esiste una funzione ¢ tale che
(3.11) v/ \H=grad ¢
con ¢ necessariamente indipendente dall’anomalia ¢.
Dalla (8.11) si ricava

" P P
(3.12’ "0)H5=a—r', Ter=——a~z—’

da cui segue che la componente radiale H, e quella assiale H, del
camdo magnetico saranno indipendenti dall’anomalia ¢.
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Dalla (3.11) si ha inoltre
grad ® x H =0, grad ® <y =0,

e quindi le linee di forza magnetica appartengono alle superficie
¢ = cost e queste sono anche superficie fluide.
Eliminando la funzione @ fra le equazioni (3.12) si ottiene

. 2 o _
(3. 13) a—r (‘I O)H,.) + a—z (1 D)Hz) = 0.
D’altra parte I’equazione di condizione div H =0, porge
. 2 2 oH,
(3‘14) 5. (rHr) + a_'z (’ H:) + _a:,’T i Ov
e da queste Gue ultime equazioni si deduce
- Ew g0 eHo
(3.15) rH, P + rH, s = 0.

Ma o, H,, H, sono indipendenti da o, percid anche la compo-
nente H,, che dovra essere una funzione uniforme, sard indipen-
dente da ¢.

Le equazioni, (3.14) e (3.15) si riducono allora alle seguehti

. 7 ° . .
(3.16) g (TH) + 52 (rH) =0
(3.17) rH,5 + rH,Z—: — 0.

Dalla (3.16) si ha che dovrd esistere una funzione V{(r, 2) che
si pud chiamare funzione del campo, tale che
15V 13V
(3.18) H=- = H==-=
r 8 ror
e pertanto la (3.17) diventa

Vi 3Vieom

or ¢z gz ar

la quale mostra che la velocitd angolare w & una funzione di V,

(3.19) © = o(1).

Dalla (3.18) si ha che il campo magnetico meridiano, o poloidale.
H,, ® dato da

(3.20) H, =grad Vv A grad g,

e quindi in un piano meridiano il vettore H,,, che ruppresenta
il campo magnetico meridiano, & tangente in ogni punto alla linea
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— costante passante per quel punto, cioé queste linee sono le
linee di forza del campo magnetico meridiano.

Inoltre dalla (3.19) si ha che la velocitd angolare » & costante
su ogni superficie V= cost, generata dalla rotazione intorno all'asse
di una linea di forza del campo magnetico meridiano. Questo teo-
rema, che porta il nome di legge di isorotazione fu messo in evi-
denza per primo da FERRARO (') nel 1937 e poi ritrovato da ALFVEN
come conseguenza del suo teorema sul « congelamento » delle linee
di forza magnetica in un fluido di alta conduttivith elettrica. Esso
fu dedotto ammettento a priori la simmetria del campo magnetico
intorno all’asse di rotazione e supponendo nulla la componente
trasversale, e foroidale di esso. L’autore ha completato questi risul-
tati dimostrando, come si & visto, che, nell’ipotesi di un movimento
rotatorio stazionario, indipendente dall’anomalia ¢, il campo ma-
gnetico & necessariamente n simmetria assiale, anche ammettendo
I’ esistenza della componente toroidale H, . E altresi a simmetria
assiale la dietribuzione della densith e della pressione (*). In par-
ticolire le proprietid di simmetria sussistono anche nel caso della
rotazione uniforme (%).

E da rilevare che la legge di isorotazione, nella forma piit com-
pleta qui formulatla, & solamenie una conseguenza della alta con-
duttivita del fluido ed & indipendente dall’equazione del movimento.

Ma se teniamo conto di questa equazione, che nel caso consi-
derato si riduce alla

1
(8.21) gradp = vrot H AH + ‘Zw”p grad »* 4 ¢ grad U,
dove U & il potenziale delle forze di mutua attrazione newtoniana,
possiamo dedurre un’altra conseguenza importante e cioé che il
momento 7H. del campo magnetico, rispetto all’asse, & anche una
funzione di V.

({) V.C.A. FErrARO. Non -uniform Rotation of the Sun and its Ma-
gnetic Fields, « M.N.A.R.S.», 97,458 (19387). Cfr. anche [12]), Cap. I, § 1:6.

(2) Cfr. C. AcGOSTINELLI, Sull’equilibrio adiabatico magnetodinamico
di una massa fluida gassosa gravilante in rotazione non uniforme, « Rend.
Accad. Naz. Lincei», Serie VI1I1I, vol. XXVII, fasc. 3, marzo 3960.

(®) Cfr. AGosTINELLY, Sull’ equilibrio relativo magnetoidrodinamico di
masse fluide eletiricamente condutlirici uniformemente rotanti e gravitan.
ti. Boll. U.M:1., vol. 14, pp. 95-101. 1959.

Cfr. AGUSTINELL1, Sulle equazioni dell’ equilibrio adiatalico magnc-

todinamico di una massa fluida gassosa uniformemente rotante e gravitante.
«Rend. Acc. Naz. Linceis» , Serie VI11I, vol. XXVTIII, 1959.



MAGNETOFLU IDODINAMICA 39

Infatti. exsendo per le (3.18)

3.22) H = grad V A\ grad ¢ 4 rH, - grad o,
si ricava
(3.23) rotH = — V7,V . grad ¢ 4 grad (rH, ) A grad 3,

dove per semplicitd si & posto

?(LaV vV
..2 \-—I' = P — —_—,
3.24) 7LV =1 ar( ) 02®

rer
Si ricava inoltre

rotH N H=— —?;;Vgl'ad V— élr_’ grad (rH, )* —
(3.25)
1[e(rHy) eV g(rHy) 8V
— ;[__ (v _dride)al)
Ora, poich® la pressione p, la densith p, e quindi anche il
potenziale U delle forze di mutua attrazione newtoniana delle
particelle fluide, sono indipendenti dall’anomalia ¢. prendendo di
ambo i membri della (3.21) lu componente trasversale (nel senso
in cui varia 9¢), si ha
irot H A\ H), = 0,
cioé. avendo riguardo alla (3.25) si deduce
) 0V ilrH) oV _

e = =0,
or 2 2 ¢r
e quindi. giusto quanto si & affermato, si ha
(3.26) rH. = F(V).

Questa mostra che su una superficie di rotazione V= cost, la
componente toroidale H. del campo magnetico varia in ragione
inversamente proporzionale ulla distanza dall’asse di rotazione.

La (3.25) porge inoltre

o o= 1/, .  1dF ,
(3 27) vot H \ H=— ;'_—,(V,‘ + 4 ﬁ)grad V.
Supponendo ora che la pressione p sia funzione della sola den-

sitd z, ponendo
dp dp
Sz =f d: o’

dall’equazione (3.21) del moto si deduce
1
{3.28) grad lﬁ'(_:) - U, m‘-’r'] = —

w 1dF? 1  do® )
= — [1',;(\/,‘7-{—27‘7) + _21" W]grad 1.
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Questa equazione & integrabile se la quantith fra parentesi

quadre & una funzione di V, che indichiamo con Z_V’ cioé
2 Rl ( 1 gf) 1,00 dG
(3.29) B\ BV o gy ) T3 gv = gv

In questo caso dalla (3.28) si ottiene I’integrale
(3.30) 8(c)— U — ;w’r’ + G(V) = cost.

Da questa equazione si pud eliminare il potenziale U delle
forze gravitazionali, applicando ad ambo i membri il A, di LAPLACE
e ricorlando 1'equazione di PoissoN. Si ha cosi

(3.31) A, [5(9) —_— ;m’r" + & V)] + 4xf; = 0.

Assegnando allora le funzioni F(V), G(V) ed o(V), le equazioni
(3.29) e (3.31) costituiscono un sistema di due equazioni differen-
ziali alle derivate parziali del secondo ordine in cui sono incogunite
la funzione V del campo magnetico e la densita ¢.

Nel caso particolarmente importante in cui il fluido & in con-

dizioni adiabatiche, e quindi g(p) = Y—C;Y {F171 con C costante, ed

inoltre le funzioni w, F, G si suppongono lineari in V, cio2 della
forma

(3.32) o=ou,+eV; F=kV; G=h,V,

dove v, a,, k e hy sono delle costanti, I’integrale (3.30) e le equa-
zioni (3.29) e (3.31) diventano

(3.33) U +; w2 — bV — 7 i" 1 FY—t = cost.

(3.34) '%F (VsV + B2V) + agrio, + agV) =k,

(335) A, [Y—E-Ll pY—1 _; «r!(o)o + «, V)’ + hOV + 41!fF = 0.

Se pill in particolare ancora il moto di rotazione & uniforme,
ciod w & costante (x, = 0), e inoltre si suppone nullo il campo ma-
gnetico trasversale (k = 0), le (3.34) e (3.35) si riducono alle seguenti

(3.36) U,V = l;" 2

(3.37) A, (Y C_’Y 1 pr—=1 4 bV ) + 4nfp = 20,2,
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In questo caso, servendosi dell’ identiti
2 9

A,('-\,V - V.ZV) - r or

(V,V) = 0,

ci si riduce all’equazione differenziule alle derivate parziali del
4° ordine

282
(3.38) AN G (02 4 Br) + () = O,
in cui & incognita la sola densitd : e nella guale si & posto
d=fly —1) ho*(y — 1)
t— - = -, 2=
{3.39) « o , 8 Cru

Determinata la densith ¢z, con la condizione che essa si annulli
sulla superficie limite, se si tratta di una massa gassosa libera,
mediante la (8.36) si otterd la funzione V, e quindi le componenti
del campo magnetico.

§ 4. Moti vorticosi in Magnetofluidodinamica.

1. Due relazioni notevoli per il eampo magnetico.

La teoria classica di HELMHOLTZ sui moti vorticosi & basata,
come si sa, sulla considerazione di un fluido perfetto in cui la
densith & funzione della sola pressione, in particolare di un fluido
incompressibile. soggetto a forze di massa conservative. In tal caso
I’accelerazione delle particelle fluide deriva da un potenziale e
nell'ipotesi ancora che tutti gli elementi del moto siano funzioni
uniformi delle coordinate del punto. si ha che la circolazione lungo
una linea fluida chiusa & costante nel tempo e le linee vorticose
si muovono col fluido.

Considerando ora un fluido elettricamente conduttore, soggetto
o no a campi magnetici esterni, in cui si manifestano delle corventi
elettriche. e quindi dei campi elettrici che interagiscono col moto
del fluido, vogliamo stabilire intanto, per il campo magnetico, due
relazioni notevoli, ed estendere quindi ai moti magnetofluidodina-
mici vorticosi le equazioni di CavcHY e di HELMHOLTZ dell idro-
dinamieca classica.

Ci riferiremo per questo a un fluido perfetto di grande condut-
tivith elettrica e supporremo che le forze di massa non elettroma-
gnetiche derivino da un potenziale U. Le equazioni da considerare
sono allora

(4.1) ‘%t! +rot(H A v)=0, 41) divH=0

(4.2) Y wrot H NH —gradp + ¢ grad U

dv
Cat
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4.3) gt + ¢divp=0

(44 P =p)
Osserviamo che tenendo conto della (4.1'), I’equazione (4.1) si
puo scrivere
oH H

0 . dv d
at T (d‘v"_cTP)” +ap? =0

ciogé, avendo riguardo all’equazione di continuita, si ha

d H dv H
dt ¢« — dP ¢ —

Questa equazione &, per il campo magnetico, I’ analoga di quella
che sintetizza le equazioni di HELMHOLTZ sui vortici nella fluido-
dinamica classica, e mostra ancora 1’analogia tra il campo magne-
tico e la vorticita.

Se ora consideriamo il moto dal punto di vista lagrangiano,
chiamiamo P(a, b, ¢) la posizione iniziale della particellu fluida
che all’istante ¢ occupa la posizione P(x, 4, 2), con P funzione di
P, e di ¢, introducendo I’omografia vettoriale

(4.5) 0.

(4.6) x=-
si ottiene
do_ dodb_d(dpydp, o,
dP~ dP, dP — dt dp.,) dP = at*
Applicando allora a sinistra di ambo i membri della (4.5) I’ ope-
ratore x—1 e osservando che

si deduce

o

dt e T at T T d
da cui, integrando e indicando con H,, ¢, i valori di H, ¢ per
t =0, poiche all’istante iniziale & x =1, si ha

@ H_H

< &,
h o

1 i H & H d (x‘l H) =0,

-
2
h

Ma per I’equazione lagrangiana di continuiti & Iz .:=3, es-

sendo I,» I'invariante terzo dell’ omografia «, o se si vuole lo jaco-
biano di @, y, # rispetto ad @, b, ¢, percid la (4.7) si pud scrivere
oH,

(4-8) H —_— I._x
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che & un'utra notevole relazione la quale esprime 1’intensita del
campo magnetico in un istante generico ¢ in funzione dell’inten-
sith all’istante iniziale, analoga n quella di CaAucHY che nella flui-
dodinamica classica esprime il vortice in un istante {, per mezzo
del vortice all'istante iniziale.

2. Le equazionl di Cauchy e di Helmholtz nella magnetofluidodinamica.
Per vedere come si modificano le equazioni di HELMHOLTZ e
di Cavcny in m.f.d., dividiamo per : ambo i membri dell’equa-
zione (4.2) del moto, e prendiamo quindi il rotore di ambo i membri.
Poiche

dz

ol
e

1 .
_grad p = grad ,
si ottiene ' )

alotv

4 rot(rot v A v)_.mt(lot B N - ), (B = uH),
dalla quale, tenendo conto dell’ equazione di continuith, si deduce

4.9)

[
h

al5) = ap = (B )
la quale generalizza le equazioni di HELMHOLTZ.

L’ equazione (4.9) si pud ancora integrare considerando il moto
dal punto di vista lagrangiano, e I’integrale di essa ci dara I’es-
tensione dell’equazione di Catcry. Invero, applicando a sinistra
di ambo i membri dell’equazione (4.9) Y operatore «—1, si ottiene

d - rotv x—1
dt(l - )=-_ 10t(rotB AN W)

7] <
h )

Integrando rispetto al tempo a partire dall’istante {=0, fino
all’istante ¢ generico, si deduce

rot p roi.‘,vo

1‘1——?— +j ——1ot(rotB/\ )

dove 1'indice o sta ad indicare che gli elementi sono calcolati nel
punto Pya, b, ¢), posizione iniziale di P(x. 9, 2).

g KR
7o -—1

I’ ed a—t = 1
trasposta) dell’omografia vettoriale Rx, reciproca di =, si deduce
ancora

Essendo ¢ = , dove KRx & la coniugata (o

t
. B .
(4.10) rot p = i—mlroto v, +j KRx rot (rot B A\ !—‘:) dt ]
]
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Questa, che & la cercata estensione dell’ equazione di Cavcny
alla m. f.d. esprime il vortice in un istante generico #, per mezzo
del vortice all’istante iniziale e per mezzo del campo magnetico.
Da essa risulta manifesta 1’influenza del campo magnetico sulla
creazione dei vortici. Anche se inizialmente il vortice & nullo, nel
movimento di un fluido perfetto. elettricamente conduttore, per
effetto del campo magnetico pud nascere un moto vorticoso.

Nel caso della m.f.d. il teorema di LaeRrRANGE relativo alla
conservazione del moto irrotazionale di un fluido perfetto, in gene-
rale dunque non sussiste pii.

§ 5. Onde Magnetofiuidodinamiche.

1. Equazioni linearizzate.

Uno dei problemi pili importanti nella m. f.d. é quello che ri-
guarda la formazione e la propagazione di onde dovute a piccole
perturbazioni. I moti ondosi nei fluidi elettricamente conduttori
presentano lineamenti caratteristici assai interessanti ed essi tro-
vano applicazioni in molti problemi geofisici ed astrofisici.

Il primo a dimostrare la possibilita della formazione di onde
in un liquido conduttore fu ALPVEN nel 1942. Per analogia con
le vibrazioni trasversali di un filo teso egli ammise che gqunando
un liquido & disturbato dalla sua posizione di riposo i tubi di
forza magnetica compiono delle vibrazioni trasversali con velocita

. 71
di fase delle onde generate uguale a (y::l )'é, onde che egli chia-
md magnetoidrodinamiche.

Qui ci limiteremo a stabilire le equazioni delle piccole oscilla-
zioni riferendoci al caso di un fluido gassoso a riposo con pres-
sione p,, temperatura T,, densith ¢, e soggetto a un campo ma-
gnetico uniforme H, che, con riferimento ad una terna di assi
cartesiani ortogonali (x, y, z), sia diretto parallelamente al piano
x=0. Le sue componenti saranno parcid (0, H,,, H,.),

11 fluido sia perturbato da una piccola perturbazione e nel moto
che ne nasce sia v la velocith, e siano p’ , ¢’ , T" , h gli incre-
menti della pressione della densita, della temperatura e del campo
magnetico. Sia inoltre E il campo elettrico, / la densitad di cor-
rente di conduzione e g, la densitd delle cariche elettriche.

Le quantita o’ , p' , ¢, T', E, h, I e p, saranno supposte
motto piccole e tali da poter trascurare i termini di ordine supe-
riore al primo rispetto a queste quantita. Supporremo inoltire che
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esse siano funzioni soltanto di 2z e #. Considereremo percid onde
piane che si propagano mnella direzione dell’ asse 2.

Le equazioni di MaxXwELL e quelle che esprimono la legge
generalizzata di OBM e la legge di conservazione delle cariche
elettriche, da prendere in considerazione somno:

®.1) voth=1+:'E
ch .
5.2) votE=—u P (divh =0
(5.3) I=c(E+2»vAH,)
(5.4) aait 4+ divli=0

dove ¢, u e ¢ sono supposte costanti.
Queste equazioni, nell’ ipotesi che gli elementi dipendano sol-
tanto da z e da ¢, porgono le seguonti equazioni scalari

oh, - o. oE,  dh,
(5-13) -_— 72— I + E (O.?d) a—z = ?
the. E,, - 0EB. ¢ch,
(5.1b) e = I, 4« ) s (5.2b) i — % 5
(533) Iz: =0 [Ea.- + * (Ho: Uy — Hoy ‘U,)]
(5.3b) I, =c(E, — ¢ H,v,)
{8.3¢) I.=¢ (E + v H,, v.),
5 al“e
{D.4a) e +
Dall’ equazione di stato
(5.9) p=ReT

dove R & la costante del gas, si ricava

pl G T’
5.5 - = ,
%) Po fo T

e da quella di continuita

- de .
{5.6) d—i+pd1vv=0,
si ha
, 0
5.6 Ft+ o——=0.
L’ equazione vettoriale del moto

d
¢ 7‘;— = —gradp + wINH + (A,v + }; grad divv)
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&i riduce alla

. 1
G0 BN a;; = — gradp + w INH , + ' (A,v+ g grad divv)

che porge le equazioni scalari

(5.7a) Fo gﬁ = v (H,, Iv - Hou I+ !"' 8221:
ot : ; hicd
o 2,
(6.7b fo = —w Ha L 4w 2
= eV, ' 1 o',
(o7l foof =~ g T Hu o+ gu T

Infine, I’ cquuzione dell’ energia, che assumeremo nella forma
semplificata

(5.8) p;t(CpT + ;v’) = % -+ A, T+ rotH < (; rotH — vy /\H) s

nel caso considerato si riduce alla

orT o T
(59) Fo Cp ’}_t == W X 2'5_2

Osserviamo che la componente h, del campo magnetico indotto
. h, :
figura soltanto nell’ equazione (5.2c), che porge % _ 0, Poiche

ot

h,
d’ altra parte dalla condizione divh = 0, si ha a—a;' = 0, si deduce

che & h, = cost, e ~i pud assumere h, = 0.

Le rimanenti equazioni si possono suddividere in due gruppi.
Un primo gruppo comprende le puantita v., h,, I, I,, E,, E.,
¢.» che sono governate dalle equazioni.

i oh, _ oh.
(9.1b) I, +¢ B
d.1c) I+ zE—': =0
ot

aEu E‘h.c
(5.2&) iz = _i‘t_
(6.3b) I, =s(E, —uH,v.)
(5.30) I.=g¢ (E, + Lt Hayv:r)
(5.4a) el L % _

2 0
A, ' w,'v.c

(6.7a) fo %-t = w(H, I, — H,, 1) + u 'c_c-;,t—
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Poiche queste equazioni sono relative alle componenti v,, h,
della velocita e del campo magnetico indotto, che sono perpendi-
colari al campo magnetico uniforme H, applicato, le onde corri-
spondenti si sogliono chiamare onde trasversali.

TUn secondo gruppo comprende le quantita v,, v,, h,, I, E,,
p’y ¢, T’ e le equazioni che le governano sono

h. BF

(5.1a) aa;"
- 8E, eh,,
(5.2b) = _5t
(6.q) I, = ':[E + w(Hyv, — Hyyv,)]
— p' ¢ T
(0.6 CU S T

) Po Po + T,,

’ a
5.8 % b0

av , v,

(5.7b) Po W = —uH, I, + v cz”

- w, b 4 0%,
(6.7¢) Po 3¢ = — l’“ +uHy L.+ g 53
= T’ a; O*T’

(5.9) 2G5 = 1, + x

Questo secondo gruppo da luogo ad onde che spesso sono
chiamate onde longitudinali.

Eliminando dalle equazioni del -primo gruppo le incognite I,
ed I, ci si siduce al sistema di equazioni

oh,, ov., 1 3*h, <« 0%h,
ot = o E"'w T
v, oF. 2B, ,0%,

Po - at oz a + U.E( 0y at H0= ot )+U. az't
(5.10) aE ¢h,

G(E - ”'Hoz'va-) +e—- = 7z

E
o(E, + wHyo,) +¢ 55 =0,

in cui sono incognite h,, v., E,, E,.
Dalle ultime tre delle equazioni (2.10) si possono anche elimi-
nare facilmente E, ed E, e si ottiene 1" equazione

- 0 (e V. oh,
(0.11) Po "t <'_ G(t + ) Ho. P \0’ at_ + ha') -

Ho: ah ,,C’v.,. 7 (E;;v_-" )
—9-(“ ,,zat+ wHy )+u52"' c of + 0 )

(Ho* = Hoy + Hos )y




45 CATALDO AGOSTINELLI

che é un’equazione nelle sole incognite h,, v,, che va associata
alla prima delle (5.10). Determinate queste due incognite, dalla
3* ¢ 4" delle (5.10) si ricavano E, ed E, con semplici quadra-
ture. Le (6.3b) e (5.3c) danno poi I, ed I,; infine dalla (5.4a) si
ricava g,.

Analogamente, eliminando dalle equazioni del 2° gruppo le
incognite E,, 1,, si ottiene il sistema

O t]
pizg g g Lot

a —Ho o —Ho g+ 5o s \Poag — % 552

v oh L] ( o*v ) ’v
5.12 it S gt d - - (e S Y (i
(0'1 b, PO at y‘HOI oz + c Et \y‘ azl 90 Et ) + w

-—ey.’Ho,(H “_ g 6&)

o 52— Ho 5
pi2g  pe =T - (o G ) e
(3.124) aa_; + Po%= 0

(5.12e) %;=:_; %

Oa2n ol =B BT

2. Oscillagzioni periodiche rispetto al tempo. Onde piane.

Delle equazioni ottenute nel n° precedente consideriamo solu-
zioni periodiche in cui tutte le quantitdh perturbate sono propor-
zionali al fattore esponenziale eiwt—Fk2) dove k é il numero d’onda
ed » ¢ la pulsazione.

In questo casu le equazioni ridotte del primo gruppo, é cioé
la prima delle (3.10) e 1a (5.11), si possono scrivere nella forma

, € k? ,
(zm — -0 E) h, +ikHyv,= 0

[ : E"Ho= - E S!J.Ho, ]
‘5.13) [‘lk oo (‘GU)G +1)+;—?; kahz+

+ [(im + vk?) ('io)%-}- ! ) + io)sy.Va’] v, = 0,

’ P-H’

dove v= - & la viscosita cinematica, e V,?= “== | é il quadrato
° ¢

della velocitad delle onde di AL¥vEN, Eliminando fra le equazioni
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h, . . .
{3.13) il rapporto P abbiamo I’ equazione determinante -
x

2
{5.14) (im — f—_w?) [(iw — i w? 4+ g’_) (T 4 vk*) + (b — m’ey.)V,“] -

o

2 1 £ 0?
— e lino — —w? | -
g

k
sw) =0,
dove ¢é
2

P-_____Hoy Ve — &_H;f

N ] 3 .

%o Po

La (5.14) é un’equazione quadratica in k%e vi sono percid due

differenti modi di propagazione di onde trasversali. In assenza
di campo magnetico (V, = V., =0), la (5.14) si riduce alla

V=

y

=% ) (io — ot F) o 4 vk — 0
0 — — o? i - =
t 5 in S + us (to 4 vEk?)
e si hanno le due soluzioni
i
k,* = eport — tpow, ky, = — %

che definiscono rispettivamente le onde luminose e le onde vi-

scose. In presenza di campo magnetico vi é accoppiamento fra
questi due modi.

I1 fattore i — % w? rappresenta onde elettromagnetiche smorzate.

Nel caso sia trascurabile la corrente di spostamento (= = 0),
I’equazione (5.14) diventa
. 2

(5.15) (im + u—c) (i + vk?) + k2 V2= 0,

e le onde trasversali risultano indipendenti da V,, e risultano
anche indipendenti dall’effetto di compressibilita del fluido.

Per un fluido non viscoso (v =0), di conduttivith elettrica
infinita (¢ = oo}, 1a (5.15) da
I w? .
(0.10") ic—é = Vz
che definisce le onde trasversali di ALFvVEN.

Per le onde longitudinali occorre considerare le equazioni (5.12).

Dalle ultime due di esse si pud eliminare la temperatura 7T’ e si
ricava

C Do )
P ‘noT ’ % ~9 ’ S
(4 c _ o ct C Do 32 \py gy
v 6o Ty r 00 Ty
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Ma, essendo V.® la velocith de! suono nel mezzo non pertur-
bato, si ha ora '

¢,
P 0, C,RT, C,
(6.17) V*= PP« = C:—I% = YRT,, (R=CP—'C~H Y=_':.) ’
Cp—PoTo

e I’equazione precedente si pud scrivere

op’

(5.18) =

/ ’
s +4T(r _az_\ P)

Il sistema si riduce dunque alle equazioni (5.12a), {5,12b),
{6.12¢), (6.12d) e (5.18). Ponendo in esse al posto delle incognite

’

h,, v,, v,, p', ¢’ delle quantith proporzionali all’esponenziale

ei(wt—ke) si hanno le equazioni
k
toh, 4 [’ik Hy, — 57— o H, (pp» — tk’w’) }'v — tkHyv, = 0
iku Hyh, + [(w’w +w k) (140 5) +

(5 19) + 'i(l)E‘U.' HO‘: l vy - io’Ey'QHO!I Hoz'”a = 0

4
+ v'k)v, + (Poi"’ +3 !L'ki) v, — ikp’ =0
— tkpyv, + tup’ =0

zm+-—(Y—l)k*]p—[wV 4= (‘r——l)k’]P—O

Uguagliando a zero il determinante dei coefficienti di queste
equazioni, si ha, per la determinazione dei valori del numero
d’onda k, 1’equazione

ngo(*{—l)( +c‘3‘ ‘9) 4_[.,,?

-|- 3 vl — ju V,"'] k? — iw? ; .

(5.20) . %(im + Vi) L% (k? — ewon?) + 40 ] + (£ — sun?) V,*% -

— (k® — euw?) (dv + vE?) [w”

| ve=o.

Se trascuriamo la corrente di spostamento (¢ =0), questa equa-
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zione si riduce alla seguente

v [z
§1Tu7_-n(%+wf w)kh—l1£°

3 by
' 4 . .
+ 3 vl — g Ve | B — 403} .

(v — w4

. g(iw + vk?) (!_c:: + i(-:) + k* V:‘ —
— k*iw 4 vEk?) lo)"' — Z—pzl:! (v — l)k‘l] s, =0

La quantith racchiusa fra le prime due parentesi storte di
questa equazione rappresenta onde sonore in un fluido viscoso in
cui si ha diffusione del calore. In questo caso, se non vi é campo
magnetico trasversale, cioé H,, =10, e quindi V,, =0, non vi &
accoppiamento fra le onde souore e le onde magnetiche definite
dall’ equazione,

Yo t : i 2 .2
y.ck+V‘+1' v_’_-y.amk 0?=0.

Se invece é V,3=0 vi é accoppiamento tra i tre modi basici
costituiti di onde sonore, onde viscose ed onde magnetiche.

L’ effetto della componente trasversale H,, del campo magne-.
tico sulle onde sonore si vede chiaramente considerando il caso
pilt semplice di un gas ideale in cui la viscosith é nulla (v = 0).
la conducibilith elettrica é infinita (¢==o00), e la conducibilita
termica é nulla (x =0, ed inoltre é H,, = 0. In tal caso 1’ equa-
zione (5.21) si riduce alla seguente
»?
I3

Questa mostra che !’ effettiva velocita del suono V, in un pla-
sma ideale, con H,, =0, é data dalla relazione

VeY f— ng + Vyi_

Nel caso ancora di un plasma ideale, sotto 1’azione di un
campo magnetico generale (H,, 30, H, 34=0), I'’equazione {5.21)
si riduce alla seguente

»? 2\ fof w?
(=) () g wmo

Vi sono quindi in questo caso due velocith di propagazione.
Poiché sussiste ancora la (5.15') che definisce le onde trasversali
di ALFVEN, possiamo dire che in un plasma ideale, sotto 1’azione
di un campo magnetico generale, vi sono tre differenti velocita
di propagazione.

(6.22) =V, + V2
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Nel caso pilt generale corrispondente all’equazione (H.20) si
ha ancora accoppiamento con onde luminose.

Se il campo magnetico trasversale & nullo (V, = 0), I’equa-
zione (5.20) si scinde nelle due
4wy = T,

(5.23) xTuY—1Wi+”§bﬁk‘_[fo

(= 1w+
-4 2 .
+ g vort — iw V,'] k?—iw? =0

(5.24) (o + vEk®)

._:‘_" (k* — eun?) 4 io)] + (B — o) V=0

la prima delle quali rappresenta onde sonore in un fluido viscoso
dotato di conducibiliti termica, mentre la seconda rappresenta
onde magnetiche uccoppiate con onde viscose ed onde luminose.

Nel caso di un gas ideale in cui v=0, x =0, 5 = oo, la (5.20)
si riduce alla

4
(5.25) L eV, + VO] g — [V + V0

4+ Vi en VAV 7] ;Lc)!. + ViVi=0

che mostra 1’effetto della componente trasversale H,, del campo
magnetico.
Se pilt in particolare il campo magnetico ¢ tutto trasversale
(H, = 0, dalla (5.25) si ricava
w? Vit + V2
BT 14 enV,2
Cioé in questo caso la velocitah di propagazione é un pd pin
piccolu della corrispondente effettiva velocith del suono espressa
dalla (5.22), che si ha mnel caso in cui si trascura la corrente di
spostamento.

3. Superficie 4’ onda in Magnetofiuidodinamica.

Una questione di notevole interesse nella m.f.d. é quella della
determinazione del fronte d’onda in una propagazione ondosa,
utilizzando il metodo ben noto delle caratferistiche di un sistema
differenzianle.

Qui ci rifereremo al caso di un fluido compressibile, di alta
conduttivith elettrica, tale da poterla ritenere infinita, e mella
ipotesi di AL¥VEN che si possa frascurare la corrente di sposta-
mento in confronto della corrente di conduzione.
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Le equazioni da considerare sono in questo caso

cH

(H.26) = + rot (H Av) =0, (6.26") div H =0
_ d w

15.27) = ) rotH,\H——gxadp+F

(5.28) d; +cdive=0,

Considerando la discontinuith delle derivate prime del campo
magnetico H, della velocita v e dclla densita : attraverso una
eventuale superficie d’onda 3(x,, x,, x;, {) = cost., dalle equa-
zioni precedenti si deducono le seguenti

(5.29) A @g 4+ Arot (H A o) = 0. (.29') A div o =0
(6.30) Z— %(.\ rot HYy AH —.} A grad p
(5.31) du + :A div e = 0.

Se indichiamo ora con h, w i vettori caratteristici che rappre-
sentano rispettivamente la discontinuith delle derivate prime del
campo magnetico e della velocita, le equazioni (5.29) e (5.29)
porgono

d dy £
(6.32) dt""—'h + grad 4 A(H N\w) =0, (d_f = ;i + grad 2 v) ,

(5.32) grads X h=0

la seconda delle quali & conseguenza della prima, e mostra che
il vettore caratteristico h & tangente alla superficie d’onda. Dalla
(6.32) si ha inoltre A A w>< H = 0; cioé i vettori caratteristici A,
w sono complanari col campo maguetico H.

Nell’ipotesi che la pressione p sia funzione della sola densita
o, indicando con ¢ il parametro di discontinuity delle derivate
di ¢, le equazioni {530} e (5.31) porgomo

1
(5.33) A o+ B A grado AR+~ ®5grad o =0
d 7 p dp ‘
do
(5.34) 3. 4 teegradexw=0.
Le equazioni (5.32), (5 33) e (5.34), che costituiscono le condizioni

di compatibilitc dinamica, 1anno luogo a sette equazioni lineari
omogenee nei sette parametri k,, w; (1 =1, 2, 3), e 3, i primi dei
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quali sono le componenti cartesiane dei vettori caratteristici h, w.
L’ eliminazione di queste quantita fornisce, come si sa, 1’equa-
zione differenziale alle derivate parziali delle variethd caratteri-
stiche relative al sistema differenziale (5.26) e (5.28).

Ora 1'eliminazione di 3 ed A da luogo all'equazione

do\2
(5.35) (d—:) w—%H Atgrade A [grad ¢ A\H A w)]! —
—‘g; grade X w - grad 9 =0

che é lineare omogenea nel solo vettore caratteristico w. Introdu-
cendo le diads H(H, grad ¢), 3(gradse, H), ¥(grade, grady),
e ponendo

- . _dp 3

(5.36) =%, v.-)tn.

ed inoltre

{5.37) A= (?;;)2 —(grad ¢ X V), B=grad ¢ XV,

esendo V; la velocita del suono nel mezzo che si considera, V, il
vettore velocita delle onde di ALFVvEN, ed A4, B quantith scalari,
la {3.63) si pud scrivere
(5.38) [4—(V,?+ V") ¥ (grad e, grad o) + B ¥(V,, grad o) +

4 Jt(grado, V,){]w =10
o pilt semplicemente
(5 38 (A4+x)w=0
avendo indicato con x I’omografia vettoriale

(5.39) x = B{I(V,, grad ¢) 4 ¥(grad 9, V)| —
— (Vo2 + V)l (grad ¢, grad p).
La (5.38) mostra che I’omografia 4 4+ « & degenere, e pertanto
e nullo il suo invariante terzo, cioé
(5.40) L{A4+%x=0

la quale non & altro che 1’equazione oftenuta uguagliando a zero
il determinante dei coefficienti delle tre equazioni lineari omo-
genee nelle tre componenti cartesiane del vettore w, cui d& luogo
la (5.35). La (5.40) & pertanto, in sintesi, !la cercata equazione
differenziale delle varieth caratteristiche.

In base ad una nota formula di calcolo vettoriale omografico
la (5.40) equivale alla

(5.40') A+ A% + AL + I = 0.
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Essendo P’omografia x definita (5.39), si ottiene
I = 2B — (V' + V1) (grad g1,
Ix = — B[V, (grad 9)*— B?], 1x=0,
e pertanto 1'equazione (5.40') si scinde nelle due seguenti
15.41) A E(gf)z_(grad ox V=0,
(542) A +A[2B*— (V.2 + V) (grad ¢))] — B[ V,?(grad s)*— B*]=0.

La prima corrisponde ad onde che si propagano con velocith
uguale alla compouente normale della velocita delle onde di
AL¥FVEN. In quanto alla (5.42), essa si pud scrivere anche

(A4 + B*— (4 4+ BY) (V! + V.,})(grad ¢)* + V;* B¥(grado)*=0

2
€ osservando che per le (5.37) ¢ 4 4+ B*= (3—})) , si ha infine

doy* 2
(5.43) (df) — (V' + V) (('Z{;) (grad 9)* + V,*(grad ¢ < Vg)*-
- (grad 9" =0,

la quale, prescindendo dalla (5.41) & la cercata equazione diffe-
renziale della superficie d’onda.

Nel caso in cui all’esterno del fronte d’onda vi sia la quiete
cas dp %
(v =0), e quindi at= st ponendo
%
oac;
p' = (grad 3’ = g*= p,' + p,* + p;’*

la (5.43) diventa
(5.49) Po' — (V' + V)pete g + Vit (p XX Va)'g* = 0
e se indichiamo con

044) po=; p= o, (=1,23); p=grade

QJIQ:
~|-8

a0

- . _Po _ ot
(5,46) T 7 g T modgradg
la wvelocita di propagazione del fronte d’onda, si ha p,=— Vg, e
Ja (5.45) porge
(5.47) V= (Vi + V) V4 VeV, X n)= 0,

. gradg .
dove n = Thod grad o’ & il versore della normale alla superficie

d’onda. La (5.47), che & un'equazione di 2" grado in V?, fornisce
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per V? come si riconosce facilmente, due valori, entrambi reali
e positivi, uno minore del piu piccolo dei due valori V,% V.2 e
I’altro maggiore del pitt grande di essi. Quindi in valore assoluto
sono possibili due velociti di propagazione.

Risolvendo la (5.45) rispetto a p,, nel caso pilt generale ir cui
V., V, sono variabili col tempo e con le coordinate x,, z,, z,
del punto, si ha un’equazione della forma

(5.48) Do+ H(pys Doy P3i 2y, Xy, 235 1) =0
con

(6.49) H== élf(Va’+ Vgt gl (Va' + Vi)'g® —

— 4V (p < Vo)) % v .

Ricordando i valori (5.44) di p, e p,, la (5.48) si pud conside-
rare I’equazione di HaMiLTON-JACOBI, in cui & incognita la fun-
zione ¢(x,, x,, x,, t), corrispondente al sistema hamiltoniano:
%—tgv %—P;—‘=—gg’ t=1, 2, 3)9
dove H & omogenea di 1° grado in p,, p,, p,. Le (5.50) sono le
equazioni differenziali delle curve caratteristiche, o bicaratteri-
stiche relative al nostro sistema differenziale.

Osserviamo che se la velocith v del fluido non & nulla si ha

(5.50)

d
df/modgradqz =g—t?/g+gradq,xv lg=—(V—u,),

dove v, = v ><X n & la componente di v normale al fronte d’onda,
e V—uw, & la velocith relativa con cui avanza normalmente il
fronte d’onda rispetto al fluido in moto. In questo caso nella
(6.47) va posto V — v, al posto di V, e al secondo membro della
(5.49), che esprime il valore dell’hamiltoniana H, va aggiunto il
termine o X p.

4. Onde 4’urto.

Un'onda d’urto & generalinente costituita da uno strato di
transizione, detto sérato d’urfo. molto sottile, dell’ ordine di pochi
cammini liberi medi, tale da poterlo considerare una superficie
di discontinuita attraverso la quale sono discontinui la velocita,
la pressione, la densita, la temperatura, il flusso magnetico, ecc.,
oltre che le loro derivate.

Le equazioni che definiscono le dette discontinuita attraverso
il fronte d’urto si ottemgono applicando i principi di conserva-
zione della massa, della quantith di moto e dell’ energia, nonché
I'equazione del campo magnetico;
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Qui stabiliremo le dette equazioni riferendoci al caso pii
generale di un fluido viscoso, di conduttivitha elettrica finita, in
cui il calore si propaga sia per conducibilitd che per irradiazione.

Nella valutazione dei salti chiameremo fronte dell’onda la
regione verso la quale il gas fluisce, mentre 1'altrn regione sara
quella a valle. Agli elementi relativi a queste regioni apporremo
rispettivamente gli indici 2 ed 1.

Per stabilire le equazioni di discontinuith attraverso il fronte
di urto ricordiamo intanto che se F(x, 3, 2, {) & una funzione
derivabile definita in una regione dello spazio contenente il domi-
nio D(f), limitato dalla superficie Sif) variabile col tempo ¢ si ha ()

(5.51) jtf Fdx =f %{dr +‘[ F.v X nds,

Dt D(t) S
dove n & il versore della normale esterna alla superficie S(¢),
e v & la velocith dei punti di S(f).

Inoltre, se il dominio D(f) & ottenuto poriando sulle normali
nei panti di una porzione qualsiasi s(f) di una superficie d'urto,
da una parte e dall’altra, un segmento di lunghezza costante b,
supposto che la funzione F sia discontinua attraverso la superficie
s(t), e i valori sulle due facce di essa siano F,. ed F,, risulta (%)

(5.52) lim dif ) Fdx~ = , F,v,— V)< nde —
h—o i .
D(t) s(1) )
- [ Fiw,— V)X nds,
'a(t)
dove v,, e v, sono i valori di v sulle due facce dello strato
d’urto e V & la velocith dei punti di s(f).
TUna relazione analogu sussiste se invece di un campo scalare
F(P, t) si ha un campo vettorialie F(P, f\.
a) Cid premesso il principio di conservazione della massa
contenuta nel dominio D(f) & espresso dall’equazione

d
(5.93) ai I ed= =0,

210)
dove p & la densith del fluido. In virti dolla {5.52) avremo -

j ps(0 — V)X nds —j 2w, — V)X nds =0,
a(t) ()
(') Cfr. E Goursar, Course d'Analyse, t. I, p. 665 (Paris, Gauthiers-
Villars, 1933).
12) Cfr. C. AGosTINELL!. Le equazioni fondamentali delle onde d’ wrio
in magnetofluidodinamice. « Atti Accad. Sc. Torino -, vol. 98 (1463-64).
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da cui per 1’arbitrarietd della porzione s(f) della superficie d’urto
considerata, si ha, in ogni punto di questa superficie

(5.54) pe(we — V)X n—p, (v, — V) x0,

che & I’ equazione di discontinuita derivante dal principio di con-
servazione della massa

b) Il leorema della quantita di moto (o del momento), si de-
duce dall’equazione del moto, che nel caso piu generale di un
gas viscoso e radiativo risulta

d
555) F d—:’ ~ —pgrad ® — grad p, + ErotB/\B+

‘y.'A,v + (A" + w)grad dive.

dove ¢ & I’energia potenziale dovuta alle azioni esterne, riferita
all'unithy di massa; p, & la pressione totale, somma della pres-

1
sione p del gas e della pressione di radiazione p, = 3 a,T!, es-

sendo a, la costante di STEFAN-BoOLzZMANN e T la temperatura
assoluta; mentre X', u’ sono i coefficienti di viscosita.

Integrando ambo i membri della (5.55) rispetto al dominio
variabile tenendo couto dell’equazione di continuita, e applicando
la 15.51), nella quale si ponga F=gp, con alcune trasformazioni
si perviene alla equazione

R da B:
(9.56) ai wds = -—f ¢ grad ¢dr — (p, + ‘.l—u.) nds +
Dit) Dit) Sty )

+j fxndc+[().’divv+ 24D 50

a(t) 8(t)

‘-iv) nde,

dov . . , . . dv
dove D aP & la dilatazione dell'omografia vettoriale aP:

La (5.56) esprime il teorema della quantita di moto.

Passando al limite per h — 0, applicando quindi la (5.52), e
osservando che per la conlinuita della forza esterna il limite del
primo integrale del secondo membro della (5 56) & nullo, si ottiene

f 230, (v:— V) <X ndo —'} fr000,— V) X ndo =
“s(t) s(t)

. B[z “'B ,
== [+ gl mte [ [cn B[+

U
s(t) ()

d 2
+f lx'div v+ 2uD d—;Ln.da,
s(¢)
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dove col simaolo [F']}, si & indicato il salto F, — F,. Per 1 arbi-
trarietd della superficie s(f) si deduce
B2
(3.57) o, (W= V)xXn—:w,(v,-V)>xn=— [p, + '2:l]1n +
B B]z ¥ div v + 20D 2Y)°
+‘w xXn-B| + ive + 2u ap),™

e questa & l'equazione di discontinuuiti derivante dal teorema
della quantitad di moto.

¢) Il teorema dell’ energia. Ricordiamo ora che, trascurando
I’ energia dovuta alle reazioni chimiche, o nucleari, 1’ equazione
dell’ energia, nel movimento di un gas, risulta

X 1
5.58) 9(%(0‘,T + 5 V24 P+ 1—12—') = div (‘l’v — pw + zgrad T+
C 1
+ Ts.g"ad P.A) + I rot B><(nrot B— v \ B)

dv
.= . Neas o,
(D.59) . ¥ =) d1vv+_;¢DdP

PN

1
& I’omografia degli sforzi dovuti alla viscositi, 7 =-® il coeffi-

ciente di diffusivitdh magnetica, » il coefficiente di‘ conducibility
termica, E,=3p,=a.T* & I'energia di radiazione, ¢ la velocita
della luce e 7. il cosidetto coefficiente di opacita.

Integrando ambo i membri della (5.58) rispetto al volume D(t),
con calcoli analoghi a quelli precedentemente indicati e con op-
portune trasformazioni, tenendo conto dell’equazione del campo
magnetico

. (5.60) 8‘}78 + rot (B A\ v) = nA,B,

si ottiene 1'equazione
d ., 1 B?
Zii_’ [‘c(ct.r + 50+ ¢») + E, + .—2::] dr =
D(t)
— | (rv -, rad T+ O grad !
(5.61) -—/ v — po + x gra +;/: grad p, )< nds +
: stt) ' :
1 , 1
+ - [[B/\(B/\v)-— nl‘otB/\B+§B’-v)>< ndo,
D) ' '
che & 1’equazione che esprime il teorema dell’ energia.
Passando al limile per h-—0, quando il dominio D({) tende
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alla porzione s(f) della superficie d’urto, per I’arbitrarieta di
questa porzione di superficie, si deduce

(e + o)+ 2+ f:

2(v,— V)xn-—

1 B?
(5.62) c .
= [\p-v —pw +xgrad T + .—iggra,dp,.]l XX n+

+E[B/\(B/\v)—nrot8/\B+;B’vlj><n-

Questa & ’equazione di discontinuita derivante dal teorema
dell’ energia. In essa si sono trascurati i termini dipendenti dalla
energia potenziale &, poichd le forze corrispondenti sono conti-
nue, tenendo conto della (5.54). :

d) Consideriamo infine U’equazione (5.60) del campo mague-
tico. Integrandola rispetto al volume D(#), applicando quindi la
formula (5.561), nonché il teorema del rotore, si perviene alla
equazione

d Iad
(5.63) &'t) Bdr = [ Bxn-vds+n [ (rot B) \ nds.
Dqt) Sit) S(t)

Passando al limite, per I’arbitrarietd di s(f) si deduce

(5.63) B;-(v;—V)xn—B,(v,—V)xn=

=[Bxn-v];+nfrot B} A n
che & I’equazione di discontinuitd del campo magnetico attraverso
il fronte d’urto.

Moltiplicando ambo i membri della (5.63) scalarmente per n e
indicando semplicemente con V la componente normale della ve-
locitia dei punti della superficie d’urto, si ha, con evidente signi-
ficato dei simboli,

[B,,('U"— V)]f = [B,,'U"]%
e quindi
[B.J =0,

la quale mostra che la componente normale del campo magnetico
e continua attraverso il fronte d’urto.

Il sistema di equazioni (5.54), (5.57), (6.62) e (563) si pud secri-
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vere ora pin semplicemente

[i: (1‘" - V)]f = 07
[wae V)0l + [+ 2| n— 22 (8] =
AL 1 t 2!)._1 1 1

e 1 o0 P
—-[)\ div v+2y'DdPiln’

v /i l 2 B"‘
(5 64) l(-v,,— 1 )(C.-.:I + 5:'+ E. + _3—”_) +

’ B . 1 2
+ (pl+ 2;)011_;va'Bu} =

1
. C % 2
= [‘l v+ »grad T4 e grad p, — 5 Yot B N\ B] X n,
s L 1
[(’l)“ - V)B]f—_ Bn[”]i =" [1.01' B];! /\ n.

Se il campo magnetico & longitudinale, cioé B= B,n. il siste.
ma delle prime tre equazioni precedenti si riduce esattamente u
quello che si ha nell’ordinaria gasdinamica quando si tenga conto
ancora dell’effetto radiativo.

§ 6. Cenni di dinamica del plasma.

1. Caso di un plasma molto rarefatto.

Per un esatta descrizione del moto di una corrente di plasma
occorrerebbe analizzare direttamente il fenomeno della collisione
fra pariicelle di plasma composto di iomi, elettroni e particelle
neutre.

Nel caso perd di un plasm:a molto rarefatto, come avviene nel
caso delle alte temperature, il cammino libero medio per colli-
sione & molto grande. In questi casi il moto di ioni ed elettroni
del plasma sari in larga misura dominato dalle forze elettroma-
gnetiche applicate e saranno trascurabili le interaziomi fra le di-
verse particelle e l'influenza che il loro moto pud avere -nel
modificare la distribuzione del campo.

Al moto di una particella carica individuale si pud allora ap-
plicarve la legge di NEWTON, espressa, nella metrologia gaussiana,
dall’ equazione

(6.1) m%:=e(E+g/\B)

dove m & la massa della particelln, e la sua carica elettrica, che
sardt positiva o negativa secondoché si tratta di ioni o di elet-
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trone, v la velocita vettoriale della particella, ¢ la velocita della
luce, E Vintensitd del campo eletirico e 8 quella del campo ma-
gnetico.

Dalla (6.1) risulta chiaro che la forza magnetica & perpendi-
colare alla velocitdh e quindi essa non produce lavoro sulla carica,
dimodoch® pud nascere una variazione di energia cinetica soltanto
per azione del campo elettrico.

Iuvero, moltiplicando ambo i membri della (6.1) scalarmente
per v si ricava subito

(6.1) gt (é mv’) =eE X<y,

e se il campo elettrico & nullo si ha
1
> mv*=cost; o= v,’ (costante),
cioé I’energia cinetica, e quindi la grandezza della velocita del
corpuscolo si mantiene costante, ed esso si muove sulla sua traiet-
toria di moto uniforme.

Se il campo elettrico deriva da un potenziale @ indipendente

dal tempo, cosiché E = — grad ®, I’equazione (6.2) pud essere
integrata e porge per I’energia della particella 1’equazione

{6.3) %m‘v’ + e = costante.

2. Caso in cui esiste la funzione lagrangiana.

Se i campi eleftrico e magnetico sono variabili, in generale
non vi & I’ integrale dell’energia, ma pud esistere una funzione
lagrangiana £ data da

6.4) =%mv’-—e¢+gv><A

dove A & il potenziale vettore del campo magnetico e ¢ & il
potenziale scalare del campo elettrico, ciod B =rot A, E= —
— grad ¢.
In questo caso 1’equazione del moto diventa -
dv

(6.5) mat—=—egrad¢+£v/\rotA,

ed essendo A e ¢ funzioni del punto P e del tempo £, essa dovra
ridursi alla forma
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d
(6.6) i (grad, &) — gradp 2 = 0.
Ora dalla (6.4) si ha
dA
ap v

dove Kgg & la coniugata (o trasposte) dell'omografia vettoriale

g—‘; . Ne segue

grad, Q_mu-l- A gmdp"——egradth—}— kS

d e(cA  dA
qiterado g = m Gl ¢ (at +ap )
e quindi, osservando che
dA dA
(E_Kaﬁ)v:rOtA A v,

la (6.6) diventa
m3 1 e grad d 4 5’(3744— rot A A v) =
dt - C ot

che si identifica con la (6.5) se E

P =0, oppure se il campo elet-

trico @ della forma
1
E——(grad¢+ p aA).
In questi casi esiste dunque la funzione lagrangiana espressa

dalla (6.4).

3. Esistenza di un integrale dei momenti.

Osserviamo che se in un sistema di coordinate cartesiane orto-
gonali (=, 4, 2), la 2z & coordinata ignorabile, se cioé le compo-
nenti del campo dipendono soltanto dalle coordinate, z, 7, si ha
;—z: 0,e le equazioni del moto ammettono I’integrale dei momenti

£
(6.7) E: = mz + A = costante,

dove A, & la componente secondo 1’asse z del potenziale vettore,
del campo magnetico.

B utile considerare ancora il caso di un campo simmetrico
intorno a un asse che assumiamo come asse z.

In coordinate cilindriche r, ¢, 2, si ha ora

(6.8) = % mrt4rigi4 2Y) —ed + g(r'A,. + rodo + 24,)
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L
con by = 0. Si ha quindi 1'integrale dei momenti

~

o2 .
(6.9) -q-, = mrty +-§ +4, = costante.

Se il campo magnetico trasversale & nulio (B, =0), ponendo
rA. =¥, si ha

(6.10) B = rot (¥ grad ¢) = grad ¥ A grad ¢,

Se inoltre questo campo deriva da un potenziale &% tale che
B = grad ¢*, la funzione 9¢%r, z) sard una funzione armonica
simmetrica, soddisfucente ciod all’equazione
1 0( ?d‘**) AL U

iv = L * = — " -
(6.11) divB = A ¢ r or\" o

oz}
e la funzione Y sard legata alla ®* dalle relazioni
1 5% abe LW %

2 - o = .
(6.12) r 2 o’ rer ez

La ¥ sard quindi la funzione associata di ¢* nel senso di
BeLTRAMI, che dovrh soddisfare 1'equazione

. d (1 2wy W
(6.13) "o (r ar) @ =0

Questa funzione, uguagliata a costante, fornisce, in ogni piano
meridiano, le linee di forza magnetica.

In questo caso 1’equazione vettoriale del moto diventa

dv 1/dv daw
3 Y I Copad U —— o
(6.14) m o =e [ grad ¢ 4 c (dt grad ' i grad :o)]
che in coordinate cilindriche r. ¢, 2, da luogo alle seguenti equa-
zioni scalari )

o . o 1 do a¥
> a? — —_— - AR
m(r —1%°) e( o + e d 81')

14
- d .- e d\I'
(6.15) "a Y=
. _ ( R 1dqa5_‘l_"
me —e—é—;-l--(-;dt Ez)'

La seconda di queste porge 1’integrale

(6.16) mr"}, +% " = ¢, {costante)

che mon & altro che I’integrale (6.9). dove rd, = V.
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Ricavando v da questo integrale e sostituendo nelle altre due
equazioni esse i riducono alle seguenti

-

| l(co-— e-p)z,l

mi—— L ey M)y

o 2 m? \

{6.17) " 2[
tz 2 mr?

che sono le equazioni del moto di un punto in un piano meri-
diano (r, 2), soggetto nd una forza che deriva dal potenziale

(6.18) o

Essendo il potenziale ¢ del campo elettrico e la funzione I del
campo magnetico indipendenti dal tempo, le equazioni (6.17) am-
mettono 'integrale delle forze vive

{6.19) % mt 42— U= h(costante).

Questo integrale si ottiene anche osservando che 1 equaziome
del moto (6.14) ammette 1’integrale (6.3), che si pud scrivere

1 . . .
o M1 + ri¢? + &%) 4 ed = cost.

Eliminando ;{; per mezzo dell'integrale (6.16), si ha proprio
la (6.19).

1. Moto di una particella carica in un campo elettromagnetico a
simmetria assiale.

In questo caso, supposto che la densita delle cariche sia nulla,
e che il moto della particella non alteri la distribuzione del
campo eletirico e del campo magnetico, dovranno essere verificate
le equazioni di MAXWELL

{6.20) rot B = ': Gai;:, (620) divB =0
(6.21) rot £ = — (1: r:, 6.22) div E=0

dove ¢ & la costante dielettrica del mezzo e w la permeabiliti ma-
gnetica che si suppongono costanti.
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Se poniamo, come nel numero precedente
(6.22) B =rot['¥(P,!)- grad ¢] = grad ¥ A grad ¢,

dove ora la funzione ¥ varia col punto P.e col tempo ¢, la (6.20°)
risulta identicamente soddisfatta.

La (6.21) diventa quindi
1 % .
rot (E + i grad -?) =0,

che & soddisfatta ponendo
(6.23) E=-— i i)a;:’ grad o — grad ¢
con & altra funzione del punto e del tempo.

Trattandosi di un campo a simmetria assiale il cui asse di
simmetria assumiamo come asse 2, indicando ora con ¢, 9, 2
le corrispondenti coordinate cilindriche, sara ¥ =W¥(g, 2, {j e
¢ =d(, 2 1)

Prendendo allora la divergenza di ambo i membri della (6.23),
si ha

div E = — A,®,
e la (6 22) risulta soddisfatta se ¢ & funzione armonica.

Assumendo @ =0, e quindi
(6.24) E= —(—1: Ztg grad o,
coi valori di B ed [E espressi dalle (6.22) e (6.24), 1a (6.20) da
luogo all’unica equazione scalare

¢ (1 a‘l") W eu W
Pae \o op
che definisce la ¥ in funzione di z, 2, £.
Cid premesso. coi valori (6.22) e (6.24) del campo magnetico e
del campo elettrico 1’equazione del moto della particella risulta

(6.25)

dv e/dy . a¥
26 _—— ¥, p— -
(6.26) g —c\dt grad 1 d grad 9) ,
che coincide formalmente con la (6.14) quando in essa si
ponga ® = 0.
I’ equazione (6.26) ammette la funzione lagrangiana

1 e . 1 . . . e .
(6.27) Q=§mv’+z‘lf- =§m(p’+p‘?’+z’)+zw?
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ed esiste 1’ integrale dei momenti

Y - e
(6.28) o=ms*ys + VY =¢, (costante).
¢y c

Non esiste perd l'integrale dell’energia, essendo la funzione ¥
esplicitamente dipendente dal tempo, come risulta dall’equazione
(6.25) che la definisce.

Ma per mezzo dell’integrale {6.28) il problema si riduce ancora
a un problema piano, e precisamente al moto di un punto di massa
m sul piano (r. 2) sollecitato da una forza derivante dal potenziale

‘!’ 2
1 (c°_ec')

(6.29) U=—op

§ 7. La dinamica del plasma dal punto di vista della teoria
cinetica dei gas.

1. Iutroduzione.

Per un pii accurato esame del moto di una corrente di plasma,
costituito da un gas ionizzato, composto di un gran numero di
particelle cariche e mnentre, & necessario considerare il moto di
queste particelle dal punto di vista della teoria cinetica dei gas.

La generalizzazione dell’ordinaria teoris cinetica dei gas al
caso di un plasma & uno dei pili importanti problemi che & ancora
nella sua fase di sviluppo. In questo studio si fa 1’ipotesi del
caos molecolare, supponendo che le particelle. le cui velocitit
appartengono i un certo rango, siano, in ogni istante. distribuite
indipendentemente dalla posizione e velocita delle altre particelle.

Poiche le particelle di un gas ionizzato si attraggono o si
respingono, ne nascono fra di esse delle interazioni molto com-
plicate. Per un gas molto rarefatto le influenze fra le varie parti-
celle sono piuttosto piccole, ma cosi non & se il gas & denso e le
particelle sono strette le une alle alfre.

In questa teoria il gas & supposto di essere un aggregato di parti-
celle muoventesi rapidamente e queste particelle si ritengono ri-
gide, di diametro infinitesimo. ma di massa finita, continua-
mente in collisione 1'una con I’altra, con scambio di energia.

La 'struttura di un mezzo gassoso pud essere caratterizzata
dal suo commino libero, che & la distanza che le particelle per-
corrono f{ra le collisioni. Ma la distribuzione delle velociti istan-
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tanee e della densiti & in generale lontana dalla uniformita, per
cui si pud considerare soltanto la media statistica di queste quan-
tita, invece dei valori istantanei.

La media statistica del cammino libero & quella che vien
chianmata cammino libero medio, che & uno dei parametri pii im-
portanti nella teoria cineticun dei gas. Se il cammino libero medio
@ molto piccolo in confronto di una lunghezza caratteristica L
del campo in cui si svolge il moto, abbiamo le ordinarie condi-
zioni della gasdinamica, in cui il gas pud essere comsiderato come
un mezzo confinuo. Se invece il cammino libero medio non &
trascurabile in confronto di I, allora nello studio dei problemi
di corrente pud essere preso in considerazione il carattere discreto
delle particelle del gas.

In questo caso si ritiene sufficiente considerare soltanto urti
binari fra le particelle. E da osservare perd che, essendo le parti-
celle immerse in un campo di forze, quando due di esse si avvi.
cinano strettamente i loro cammini saranno influenzati dalla
presenza delle altre particelle e pud non aversi una vera colli-
sione, ma come si suol dire un ¢ncontro.

Nel caso di un plasma le azioni elettromagnetiche tra le parti-
celle cariche, per effetto dell’azione schermante degli ioni e degli
elettroni, dainno luogo ad incontri, mentre l'ipotesi delle collisioni
binarie diventa sospetta, poiché allora in corrispondenza di colli-
sioni dette azioni diverrebbero infinite.

2. Spazio delle velocita e funzione di distribuzione.

Le particelle di un plasma, come le molecole di un gas, si
muovono molfto rapidamente e la loro velocita media & delPordine
della velocitd del suonov nel mezzo che si considera. Perd, poiché
costantemente avvengono collisioni o incontri, la variazione della
velociti fra le varie particelle pud essere grande e per una stessa
particella pud variare da zero a diverse volte il valor medio. Per
la descrizione di un tale motfo & utile percid introdurre, per cia-
scuna specie di particelle, una funzione di¢ disiribuzione delle
velocith, e considerare per qiiesta funziomne I’equazione di Bowrrz-
MANN, che & fondamenfale mello studio della teoria cinetica dei
gas.

Per definire opportunamente la funzione di distribuzione, che
indicheremo con f, occorre intanto considerare lo spazio delle
velocitd. Se con riferimento ad una terna di assi cartesiani orto-
gonali (x, y, 2), con 'origine in un punto O, indichiamo con z,
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1, 2, le coordinate di un punto P e con r =P — 0 il vettore di
posizione di P, le componenti di r sono ovviamente =, 9, 2. Indi-
cheremo ancora sempiicemente con dr un elemento di volume con
centro in P. costituito da un parallelepipeds elementare cogli
spigoli paralleli agli assi.

La velocitd di una particella sard indicata con V), e il vettore
V pud essere considerato come vettore di posizione di un punto
nello spazio delle velocith. Questo punto, le cui coordinate sono
nguali alle componenti cartesiane di V, pud essere chiamato i!
punto velociti della particella. Un elemento di volume nello spa-
zio delle velocita, nell’intorno di V, lo indicheremo con dV.

Le componenti (x, ¥, 2) del vettore di posizione r, e le compo-
nenti (V,, V,. V,) del vettore velocita V possono exssere conside-
rate le coordinate di un punto dello spazio delle fasi a sei
dimensioni.

In un mezzo continuo la densitd in un punto r & definita come

d
il limite per dr—0 del rapporto E:'_—b, essendo dm la massa conte-

nuta nell’elemento di volume dr.

Ma applicando questa definizione al caso di un gas, o di un
plasma, costituito da un numero discreto di particelle si avrebbe
nna densith fluttuante rapidamente da punto a punto. In questo
caso occorreri procedere come segue:

Supponendo che le particelle siano {utte simili. o considerando
particelle tutte di una stessa specie, definiamo intanto un ele-
mento di volume «fisicamente piccolo» dr, che sia sufficiente-
mente grande da contenere un gran numero di particelle, ma che
sia safficientemente piccolo in confronto della scala di variazione
delle quantita fisiche del gas. Allora la media della massa del
gas contenuta nell’elemento di volume dr. fatta sopra un inter.
vallo di tempo df, piccolo in confronto della scala temporale di
variazione delle quantitia fisiche. sari proporzionale al volume dr
dell’elemento e indipendente dalla sna forma. Questa media pos-
siamo indicarla con :dr, e allora ; & la deusiti di massa.

Analogamente la media nel tempo di del numero di particelle
contenute in dr sard proporzionale a dr e pud essere indicata
con vdr, dove v & chiamatato il numero densild. Se m & la massa
di queste particelle avremo quindi

(7.1) = vin.

Il numero probabile di particelle che al tempo ¢ sono situate
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nel volume elementare dr, nell’intorno di r, ed hanno velocita
comprese nell’intorno dV di V, & della forma

(7.2) iV, r, HdradV.

La funzione f, che dipende dal vettore di posizione r, dal
vettore velociti V, e dal tempo £ & chiamata la funzione di distri-
buzione delle velocita, ed ogni risultato che dipende esplicitamente
da f & una media caratteristica del gas.

Il numero totale di particelle contenute nell’elemento di vo-
lume dr si otterri integrando 1'espressione (7.2) sopra lo spazio
delle velocita.

Questo numero 8, per le posizioni fatte, vdr, e pertanto si ha

(73) v =['f1V, r, dV.

Se ora ®(V, r. 1) & una funzione del vettore V, come pure
del vettore di posizione r e del tempo %, rappresentante una
quantita fisica, e consideriamo la media temporale della somma
dei valori di @ per le vdr particelle contenute nell’elemento dr,
questa media per definizione & data da vdr.®, dove ® & il valore
medio di ®. Poiché il contributo alla somma dei valori di ¢
dovuto dalle particelle dell’elemento dr. con velociti comprese
nell’ intorno dV di V, & dato da fdd Vdr, con integrazione sullo
infero spazio delle velocita abbiamo

dr-® = dr @2V
e quindi il valore medio della quantith ¢ & dato da

(7.4) o - }jf@dV:]}d’dV//’fde.

In particolare la velocita media w delle particelle del gas sara
data da

(7.5) v= } ,.deV.

Osserviamo che se indichiamo con € la velocita relativa di
una particella rispetto a un sistema di assi mobili con velocita
media v, poniamo cioé C=V —p, la C & chiamata velocitd pecu-
liare della particella. Il valore medio della velociti peculiare di
tutte le particelle contenute in un elemento dr, & nullo per defi-
nizione.

Se ora nello spazio delle velocithi cambiamo Vorigine delie
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coordinate ponendola nel punto v, poiché risulta

fiV,r, HdVdr = f(C + v, r, t)dCdr,

abbiamo anche
(7.3 V=JﬂQrtMC

Se il gas & una miscela di diverse specie di particelle, come
avviene per un gas ionizzato, ovvero per un plasma, si definisce
una funzione di distribuzione per ciascuna specie di particelle.
La funzione di distribuzione per le particelle della specie sma

sard indicata con f;. In tal caso le relazioni (7.3), 7.4), {7.5) sussi-
stono ancora per f=f;.

3. L’ equazione di Boltzmann,

L’ equazione alla quale soddisfa la funzione di distribuzione f
fu dedotta per la prima volta da BOLTZMANN e porta percid il
nome di equazione di BoLTzMANN. Per stabilire questa equazione
si suppone che solo le collisioni e gli incontri binari siano impor-
tanti, ed inoltre che ogni particella sia sollecitata da una forza F
indipendente dalla velocita.

Se si considerano le particelle che in un istante { occupano il
volume drdV dello spazio delle -fasi, il cui numero & guiudi
f(V, r, t)dVdr, dopo un intervallo di tempo Af occuperanno un

volume mnell’intorno del punto r 4+ Vaf, V4 FaAt, ¢ il loro nu-
mero sari

f(V+ FAt, r+ VAL, ¢+ At).-2Vdr.

La differenza rappresenta la variazione di particelle per colli-
sione, dell’insieme originario, nel tempo Af. Dividendo per Al, e
passando al limite per Af— 0, si ha I’equazione di BOLTZMANN,

"~y a ¢
(7.6) a{+ grads fx V4 grady f < F = (‘;—f)m,,,

il cui secondo membro rappresenta la variazione per collisioni o
incontri, del numero delle particelle della classe (V, V+ dV),
per unitah di volume nello spazio reale di un velume dr, nello
intorno della posizione r e all’istante &.

Nel dedurre la (7.6) abbiamo supposto che la forza F sia indi-
pendente da V. Fortunatamente per un gas ionizazato, in cui &
presente un campo magnetico, si dimostra che la forza di LORENTZ
V A B lascia invariaia 1'equazione (7.6). Percid 1'equazione .di
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BourzMANN per un gas costituito di ioni di massa m, trasportanti
una carica elettrica e, e soggetto a un campo magnetico B, &

(7.7) f+ grad, f > V+— gradeX(E+V/\ B)—(Q) .

dove E & il campo eleitrico espresso in unita elettlomagnetlche

Nel caso in cui il gas & costituito da una miscela di particelle
di diversa specie ed f; & la funzione di distribuzione delle parti-
celle di specie sm2 per ciascuna f, sussiste 1’equazione di
BoLTzMaANN

fs

(7.8) + grad, fu X Vi + gradyf, = F, = (af’) )

&t

Se indichiamo con Vs, Vs, Vss le componenti cartesiane di V,
e con Fy, Fi;, Fs quelle della forza F,, I’ equazione (7.8) equi-
vale ovviamente alla

ofs 3 afs L) (st
7.8 — 4 X = Ve, 4+ =T =
(7.8 at +s=1 o, = ° +c’=1 o Vsi Fi ot )coll

Lo scopo principale. della teoria cinetica dei gas & di deter-
minare, risolvendo 1’equazione di BorrzmMann, la funzione di
distribuzione f; per ogni specie di particelle, supponendo asse-
gnati i termini di collisione.

Nel caso di un plasma occorre tener conto simultaneamente
delle equazioni di MaxwgLL del campo elettromagnetico, in cui
la densita di corrente elettrica & data da

n n

(7.9) I=7Sevsve= S e /fg V.V,

$=1 8=1

dove e; @ la carica delle particelle di specie sm?,

La questione si presenta percid molto complicata e difficile.

Tuttavia 1’equazione di BoLTzMANN & molto utile per lo studio
di due importanti aspetti della dinamica del plasma. In primo
luogo le equazioni fondamentali del movimento di un plasma dal
punto di vista macroscopico i)ossono essere dedotte dall’equazione
di BoLrzMAMN come una prima approssimazione e si possono
quinti ottenere delle informazioni sulla validith di dette equa-
zioni fondamentali. In secondo luogo I’equazione di BorTzmMaxy
pud dare valide informazioni sui cosidetti coefficienti di trasporto,
come ad esempio il coefficiente di conduttivita elettrica, di con-
-duttivith termica, ece. Nell’analisi macroscopica questi coefficienti
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di trasporto sono semplicemente introdotti come funziouwi note di
quantita fisiche della dinamica del plasma, ed essi possono essere
determinati per mezzo della teoria cinetica.

4. Distribuziono maxwelliana.

In generale, come si & gid detto, la risoluzione dell’equazione
di BorLrzMaNN. per la funzione di distribuzione, ¢ molto difficile.
Essa & stata determinata in modo esatto soltanto nel caso di una
distribuzione maxwelliana. Questa funzione rappresenta in tal
caso uno stato di distribuzione uniforme e stazionario di un gas
e sussiste nelle ipotesi che il gas consista di una sola specie di
particelle, che su di esse non agiscano forze di massa e che le
collisioni siano solo binarie.

In questo caso la funzione di distribuzione & indipendente dal

tempc ¢ dal vettore di posizione r, e si trova che & della forma
(7.10) = Ae—hC,

dove A ed h sono delle costanti che possono essere determinate
in termini della temperatura del gas e del numero di densita.

Con riferimento a coordinate polari nello spazio !delle velocita
(C. ¥, 7), I’elemento dC in questo spazio & dato da

dC = C*dC sen ¥dd¥ds,

con

0<<C<oo.
Quindi in virth dell’equazione (7.3’) abbiamo

T 2n

v =[f(C)dC=/oj4e—hC’CidC /‘sen &d&." do = A(

=
h

o 0
. . h\2
la quale fornisce per la costante A il valore 4 = v
La temperatura cinetica del gas per definizione & data dalla
equazione
3

(7.11) >

1
kT = 2 mQC?

dove m & la massa delle molecole e k & una costunte assoluta,
detta costante di BorLTzMaNN, il cui valore & 1,372.10-'¢ erg per
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grado. Ricordando la (7.4) si ha inoltre

(o]
T = %ffC’dC= [ emercuac.an =

o

3

3 Ans
= 5
?

2 ke

3
2h

e quindi per la (7.11) h =(—;£LT, e infine

3 m(C?
(7.12) f(C)=v (21:%,); e 3Tk .

che & la nota funzione di distribuzione maxwelliana. Nel caso di
un gas non uniforme la soluzione dell’equazione di BoLTzMANN
pud essere trovata col metodo delle perturbazioni ponendo in
prima approssimazione

f=fo(1+q))

dove f, & la funzione di distribuzione maxwelliana e @ &, in
valore assoluto, molto piccola in confronto dell’ unita.

Sostitoendo nell’equazione di BoLTzMANN e trascurando i ter-
mini di ordine superiore al primo rispetto n ®, si ottiene una
equazione in @ linearizzata che pud essere risolta

5. Le equazioni di trasporto per un gas completamente ionizzato.

Per mezzo dell’ equazione di BouTzMANN si possono dedurre le
equazioni di trasporto, o di conservazione, per le diverse specie
di particelle di cui pud essere composto un gas. Esse sono 'equa-
zione di continuitd, I’equazione del moto e I'equazione dell’energia.
Ci limiteremo qui a considerare 1’equazione di continuita e ’equa-
zione del moto e per semplicita ci riferiremo al caso di un gas
completamente ionizzato, composto di soli ioni positivi che indi-
cheremo con I'indice 1, e di elettroni che indicheremo con l'indi-
ce 2. Indicheremo ancora con v, e v, i numeri densita, e con m,,
m, le masse molecolari.

Le densita degli ioni e degli elettroni saranno quindi

(7.13) By =Vyly, Gy = VyHl,.

Cosi pure indicheremo con V) e V, le velocita degli ioni e
degli elettroni e con v, e p, i loro valori medi.
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Il numero densita v del plasma, la sua densitd di massa ; e
la velocith media v sono definiti dalle equazioni

(7.14) V=1, +v,, c=u+¢
(7.13) PO = U, + 540,

Le velocita peculiani C, e C, degli ioni e degli elettroni sono
date da

(7-16) Cl = Vl - U, Cg= V,"'v

e i loro valori medi sono

(7.17) w,=v,— 0, wy=v,— .
In virth della {7.15) risulta
(7.18) 2,0, + sat0, = 0.
Se fi(V,, r,t), filV,, r, t) sono ora le funziomni di distribu-

zione delle velocith degli ioni e degli elettroni le corrispondenti
equazioni di BOLTZMANXN -sono

fs . els

T gmad o< Ve erdnfix Fo=(T) L e=1,2
dove F, ed F, rappresentano le forze riferite all’unith di massa
agenti sugli ioni e sugli elettroni.

{7.19)

Se queste forze sono dovute a un campo gravitazionale G, a
un campo elettrico E, e a un campo magnetico B, si ha

720 F,=G+2“(E+V,AB), E-=G+_*(E+V,\B)
2

m,

essendo e, = Ze, e, = —e, le cariche portate vispettivamente da
un ione e di un elettrone.

Moltiplichiamo ora ambo i membri dell’equazione (7.19) per
una funzione ®s( Vi), che esprime una proprieta molecolare delle
due specie di particelle del plasma, che supponiamo indipendente
da r e da t. e integriamo rispetto allo spazio delle velocita Vi
supposto che tutti gli integrali convergano, otteniamo {?)

(!) Si osservi che "_’f_: =0, e quindi

[«p adv; fi X FdV, = x fq LB oy z (f:®,F, ) aV,—

s gradys fs X B ,—i-‘l S eV s = _}aVsl s st [
3 s

ffc .v'aV’ dV,— 2. (fs(r’ Fu) - E V'C‘V Foi=— 3 V,g,.V Fgi,

=1

poicke la f; si annulla all’infinito.
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— 8 . 8 (I)
‘7 21) ;‘t("sq)s) +i£1 a‘% (Va(ps Vai) —iixvs aaV:,' Fsi=
efy
=[ (Ds <.a—t)coll.dvs

il cui secondo membro rappresenta la variazione del valore medio
di ¢, dovuta alle collisioni.

a) Se poniamo ¥; = 1, questo secondo membro risulta nullo,
poiche il numero densith degli ioni e degli elettroni rimane inva-
riato per collisioni, ¢ si ha allora

vy
(7.22) i +divive,l =0, (s=1, 2)
dove

wo.= [ Vifav.

La (7.22) & I’ equazione di continuita per ciascuno dei costituenti
del gas. Moltiplicando ambo i membri di questa equazione per m,
e sommando si otticne

op .
nt div (cw) =0
che & I'equazione di continuita della massa del plasma considerato

nel suo insieme.

b) L’equazione del moto per ciascuno dei costituenti del
"plasma si ottiene ponendo mella (7.21) . =m_V, e risulta (")

2
(7.28) a%(va) + 7 lews) + grad [ 6w, v)] +
+ grad [p. (v, w.)] 4 grad [¢.%(0s, v)] + grad P, —

— G —celE+ v A\ B)= [m"' V. (a_fs)coudv'

ot

Py =vam,3(C;. C,) = ¢.3(C:, C.)
& I"omografia di pressione per le particelle di specie sme, inoltre
fes =vse; & la deunsith delle cariche e,.

dove

(!) Si osservi che si hanno i seguenti valori medi:
Qo = m Vy = myo, = m 4 mew

b Vi =mIH(Vy, Vi) =m (o, o) 4+ mI(0, ws) + m> I (w,. v) +

+ m, X Cy, Cy)

od. —
E a_V:Z- Fyi = msF, = m;G + e, (E + v, )\ B),
=1

essendo X(C;. C,) il valor medio della diade X (C., Cy).

4w
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Sviluppando i gradienti delle diadi, e tenendo conto'dell’ equa-
zione di continuitha (7.22), moltiplicata per m., }’eyuazione (7.23)
si pud scrivere

- € d 0 d(-d 8
(7.24) e (“é;’ + a:v)—i— ft sows) + w)

v+

d
+ d_':- (zsws) + zsws div v 4 grad Ps —

— G — el E+ v A B):j m, Vs (%i;) avs.
coll.

Sommando questa equazione per gli ioni e gli elettroni e osser-
vando che la somma dei secondi membri & nulla, poiché la quan-
tith di moto risultante degli ioni e degli elettroni resta inalterata
per collisioni, con riguardo alla {7.18), si oftiene

(7.25) (;‘t’ + Z‘:u) + grad P—:G—¢E—IN\B=0, (P=P,+P,).

che & I’ equazione del moto d’insieme del plasma.

Ordinando opportunamente i termini dell’equazione (7.24) e
tenendo conto dell’equazione di continuita (7.22), essa si pud scri-
vere ancora nella forma

o0
(7.26) A 49 ph v,)+gmd1>. —#G—

— telE+ 0 \ B) = j V. (_f’)co“. av,

dove P& — P:— :¥(ws, ws) & il tensore, o I’omografia, della pres-
sione relativa.

La (7.26) si pud considerare 1’equazione del moto di una parti-
cella riferita alla locale velocita media ps della stessa particella.

Un’ esatta valutazione dei termini di collisione del secondo
membro della (7.26) pud essere effettuata soltanto considerando in
modo dettagliato il fenomeno di collisione. Ma la questione si pre-
senta molto complicata. Tuttavia una valutazione approssimata pud
essere ottenuta mediante la considerazione del tempo di rilassa-
mento 1, che corrisponde al tempo medio fra due successive col-
lissioni di un elettrone con un ione. In tal caso si pud scrivere

I

2

ot T

dove f'™ & la funzione di distribuzione maxwelliana delle velociti
per ciascun costituente de! plasma. Allora, con calcoli che per
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brevita non riportiamo, si trova in via approssimata,

. b_f. Db _
/m‘V‘<at )coll. ave== (v, v,),

dove nel secondo membro va preso il segno — per gli ioni (s=1),
e il segno + per gli elettroni (s =2). L'equazione (7.26). diventa
pertanto

v, do, .
727 o (?t + 4 vx) + grad P* — ¢, G —

~relE+ o, A B =% 0, ~0y), (6=1,2)
L’ equazione (7.27) & V’equazione del moto di un ione o di un
elettrone in un gas completamente ionizzato, ed essa & fondamen-
tale in questa teoria.

6. Correute elettrica in un plasma.

Per finire & opportuno considerare ancora la densita di corrente
in un plasma, che in virtit della (7.9) & definita dalla

(728) I= e‘Zvlvl - Vzvz\
dove e & la carica di un elettrone (in valore assoluto), e Ze & la
carica di un ione positivo.
Introducendo la densita di carica ¢, di un gas, definita dalla
relazione :
(7.29) tr = (Zv, — vy)e
e utilizzando le equazioni (7,17), la (7.28) si pud scrivere
(7.30) - I=cw+1i con i=elvZw, —v,W,)
Avendo riguardo alla (7.18) si trova

z:e%(g + %,)"’"‘ v

e si riconosce, in base all’equazione (7.27), che una corrente elet-
trica pud essere prodotta da forze esterne (come ad esempio un
campo elettromagnetico), dal gradiente di pressione e dall’inerzia
delle cariche.
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