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Sulla moltiplicità di intersezione di due rami di curve piane 

Nota (*) di A L D O EOLLERO 

Smito. - Si présentant) alcuni accorgimenti per il caîcolo délia moltipli­
cità di intersesione di due rami curvilinei piani irriducibili aventi 
in comune l'origine e la tangente. 

1. - Il calcolo délia moltiplicità di iutersezione di due rami 
curvi l inei piani irriducibili aventi in comune l 'origine e la 
tangent*1 è spesso assai laborioso I1); in questa brève nota indico 
alcuni accorgimenti che conducono ad una regola semplice, di 
rapido uso, e valida in ogni caso. 

2. - Siano dati nel piano x, y due rami curvil inei , distinti, 
irriducibili , E, E' degli ordini s, s'(l <s<_s'), aventi a comune 
l 'origine 0(0, 0) ed aventi entrambi corne tangente in 0 la retta 
y = 0. Gli s\riluppi di P U I S E U X di E, E' s iano: 

E: 

E': 

x = ts 

» = *•-•-(00 + «,* +« ,<* + ...) 

i X = T*' 

( g ^ l . 0 < r < 5 — 1 , S ( g _ l ) + r > 0 , a0=}=0; 

g ' > i , 0 < Ç r ' < s ' — 1 , S ' ( g ' - l ) + r ' > 0 . S0#=0|. 

Interpretate t, T corne coordinate cartesiane in un piano, la 

(*) Lavoro eseguito neirambito dell'attività dei Gruppi di Eicerca 
Mate niatica del Consiglio Nazionale délie Ricerche. 

(1) Cfr. F. ENIMQUES-O. CIIISINI, Lesioni sulla teoria geometrica délie 
equasioni e délie funzioni algebriche, vol. II, Zanichelli, Bologna, 1918, 
Libro IV. Cap. I, n. 0, pa^g. 352-361. 
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moltiplicità ;/. di intorsezione in 0 di E, E' coincide cori la molti­

plicità di iutersezione in 0\t = T = 0) délie due l inee L, U 

L: f* _ - ' = 0 

L': **+"(*0+ *,* + *,*• + ...) - T " ' + " 0 O + ?|- + ?,-* + ».) = 0, 

ed è pertanto somma délie moltiplicità di iutersezione in 0 di J / 
con le singole componenti irriducibili di L: tali componenti, 
posto D(s. s') = 5 [% s = 07, s' = oV{l <. T < <?'}, hanno equazioni 

11» * * = ' „ . - * ' im = 0, 1, ..., 5 - 1 ) 

con E„( radice o-esima dell'unità. Assunta p e r l a (1) la rappre-
sentazione parametrica 

(2| t = rlmtt^3 T = W 

ove rtM è una délie <7 radici 7-esime di em fissata in modo arbi-
trario (3), si indichi con Ô,„ il grado \4) délia série formale di 
potenze délia u: 

OC 00 

0 0 

ottenuta sostituendo a t, T, nel primo membro de irequaz ione di 
L\ i secondi membri délie (2); risulta 

UL = 1 0 . 
i Ml » 1 * 

Si ha pertanto la seguente regola per il calcolo di y. : 

a) se s'\qs + r)^s{q's + r'), u. è eguale al minore dei vnmeri 
s'(qs + r), s l g ' s ' + r ) : 

(2) Con D{s< $') s'indica il massirao comun divisore di s, s'. 
(3) rim risulta radice ,s-eMma dell'unità; nel soguito di qucsto n. ai 

8mTT . 

sceglierà v\m = e « . 
(4) Corne si ricorderà, per grado di una série formale di potenze 

délia u si intende l'espouente del termine di grado iniuitun in u che 
figura effeltivamente nella série. 
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6) se s'\qs + r) = s(q'sf+ r') è 

s 
[A = s(g's' + r') + ZmGm 

i 

essendo pm il grado délia série di potenze délia n 

2m(r-i-;)ir _ 

0 0 

(m = 0, 1, ..., S — 1 ; f « = — 1). 

Questa regola riesce particolarmente semplice nel caso in cui 
sia o =r- 1. 

Il calcolo di zmf riferendoci sempre al caso 6), puô in pratica 
ei'fettuarsi molto rapidamente nel modo seguente: 
in un piano cartesiano si considerino le due successioni di punti 

U 0 e s \ 0], [y^e s \ * ' ) , . . . , \ a , e s \je), ••• 

e si cancellino, in en trombe, i punti ad esse comuni ed i punti di 
ascissa nulla: Vordinaia minima dei punti che restano è eguale 
a om. Naiuralmente questa operasione deve essere ripehda 3 volte 
<m = 0, 1, ..., S— lj . 

3. - A complemento di quanto esposto al n. 2 si osservi che: 

I) Per s > l , dall'ipotesi che l'ordine di E sia effettiva-
mente s, e non un intero s ( l < s < s ) divisore di s, segue: se è 
r = 0 deve essere diveroa da zéro almeno una délie %k con k 
primo con s, oppure, nel caso in cui siano nulle tutte le aA con k 
primo cou s, devono essere diverse da zéro almeno due a ^(a^, aa2) i 
cui indici (hlJ ht) siano primi ira loro; se è r > 0 e D(r,s) = ; > l 
deve essere diverea da zéro almeno una délie %k con k primo 
con ;, oppure, nel caso in cui siano nulle tutte le a4 con fc primo 
con ;. devono essere diverse da zéro almeno due xfc(*A,, a/,2) i cui 
indici (fc,, ht) s iano primi fra loro. Aiialoghe condizioni, se 
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s' > 1, seguono per le 8* da l l ' ipo tes i che E' sia e f f e t t i vamen te 
d ' o r d i n e s\ nei casi in cui sia r' =± 0 o r' > 0 e D.r', s'} > i . 

Ino l t re . nel caso in '4eui sia s — s', q — q, r = r\ dalT ipotes i 

che E, E' s iano distinti segue che per ogni rad ice s - e s ima 

del l -uni tà g(U (-m == 0, 1, ... , s — 1) deve sempre potersi t r o v a r e u n 

in te ro fe, > 0 per cui r i su l t i xhl — e^"hï $hl =%= 0, ed un i u t e ro fc* > 0 

per cui r isul t i â *1- ^ ^ - 3 ^ ^ = 0 . 

I I ) Nessttna délie série (3) pi*ô essere ss 0. La cosa è s enza 
a l t ro ovvia nel caso s — 1 o nel caso s'(gs + r ) 4 = s ( # ' s ' + r')» 
Pon iamoc i dunque nel caso in cui sia s > 1 e 

(4) s'(qs + r) = s{q's' + r ') . 

Se è s = s', dalla (4) segue q = g', r = r: il s u p p o r r e che 
u n a délie série (3) sia = 0 è in contras to con l ' ipo tes i che E, E' 
siano dis t in t i . Se poi è 8 < « ' , D(s, s') = 1, dal la (4) segue </ = g', 
r—r '—0; il suppor re che una délie sér ie (3) sia s 0 è in con t ras to 
con V ipotesi che E sia di grado s. I n f i ne se 

s < s', D(s, a') = S > 1 (1 < * < *'), 

da l l a (4) segue 

q = g', r — ffÇ, r ' — a'Ç (con Ç < o) ; 

da considerazioni ana loghe ai le p receden t i segue che a n c h e adesso 
nes suna délie sér ie (3) puè essere s= 0. 

III) Tutte le série (3) che provengono da uno stesso valore di 
m {m = 0, l , ..., S — 1) hanno lo stesso grado, qualunque sia la 
radice y\m v-esima di s,w (sM radice o-esirna dell nnità) che in esse 
figura. L a cosa è s enz ' a l t ro ovvia per s'(gs + r) =j= s ( t fV + r')> 
m e n t r e la ques t ions non si pone pe r c = 1 . Suppon iamo d u n q u e 
che va lga la (4) e sia c > 1 ; Jpoichè è D(<r, <r') = 1 r i s u l t a 
r = crÇ(Ç>0). Tenuto p résen te cio si verif ica fac i lmente che, af-
finchè la (3) abbia u n grado assegnato , devono suss i s t e re ce r t e 
re lazioni che coinvolgono a lcune délie a ( , a l cune dél ie B( ed ew : 
in a l t r i t e rmin i , fissato m (e qu ind i ert(), ta l i re laz ioni n o n mu-
tano al v a r i a r e di vjm nelT ins ieme dél ie rad ic i rr-esime di eni . 

4. - Ecco ora a lcuni esenipi n u m e r i c i di calcolo dé l ia molt i ­
plici tà u. di in te rsez ione in O di due r a m i i r r iduc ib i l i , d i s t i n t i , 
E, E' con la s tessa o r ig ine 0(0, 0) e la s tessa t a n g e n t e (y = 0) 
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in 0, partendo dalle loro rappresentazioni parametriche di 
P U I S E U X ; tali esempi rientrano naturalmente tutti nel caso b) 
considerato al n. 2, 

1) 
L X = t* 

E: 
f y=t6(l + t + t*+t*+t*+...) 

I X = T* 

E': 

I y = Tl8(l + T3 + T6 + T9 + T10 + ...). 

Si ha 

s = 2, s* = 6, o = 2, * = 1, *' = 3, r = 0. 

Si valutino c0, p, seguendô ad es. la regola data in fondo 
al n. 2. Per m = 0 ,1e due successioni di punti che intervengono 
sono 

(1,0), (1,3), (1,6), (1,9), (1,12), ... 

(1,0), (0,1), (0,2), (1,3), (0,4), (0,5), (1,6), (0,7), (0,8), (1,9), (1,10),... 

montre per m = 1 dette successioni si scrivono 

(1,0), ( - t, 3), ... 

(1,0), (0,1), (0,-2), (1,3), ... 

Risulta dunque c 0 =10 , p, = 3; pertanto è |* = 49. 

H) 

E: 

E': 

| x = f 

( tf = *»'(l + F + 2*"+3t , 7 + ...) 

/ 2/ = ^ ( 1 + ^ + 2-^ + 4 ^ + ...) 

s = 7, s' = 9, 3 = 1, ¢ = 7, *' = 9, »• = 0, 

p , = 133, |* = 322. 
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III) 

[ X = t» 

( 2/ = ffi(i + <6 + 2r + ...) 

E' 

IV) 

E: 

E' 

E: 

» « T " I 1 + T « + 8 T ' + . . . ) 

s = s' = 5, 5 = 5, cr = <r' = 1, r = 1, 

Po = 7 , o, = p2 = p3 = p4 = 0, u = 87. 

y =*»(! + *•+««+...) 

/ y = T » ( - l + T « + 2t»+ ...) 

s = 6, s' = 8, 8 = 2, <r = 3, <r' = 4, r = 3, 

p0 = 0, p, = 15, a = 135. 

i a; = J6 

i t —' -~ \ 

!

X = T13 

y = T3 5( l — T5 + 2 T ' ° — T11 + ...) 

s = 6. s' = 15, 3 = 3, c = 2, a' = 5. r = 2. 

Po = P, = 0, p2 = 22. ^ = 232. 

Pervenuta alla Stgreteria deH'U.M.I. 
111 dicembre 19fi4 


