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Su un problema cilindrico di convezione forzata e di 
conduzione de) cal oie in un reattore nucleare (*) 

A L D O B E L D E N I - M O R A N T E (a F i r enze ) (**) 

Sunto. - Si prova Vesistensa e l'unicità délia solusione di un problema 
cilindrico di convesione forzata e di condusione del calore nella cella 
elementare di un reattore nucleare, nelVipotesi che la velocità média 
del fluido réfrigérante van cou il tempo. Il problema ha interesse 
pratico in relasione ad uno degli incidenti che possono accadere du* 
rante il funeionn mente a régime di un reattore nucleare e cioé ad un 
guasto aile pompe che mantengono in moto il fluido. 

Smumary. - Existence and uniqueness of the solution of a cylindrical 
problem of heat conduction and forced convection in a nuclear reactor 
cell hâve been proved. This problem has a practical interest in connec­
tion with a possible accident to the cooling System. 

1. - I n t r o d u z i o n e . 

I n u n p r é c é d e n t e lavoro, [1], si sono s tud ia te , facendo deter-
m i n a t e ipotes i , le equaz ion i che reggono il fenomeno del trasfe-
r i m e n l o d e l l ' e n e r g i a t e rmica g e n e r a t a dal le fission! nuc lea r i in 
u n a ce l la e l e m e n t a r e di un rea t to re nuc lea re . 

Ta ie ce l la puô essere scl iematizzata med ian t e u n solido cou dut-
to re S a s i m m e t r i a c i l indr ica , l imi ta to cioé dal le due superficie 
c i l i n d r i c h e r = a, r = b (b > a) e dai p ian i z = 0, z = H, Fa s se z 
co inc idendo con Tasse délie superf ic ie c i l indr iche ci tate . 

Si s u p p o n e che il solido sia raff reddato med ian t e un fluido F 
che ci rcola ne l caua le cen t r a l e di r agg io a e che la superficie 
r = b s ia t e r m i c a m e n t e isolata. L e fissioni d a n n o poi luogo ad 
u n a d i s t r i b u z i o n e di sorgent i di e n e r g i a te rmica pe r un i t à di 
v o l u m e , d i p e n d e n t e da l la soJa coord ina ta z, Q = Q(z). 

Corne g ià no ta to in [1], il calcolo dé l ia d i s t r ibuz ione délia 
t e m p e r a t u r a in S v i ene semplif icato dal fatto che in pra t ica la 

(*) Lavoro eseguito neli'ambHo del Gruppo n. 6 di Ricerca Materau-
tica del Consiglio Nazionale délie Ricerche. 

l**) Tstituto Materaatico *U. Dini». Univeraità, Firenze. 
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conduzione del calore é ivi esciusivamente radiale, mentre per il 
calcolo délia temperatura in F ê sufficiente tener conto sol tan to 
del fenomeno délia convezione forzata, [2]. 

Il problema viene dunque ricondotto alla determinazione délia 
temperatura nella lastra piana sottile a < ^ r < ; 6 , compresa tra i 
due piani s = X e z = X + dX, [3]. La generica lastra scambia 
poi energia termica solo con il fluido F e, solo tramite questo. 
cou le altre 1 astre. 

Nella présente nota ci proponiamo di studiare la distribuzione 
di temperatura in S ed in F neiripotesi che la velocità média di 
convezione del fluido réfrigérante vari con il tempo. Taie studio 
ha interesse pratico in relazione ad uno degli incidenti che pos-
sono accadere durante il funzionameuto a régime di un reattore 
nucleare e cioé ad un guasto aile pompe che mantengono in moto 
il fluido réfrigérante F. 

Elenchiamo per chiarezza i simboli di cui faremo uso nel 
seguito : 

T,(s), T(z. t) = température medie di mescolamento in F nel 
caso etazionario e non stazionario rispettivamente. 

Tl(rt X), T0(r, X, t) = température in S. 

H = lunghezza del canale réfrigérante. 

h (t), h0 = coefficient di trasferimento del calore attraverso 

la superficie r = a per t > 0 e per t <: 0 rispettivamente. 

k = coefficiente di conduttività termica del solido S. 

p, oc = densità di S e di F rispettivamente. 

Cp, c„=calor i specifici di S e di F rispettivamente. 

v(t), vQ = velocità medie di F per £ > 0 e per, i<zO rispet­

tivamente. 

GM^-xa^cVit), per t > 0. 

G0=*a sp cv0 . 
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2. - Richiami per il caso stazionario. 

Corne é noto, [1], [4], nel caso stazionario si devono risolvere 
i sistemi seguenti : 

(1) ' • dz TAz) = 2&!t° [2 ," (a' Z) " T>{3)]> Per °<*<H> 
( Ts(0) = fQ; 

QW 

(2) 

fâVlTUr, X)+ ™gr = 0, per a < r < 6 ; 

f £ Ï > , x) i r ^ = o f£r.v, x> | r=a = ̂ °[^V-)-^)], 

c-,2 ^ l a 
ove v r = —2 + - — ed f0 é una costante assegnata. 

Il sistema fl) dà la formulazione matematica del fenomeno 
délia convezione forzata in F, mentre il sistema (2) traduce il 
problema piano di conduzione nella lastra a quota z = X, X essendo 
un valore fissato, compreso tra 0 ed H. 

Le soluzioni di (1) e (2) haniio la forma, [ l ] : 

(3) T.(«) = U + - 1 ^ 1 = ^ / Q[U)du, 

(4) T°,(r, X)=r,(X)+ | ^ *-log(r/«) - - + ^ - - -

3. - Il caso non stazionario. 

Supponiamo che la velocità média di F sia una funzione asse­
gnata del tempo v = v(t), v(t) essendo una funzione continua 
di t e taie che «(£)== <u0 per t^O, 

Si devono ora risolvere, [1], i sistemi seguenti 

<5) i per 0<8<fl, i>0; 

T(z, t)=T,(z), per0<z<ff, t^O; 
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7C^'rT0ir,r,t)+-;y
c'=^f, per a<r<b, * > 0 , 

(6) or r^b -°. 8£^-*rlT'i«.*.0-rfc«il. 
per t j> 0; 

\ T(>[i\ X, t) = T°a{r, X), per a < r < 6, * ^ 0. 

Il metodo del sistema ausiliario, [">]. fornisce per la soluzione 
di (5): 

t 

(!) T(«, *) = e x p | - * ( t ) ] J T J * - - Z ( t ) ] + f a (« ) exp[0>(nj] 
o' 

T° [a, 0 + Z(u) — Z(*), «] dn (, 

ove: 

{$) Z(t)= iv\u)dn. *(£) = 
2-ah(t)v{t) 

G[t)cp 
, 4>(<) = i î&{'it)d*«. 

Notiamo che, nel sistema (6) e nelle (8|. h{t) puô considerarsi 
una funzione continua e nota del tempo, poiché h[t) ô, [4], fun­
zione continua e nota di v(t). Posto: 

<9> T"(r. X, * ) = ï > , X) + D(r, X. *,. 

e facendo uso délia (4), si ricava dalla (7): 

t 

T(«, *) = Ts(z) + exp [—*(/»]/ +1») expr<l»iirt]Q[£r+Zitt)—Z«adw + 

<10» 

+ exp [ - <!>(*)] / o(u) exp [*l>»u)] JD[a, z + Z(n) — Z[t), u] du, 

ove: 

(H) 
, xh[n)G0 

Wi0G n) 

Sostituendo poi la (9) nel sistema (6) e tenendo eonto délia [2i 
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si ottiene : 

p(rV2
rB(r,\ t) = -^-, per a < r < f c , t>0; 

(12) } àD> dD\ 

D(r, X, * ) = 0 , per a<r<b, t<^0, 

ove si é posto 

(13) F(t, À) = ^ [D(o, X, 0 - T l X , *,] + 

Sia adesso rvir, t) la soluzione del sistema seguente 

fc - ^ 2 ,. <?w 

P 
p- V rw(r, <) = -̂ - , per a<r<b, t>0; 

FL-^U- 1- per < > 0 ; 

1 w(r, *) = 0, per a < r < 6 , * < 0 . 

Non é difficile provare che valgono le disuguaglianze, [3]: 

(14) dw ^ dw , 

Per il teorema di DUHAMEL, [3], si ha allora: 

t 

D(r, \t)=-\ F(s, X) ^ W(r, * - «)] ds, 

cioé: 

(15) D^H + ttD, 
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(16) H=ff(r,A, )̂ = - ¾ ¾ W*-J 2f 
w|r, £ — s) ds + 

+ 
• * M 

a* 
w ( r, £ — s) e x p [ - *(*)]• 

| exp [<t>(u)\<\>(u)Q[z + Z[u) — Z{s)]du\ ds 

(17) i )D: 
fhjs) 
1 k dt 

w(r,t— s) D(a, X, s)ds + 

+ f 
h(s) 

dt 
w (r, f — s) 

s 

exp[— ^(s)] ' 

D[a, z + Z(u) — Z(s), u] du \ ds. 

4. - Esistenza ed unicità délia soluzione délia (15). 

Con riferimento a noti procedimenti di analisi funzionale, [6]. 
indichiamo con G lo spazio délie funzioni continue y = y(r, X, t) 
défini te per a<r<^b, 0 < X < ; ff, 0 < £ < £ 0 , ove t0 é una co-
stante di cui fra brève diremo. Per ogni i /eC, la norma sia 
definita come segue: 

|| y || = max | y(r, X, t) | . 

0 < t ^ tfl 

Osserviamo che l'operatore Q. definito per ogni yeC, é addi-

tivo ed omogeneo; posto poi h= max | h(s) | , si ha : 

I n»|^ll»ll J / ft*»ir, t-s)ds + 
0 

t s 

+ j \y.w(r< t — s) e x p [ - ^ ( s ) ] j ^ e x p [<l>(te)]cîw ds. > . 
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Segue: 

| i>y\ < || 2/1| ^ jw(r , f j + 

+ j \~i^(r: t~s)\ exp [— <I>(s|] exp [<l»(s)l — 1 \ds < 

<ï II 0 II £ «(r, t)[2 - exp [ - *(*,)]] J < 

< Il ?7 II fc w(o, *0) (2 - exp [ - <*>(*„)] j . 

Quindi: 

(18) || O || <Ç k 2 - e x p [ - * ( U ] j ««a. *0). 

L'operatove Q é perciô Hmitato ; segue che Q é un operatore 
lineare. Notiamo poi che. se t0 é sufficientemente piccoîo, si ha: 

\ w(a, * 0 ) J 2 - e x p [ - 4 i ( * 0 ) ] [ < l . 

poiché lim w(a, £0) = 0. 
' t .— - o 

Dunque, se t0 é sufficientemente piccolo, Q é una contrazione 
e la (15) ainmetto in C una ed una sola soluzione. Procedendo 
poi in maniera analoga a quanto già fatto in [lj, é possibile 
dimostrare l'esistenza e 1'unicita délia (15) per 0 < l £ < 2 £ 0 . 
0 < £ < l 3 £ 0 , ..., e cioé in ogni intervallo finito di tempo. 

Dalla (15) segue: 

Il B II 
(i9, » ^ ii ^ r - - ,i o r 

Si ha poi: 

(20) || H || ^ Yf i^" <,"*"<, ' h{8) ~ h" ' + k +'• )"'[a' tn) Q' 
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ove si é posto : 

Q = max ; Q(X) , ï = max | ty(u) | . 

Dalle (18), (19), (20), e ricordando la (9), si ottiene: 

(21) max | T'[r, X, t) - Ts°(r, X | = || B || ^ 
a < ç r < 6 
o < * < f1 

2ah max i fc(s) — fc0 | +htyt0 
0 0 ^ S <. t o 

fc-M«^o)|2 — exp[— *(*0)]{ 
m (a, t0)Q. 

La (21) fornisce un l imite superiore délia variazione délia 
temperatura in S rispetto allô stato stazionario. Si capisce quindi 
corne la (21) abbia un interesse pratico in relazione ad incidenti 
del tipo di quelli descritti nel § 1. 
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