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Il sottogruppo di Hughes e la série centrale ascendente 

Nota di V I T T O R I A Z A M B E L L T (a Miiano) (*) (**) 

Sunto. - Hughes avansà la seguente ipotesi : siano G un gruppo, p un 
numéro primo e Hp il sottogruppo gênerato dagli elementi di G di 
periodo diverso da p ; allora si ha Hp= G, oppure Hp = ut oppure 
[Q:H,]=P. 
In questa nota si mettono in luce i legami del sottogruppo Hp con i 
gruppi délia série centrale ascendente e si dimostra che in un gruppot 

non p-gruppo, il sottogruppo Rp contiens ogni gruppo di taie série. Si 
deduce di qui che, se G è un gruppo nilpotente, non p-gruppo, si ha 
Hp = G ; resta cosi provata in questo caso V ipotesi di Hughes. 

Summary. - Hughes advanced the foliowing conjecture : let G be a group, 
p a prime and Hp the sub group of G, gênerated by ail the éléments of 
G, which do not hâve order p; then either Hp=.Uj or Hp = G, or 
[€r:Hp-\=p. 
Hère we study connections between the subgroup Hp and the groups of 
the upper central séries and we show that in a group, which is not a 
p-group, the group Hp contains every group of such a séries. It follows 
that, if G is a nilpotent group, not a p-group, it is Hp=G ; in this 
case Hughes conjecture is proved. 

I n t r o d u z i o n e . 

Siano G u n g r u p p o e p u u n u m é r o p r i m o ; il sot togruppo fip 

di G, g e n e r a t o dagl i e lement i di per iodo d iverso da p, r i su l t a 
essere u n so t togruppo normale di G e v i ene ch iamato «so t togruppo 
d i H T T G H E S » re l a t ivo al n u m é r o p r imo p . Grli e lement i di G, non 
a p p a r t e n e n t i ad Hp, h a n n o tu t t i per iodo p e qu ind i il g ruppo 

quoz ien te — r i s u l t a u n p - g r u p p o . 

I l so t togruppo Hp puô essere propr io o impropr io (l). Ovviamente 
condiz ione neces sa r i a e sufficiente, affinchè Hp si r iduca a l la sola 
u n i t à , è che tu t t i g l i e lement i di G (diverse da lFuni tà) abbiano 
per iodo p. 

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'TJ.M.1. il 18 novembre 1964. 
(**) Lavoro eseguito nelFambito dell'attività del gruppo di ricerca "N. 30 

del C.H.R. per l'anno 1964-65. 
(l) Ad eserapio, nel gruppo non ciclico di ordine 6, per p=% il sotto­

gruppo di HUGHES coïncide con il sottogruppo ciclico di ordine 3, mentre 
per p = S, esso coincide con l'intero gruppo; nel gruppo trirettangolo, 
per p = 2, Hp si riduce alla sola unità. 
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In questa nota si mettono in luce i legami del sottogruppo Hp 

con altri sottogruppi notevoli di 6r. Si considerano dapprima alcune 
proprietà del sottogruppo Kp, generato dall'unità e dagli elementi di 
periodo p, e valendosi di queste, si deduce il fatto, d'altronde ben 
noto, che in un gruppo abeliano il sottogruppo Hp è improprio. 
Si dimostra poi che il sottogruppo Hp, quando è diverso dall 'unità, 
contiene il centro di G. Anche da questo risultato segue imrae-
diatameate la succitata proprietà circa i gruppi abeliani. Si con­
fronta quindi il sottogruppo Hp con i gruppi délia série centrale 
ascendente e si stabiliscono délie condizioni sufficienti, affinchè 
Hp contenga il centro r-esimo di G. Si raggiunge poi lo scopo 
sostanziale del lavoro, che è quello di mostrare corne in un gruppo 
G, non ^-gruppo, il sottogruppo Hp contenga tutti i gruppi délia 
série centrale ascendente. 

Di qui si deduce che in un gruppo nilpotente, non p-gruppo, 
il sottogruppo Hp coincide con Tintero gruppo G. Infine si stabilisée 
che la coincidenza di Hp con il centro r-esimo è condizione carat-
teristica per i gruppi nilpotenti, non j>-gruppi, di lunghezza r. 

Notiamo che per i casi trattati viene confermata una congettura 
di HUGHES (S), secondo la quale il sottogruppo Hp è improprio, 
oppure ha indice p in G ; nei nostri casi il sottogruppo Hp è 
sempre improprio. 

2. - Accanto al sottogruppo Hp consideriamo il sottogruppo 
normale Kp, generato dall'unità e dagli elementi di periodo p. 
Ogni elemento di G appartiene necessariamente ad almeno uno 
dei due sottogruppi Hp e Kp; pertanto, se uno di essi si riduce 
alla sola unità, Taltro coincide con G. Più in générale si pu6 
affermare che 

TEOEEMA 1. - Se uno dei due sottogruppi Hp e Kp è contenuto 
propriamente in G, Valtro coincide con G. 

Per quanto detto sopra, rimane da considerare il caso in cui 
uno dei due sottogruppi sia proprio. Supponiamo che Hp sia proprio. 
Un elemento ke G, non appartenente ad Hp, sta necessariamente 
in Kp\ scelto allora un qualunque elemento h di Hp, Telemento 
hk non puô appartenere ad Hpi perché apparterrebbe ad Hp anche 

(2) La congettura di HUGHES venne confermata da HUGHES stesso per 
p = 2, quindi da STRAUS e SZBKERBS per p = 3; in seguito ne dimostrarono 
la validitâ HUGHES e THOMPSON nel caso di gruppi finiti, non p-gruppi, 
e ZAPPA nel caso di p-gruppi finiti, di classe < p . 
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k, contro l'ipotesi. Pertanto hkeKp, da cui segue che hsKp, ed 
essendo h qualunque in Hp9 si ottiene che HPSKP e quindi che 
Kp= G. 

Analogamente si verifica che, se Kp è proprio, si ha Hp = G ; 
c.d.d. 

Osserviamo che si puô tuttavia presentare il caso in cui entrambi 
i sottogruppi Hp e Kp coincidano con Cr, corne ad esempio nel 
gruppo totale su quattro lettere, per p = 2. 

Dal Teorema 1 si deducono i seguenti corollari, 

COROLLARI o 2. - In un gruppo àbeliano il sottogruppo Hp è 
improprio. 

Infatti in un gruppo àbeliano il sottogruppo Kp contiene, oltre 
all'unità, tutti e soli gli elementi di periodo p. Pertanto, se Hp 

contiene qualche elemento diverso dall'unità, Kp è contenuto pro­
priamente in G e quindi Hp = G. 

COROLLARIO 3. - Se G è un gruppo nilpotente finito, non 
p-gruppo, allora Hp = G. 

Essendo G un gruppo nilpotente finito, potrà venire espresso 
corne prodotto diretto dei suoi sottogruppi di SYLOW 

G = Px Q x . . . x i 2 , 

di ordine rispettivamente p a , gP, ..., rr, con p, g, ..., r numeri 
primi diversi tra loro. 

Per il secondo teorema di SYLOW gli elementi di periodo p 
appartengono a P e quindi KPÇP. Avendo escluso che G sia un 
jp-gruppo, il sottogruppo P è contenuto propriamente in 6 e 
quindi lo è anche Kp. Segue allora Hp= G. 

Relazioni fra il sottogruppo Hp e il centro di G. 

3. - TEOREMA 4. - Se in G m e un elemento normale, diverso 
dall'unità e di periodo diverso da p, si ha Hp= G. 

Sia h un elemento normale, diverso dall'unità di G e di periodo 
diverso da p; taie elemento appartiene ad Hp. Se esistesse un 
elemento g di G non appartenente ad Hp) esso avrebbe periodo 
p ; inoltre nemmeno l'elemento hg potrebbe appartenere ad Hp. 
Si avrebbe quindi 

(hgy = u 
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e 
gp = u. 

Essendo h normale, si ha 

(hg)* = h*g*, 

da cui segue 

h* = u 

contro Y ipotesi. Pertanto HP = G; c.d.d. 

COROLLARIO 5. - Se Hp è un sottogruppo proprio, gli elementi 
del centro Cx di G, diversi dall'unità, hanno tutti periodo p. 

Infatti se un elemento =)= u del centro avesse periodo diverso 
da p, Hp coinciderebbe con Gr, per il Teorema 4. 

COROLLARIO 6. - Se Bp±u e HP=C,, allora Hp= G e G è 
àbeliano. 

Infatti essendo Hp^=-u, esso contiene almeno un elemento =j=te 
di periodo diverso d a p ; taie elemento, per le ipotesi fatte, appartiene 
anche a C1 e quindi è normale. Dal Teorema 4 segue che Sp = G 
e quindi che G = Cj è àbeliano. 

TEOREMA 7. - Se Hp=%=u, il sottogruppo Hp contiene il centro 
C, di G. 

Essendo per ipotesi Hp^=u, esiste certamente un elemento 
h^=u di 5 p di periodo diverso da p . Supponiamo che esista un 
elemento c di C, non appartenente ad Hp ; l'elemento hc non puô 
appartenere ad Hp e quindi si ha 

cp = u 

(hcy = u. 

Essendo 

segue l'assurdo 

(hc)p = hpcp 

hp = u. 

Pertanto un qualsiasi elemento di Cx appartiene ad Hp e quindi 
Cx è contenuto in Hp ; c.d.d. 

Dal Teorema 7 scende corne immediata conseguenza che, se in 
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un gruppo àbeliano si ha Hp^ti, allora HP = G, corne già visto 
nel Corollario 2. Si puô quindi affermare che 

TEOREMA 8. - Se HP^=U, condizione necessaria e sufficienle, 
affinchè il gruppo G sia àbeliano, è che sia 0, = ¾ . 

Relazioni fra il sottogruppo Hp e i gruppi délia série cen­
trale ascendente. 

4. - Nel paragrafo précédente si sono messi in luce alcuni 
legami tra il sottogruppo Hp e il centro Cl di G, con particolari 
considerazioni nel caso dei gruppi abeliani. In questo paragrafo 
e in quelli seguenti si confrontera il sottogruppo Hp con un quai-
siasi gruppo Cr délia série centrale ascendente, considerando in 
particolare i gruppi nilpotenti. 

Per evitare scritture troppo complicate, d'ora innanzi il gruppo 
Hp verra semplicemente indicato 'corne sottogruppo H, restando 
sottinteso il numéro primo p, a cui tutti i discorsi si riferiscono. 

ri 

TEOREMA 9. - Se il gruppo quoziente 7¾— del gruppo G rispetto 

al suo centro (r — l)-esimo Cr_! contiene qualche elemento di periodo 
diverso da p, allora il sottogruppo H contiene il centro r-esimo Cr 

di G (e di conseguenza H contiene ogni Cs, con s < r). 

Consideriamo Pomomorfismo naturale w 

G G 

cr-: 
Se un elemento di G ha periodo p, le sua immagine in 

ha periodo p, oppure è l'unità. Pertanto gli elementi di -~— di 
0,—j 

periodo diverso da p e diversi dall'unità, hanno per controimma-
giue neiromomorfismo w elementi di G di periodo diverso da p. 
Detto Hr~l il sottogruppo generato dagli elementi di periodo 
diverso da p di ^ — e ~Hr~l la sua controimmagine in G, si ha 

— G G 
Detto Ci 1 il centro di ^ — , poichè per ipotesi ^ — contiene 
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qualche elemento di periodo diverso da p, si ha che H»—1 non si 
riduce alla sola unità e che 

quindi 

essendo per definizione il centro r-esimo di G la controimmagine 
in w di C[~x. Segue 

CrÇH; c.d.d. 

ri 

COROLLARIO 10. - Se in «— il sottogruppo Ifr—1
} generato dagli 

ri 

elementi di periodo diverso da p, coincide con -^— allora H — G. 

Infatti si ha 

H—1 = G 

e quindi, poichè 

Hr-1SH9G9 

si ha 

H=G\ c.d.d. 

TEOREMA 11. - Un gruppo G sia taie che il gruppo quoziente 

« — contenga qualche elemento di periodo diverso da p ; allora 

condizione necessaria e sufficiente, affinche G sia un gruppo nilpo­
tente di lunghezza r, è che H = Cr. 

Dimostriamo che la condizione è necessaria. 
ri 

Poichè si ha per ipotesi G=Gr, il gruppo quoziente ^ — è 
àbeliano e quindi il suo sottogruppo di HTJGHES H'—1 e improprio ; 
date le ipotesi, si ha necessariamente (cfr. Corollario 2) 

r r . G H*—1-. 

e di conseguenza 

H=H>-I = G. 

Dimostriamo ora che la condizione è sufficiente. 
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Per il Teorema 9 sussiste la relazione 

O^Hr-lSH. 
Se 

H=Cr, 
segue 

H '-i = Cr 

/1 

e quindi per F omomorfismo naturale di G su -~*— gi n a 

H*-* = cr™1. 

Per il Corollario 6 si ha 

e quindi 

Hr-> = H= G=Cr; c.d.d. 

5. - Allô scopo di stabilire ulteriori legami tra il sottogruppo 
H e i gruppi délia série centrale ascendente, premettiamo una 
osservazione, che certamente, è ben nota, anche se non F ho 
espressamente ritrovata nella letteratura corrente. 

LEMMA 12. - Neir omomorfismo naturale o> di un grttppo G sut 
ri 

gruppo quoziente g- (dove Ck è il centro k-esimo di G) il centra 

(k + r)-esimo di G è Vinsieme délie controimmagini del centra 

r-esimo d% ^ - . 

Dimostriamo il lemma facendo induzione su r. 
I l lemma è vero per r = 1, per definizione di centro (k + 1)-

esimo. Ammettiamolo vero per (r—1) e dimostriamolo vero per r. 

Per F ipotesi di induzione il centro ( r — l ) -es imo di 
G 
g- avrà per controimmagine nelF omomorfismo w il centro 

rt 

{k + r — l ) -es imo di G. Quindi il centro (r-l)-esimo di -^ 
C h 

sarà ^±f^. 
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Introdotti gli omomorfismi naturali 

G G I Ck4.r-i G 
G 

'k l ^k1 Gk j Cjç+r—! 

si ha 

cr = WTJ 

Il centro r-esimo di «- è controimmagine in T del centro 

G IG _ * 6r 
di 7T / *^ r ! e quindi in rj del centro di -^ . 

Pertanto la controimmagine in w del centro r-esimo di ^r 
^k 

risulta controimmagine in O>T/, e quindi in or, del centro di 

p e coincide perciô con il centro (k + r)-esimo ; c.d.d. 
Si puô cosi stabilire una nuova condizione sufficiente, affiuchè 

C 
sia H=G, spostando Fattenzione dal gruppo G al gruppo ^ - . 

^k 

TEOREMA 13. - Se il gruppo quoziente di vn gruppo G rispetto 
C 

a un suo centro Ck è nilpotente di lunghezza r e « contiene 

qualche elemento di periodo diverso da p, allora si ha H = G. 

C1 

Infatti per il Lemma précédente il centro (r—l)-esimo di -~-
C k 

è dato da ï ^ = ï . 
^k 

Inoltre sussiste F isomorfismo 

G jCk+r-\ G 
cJ ck G?c I Gk CA4.r_j' 

C 
segue da ciô che, se ~ contiene qualche elemento di pe-

G /C _ 
riodo diverso da p, anche il gruppo quoziente «- / kt,r~l con-

0A. / Lfk 

tiene elementi di periodo diverso da p. 
Per il Teorema 11 

H*= — -

per il Corollario 10 si ha allora H=Qr; c.d.d. 
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Sempre valendoci del risultato stabilito nel Lemma 12, pos-
siamo dimostrare il seguente teorema. 

TEOREMA 14. - Se un gruppo G non è un p-gruppo, allora il 
suo sottogruppo di Hughes contiene la série centrale ascendente. 

Osserviamo anzitutto che, non essendo per ipotesi G un p-
gruppo, il sottogruppo H contiene certamente qualche elemento 
diverso dall 'unità. 

Ora se si présenta il caso G = H, Fasserto è ovvio. Bimane 
quindi da considerare il caso in cui H è sottogruppo proprio di G. 

Consideriamo in tal caso F omomorfismo naturale di G sul 

gruppo quoziente -«- • 
rt 

Detto H1 il sottogruppo di HUGHES di -~-, sono possibili i 

seguenti casi: 
C 

I) H1 = -~ ; da ciô seguirebbe H = G, contro F ipotesi 
^ i 

G 
II) H1 si riduce alla sola unità di «- ; m questo caso tutti 

ri 

gli elementi di -^- avrebbero periodo jp. Poichè per ipotesi 
H-^Uy Gr, per il Corollario 5 gli elementi del centro Cl avreb­
bero tutti periodo p; per un qualsiasi elemento g di G si avrebbe 
allora in relazione alFomomorfismo naturale 

G c] 

g—~g con g e ^-

(g'Y=W 

g'eC, 

(gP)V = gr» = tt> 

e quindi 

da cui seguirebbe che G è un p-gruppo, contro l'ipotesi. 

IIIJ H1 è sottogruppo proprio d i ^ : è questo l'unico caso 

compatibile con le ipotesi. 
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Per il Corollario 5 e per il Teorema 7, H1 contiene il centro 
ri 

CÎ di 7T e gli elementi di C\ hanno tutti periodo p. Per 

l'ornai™. 

si ha 

con 

e quindi da 

segue 

H*~+Hi 

H^H 

C\ S H1 

C s H"1 E H. 

Osserviamo ora che, avendo tutti gli elementi di -C, periodo 
ri 

p, YT non puô essere un p-gruppo, perche altrimenti lo sarebbe 
G 

anche G. Si puô pertanto applicare a -~- il risultato conseguito 

per G e ottenere 

C\±H\ 
C 

essendo C\ il secondo centro di «- . 
ri 

Per il Lemma 12 nelF omomorfismo di G su jr si n a 

C 3 —»- C 2 

e quindi 

Applicando il risultato cosï ottenuto per G al gruppo quoziente 
C C 
7T, si trova che H1 contiene il terzo centro di •«- e quindi che H 
contiene il quarto centro di G. Cosï procedendo, si dimostra 
Fasserto; c.d.d. 

A questo punto siamo in grado di estendere il risultato del 
Corollario 2. 
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COROLLARIO 15. - In un gruppo nilpotente, non p-gruppo, il 
sottogruppo H è improprio e coincide con G. 

Per il Teorema 14 il sottogruppo 3 contiene tutta la série 
centrale ascendente e quindi anche G. Pertanto si ha H=G; c.d.d. 

Ho preferito enunciare il corollario sotto questa forma, in 
quanto mi interessava particolarmente il legame tra un gruppo 
nilpotente e il suo sottogruppo di HUGHES. Tuttavia, sotto forma 
lievemente diversa, esso risulta la condizione necessaria del se-
guente teorema, con cui si compléta Festensione ai gruppi nilpo-
tenti délie proprietà già viste per i gruppi abeliani. 

TEOREMA 16. - Sia G un gruppo, non p-gruppo; condizione 
necessaria e sufficiente, affinchè G sia nilpotente di lunghezza r, 
è che sia H = Cr . 

Dimostriamo che la condizione è sufficiente; dimostriamo cioè 
che, se G non è un p-gruppo e H= Cr, allora si ha H = G = Cr. 

Dimostriamo F asserto facendo induzione su r. 

Per r = 1 il teorema è vero, per il Corollario 6. Ammesso 
vero F asserto per (r — 1), dimostriamolo vero per r. 

ri 

Consideriamo il gruppo «-. Se esso fosse un p-gruppo, almeno 
un elemento di C, dovrebbe avère periodo diverso da p, perché 
altrimenti tutti gli elementi di 6r avrebbero periodo dato da una 
potenza di p e G sarebbe un p-gruppo, contro F ipotesi. Ma se 
esiste un elemento di C, di periodo diverso da p, per il Teorema 4 

ri 

si ha necessariamente G = H; pertanto nel caso che -~- s*a u n 

p-gruppo, F asserto è dimostrato. 

Possiamo supporre quindi che ^- non sia un p-gruppo. Il 

C H 
suo centro (r — l)-esimo è dato da «r e quindi da -~- . Poichè 
per F omomorfismo 

si ha 

H* — H' , 

dove 
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segue che 

rr, Cr H 

H1 <= — = — 

- c , c,-
ri 

D ' a l t r a par te , n o n essendo «- u n p - g r u p p o , H1 con t iene t u t t a 
ri 

la sér ie cen t ra le • a scenden te di -=r e i n par t ico la re il cen t ro 

(r — l ) -es imo 

Si h a pe r tan to 

C, 

Ma al lora pe r l ' ipo tes i d i induz ione si h a 

Hi=9r=
G_ 

da cui segue 

H» = G, e poichè i î ^ J î 1 

# = G = Cr; c.d.d. 
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